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Math. Annalen, Bd. 123, S. 1—33 (1951). 


Bemerkung iiber die Grundbegriffe der 
infinitesimalrechnung. 


Von 
Kart Doérer und Kraus Waener in Koln. 


Einleitung. 


Unser Ziel ist, die verschiedenen Begriffe der Infinitesimalrechnung in 
einem allgemeinen topologischen Oberbegriff zusammenzufassen. 

Durch unseren ersten Hilfssatz (S. 3, Mitte) wird jeder Menge M, fiir die 
ein sehr allgemeiner Umgebungsbegriff festgelegt ist, an jeder ihrer Hiufungs- 
stellen p unter Benutzung von auf einen topologischen Raum FR bezogenen 
iiberdeckenden Mengensystemen eine Teilmenge von RF als (infinitesimaler) 
Kern zugeordnet. 

Die scharfste spezielle Zuordnung dieser Art erhalt man durch den dritten 
Hilfssatz in § 1 (vgl. S. 10, oben). 

Dutch Spezialisierung auf den (weniger scharfen) zweiten Hilfssatz in § 1 
(vgl. S. 8, unten) erhalt man dabei fiir jede Menge M an jeder ihrer Haiufungs- 
stellen p eine untere und obere Approximierende. Dieser Begriff umfaBt gleich- 
zeitig den unteren und oberen Grenzwert, die untere und obere Ableitung, 
das untere und obere Schmiegpolynom und das untere und obere (z. B. Rix- 
MANNsche) Integral reeller Funktionen. 

Der Satz auf Seite 28 (oben) liefert ein allgemeines Kriterium dafir, daB 
an einer Hiufungsstelle p einer Menge M die untere und obere Approximierende 
zusammenfallen, d. h. daB der Kern nur aus einem Element besteht. Dieser 
Satz umfaBt das (Caucuysche) Kriterium fiir Konvergenz, ein Kriterium fir 
Differenzierbarkeit, fiir die Existenz eines Schmiegpolynoms und das Rik- 
MANNsche Kriterium fiir Integrierbarkeit reeller Funktionen. 

Im letzten Paragraphen sind die Hauptsitze iiber stetige Funktionen ziem- 
lich allgemein — ohne Benutzung einer Metrik — abgeleitet. 

Es entstehen dann natiirlich z. B. die folgenden weiteren Fragen: Benutzt 
man in einem euklidischen Raume zur Uberdeckung der darin vorgelegten 
Menge M die einfachen — hier anschaulich zu iibersehenden — Sektoren, die 
auf Seite 10 (unten) geschildert sind, so ergibt sich als Kern an jeder Hiufungs- 
stelle p von M ein Geradenbiischel durch p. Ist M an jeder Stelle ,,differenzier- 
bar“, so heiBt das, der Kern besteht jedesmal aus nur einer Geraden. Wie 
man nun bei der Behandlung von Differentialgleichungen erster Ordnung jedem 
Punkte einer euklidischen Ebene eine Gerade zuordnet und fragt, welche 
Kurven an jedem ihrer Punkte die hier vorgegebene Gerade als Kern haben, 
so entsteht nun die allgemeine Frage, welche in sich dichten Mengen M eines 
euklidischen Raumes an jedem ihrer Punkte einen in jedem Raumpunkte (im 
allgemeinsten Falle beliebig) vorgegebenen Kern haben. 

Ferner entsteht z. B. die Frage, welche Riickschliisse auf die Menge M aus 
der Kenntnis nur ihrer Kerne gezogen werden kénnen. Aus Arbeiten von 
O. Haver [Uber Kontinua mit unvollstandigen lokalen Halbsekantenmengen, 
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Cr. Journ. (1943)] und K. WaGner [Charakterisierung stetiger Kurven mit 
Hilfe eines allgemeinen Richtungsbegriffs fiir Punktmengen, Math. Ann. (1941) ] 
folgt, daB jede zusammenhiangende abgeschiossene Menge, die iiberall einen 
eindimensionalen Kern hat, eindimensional ist. Aus der Arbeit von Haupt 
folgt dariiber hinaus, daB die Voraussetzung, daB der Kern iiberall eindimen- 
sional ist, zur Folge hat, da8 dieser fast iiberall aus einem einzigen Element 
besteht und da8 das Ergebnis, daB die Menge eindimensional ist, aus bereits 
viel schwacheren Voraussetzunyen folgt. 


§ 1. 
Allgemeiner topologischer Hilfssatz. 


Es sei eine Menge Mt gegeben. Es sei p ein festes Element von M. Ferner 
habe man ein gewoéhnliches Umgebungssystem von p in It'). Wir bezeichnen 
die Umgebungen dieses Systems.mit U (p) oder U, (p) oder ahnlich. 

Man habe weiter zwei Teilmengen 1 und M von Mt. Wir sagen, L umschliet 
M bei p, wenn es eine Umgebung U (p) gibt, so daB der Durchschnitt L - U (p) 
eine Obermenge von M - U (p) ist”). Dagegen sagen wir, L ist bei p zu M 
fremd*), wenn es eine Umgebung U (p) gibt, so da8 der Durchschnitt der drei 
Mengen L, M und U (p) entweder nur aus dem einen Element p besteht oder 
sogar leer ist*). 


Man habe ein weiteres, aus bestimmten Teilmengen S von M bestehendes 
Mengensystem S, ferner habe man in einem topologischen Raume®) FR ein 
bestimmtes, aus abgeschlossenen Teilmengen A von R bestehendes Mengen- 
system W, so daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 


(1) U ist einceutig aut S abgebildet, in Zeichen a (A) — S. 
(2) R ist bikompakt*). 


(3) Der Durchschnitt von je zwei Elementen von U ist entweder ein Element von 
W oder leer’). 


(4) Hat man endlich viele Elemente A, A,,..., A, von MU und ist A eine Teil- 


n 
menge der Vereinigungsmenge > A,, so umachlieBt die Vereinigungsmenge 
v=1 
n 
S” ao (A,) die Menge a (A) bei p. 
1 


— 
v= 


*) D. h. also, man habe ein bestimmtes System von nicht leeren Teilmengen von Wt 
— die Umgebungen von p heiBen — derart, daB es zu je zwei Umgebungen von p eine 
Umgebung von p gibt, die gemeinsame Teilmenge der beiden ersteren ist. Vgl. Havs- 
porFF, Grundziige der Mengenlehre (1914), S. 213, Axiom (B). Wir fordern also nicht die 
Giiltigkeit der drei anderen Hausporrrschen Umgebungsaxiome. 

‘ *) Ist diese Bedingung erfiillt, so sagen wir manchmal auch, L umschlieBt M in (diesem) 
’ (p). 

*) — oder auch, LZ und M sind bei p fremd —. 

*) Ist diese Bedingung erfiillt, so sagen wir manchmal auch, L und M sind in (diesem) 
U (p) fremd. 

*) — Im Sinne von Kuratowski —, vgi. ALExanDROFF-Hopr, Topologie I, 8. 37, 
§ 2ff. (1935). 

*) D. h. also, fiir R gilt der Uberdeckungssatz von Boret-Herne. Daraus folgt, daB 
auch jede abgeschlossene Teilmenge von R bikompakt ist. Vgl. ALExaNDRoFF-Hopr: 
Topologie, 8. 86, Satz IV. 

7) Hieraus folgt natiirlich, daB auch der Durchschnitt von je endlich vielen Elementen 
von & entweder ein Element von & oder leer ist. 
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(5) Liegt unser p sowohl in o (A,) als auch in o (A,) und ist der Durchschnitt 
A = A, - A, nicht leer, so liegt p auch in a (A). 
(6) R ist ein Element von U und o (R) umschlieBt M bei p*). 


(7) Zu je zwei verschiedenen Elementen 1, + t, von R gibt es zwei Elemente A,. 

A, von A, so dap t, im Innern®) von A, und 1, im Innern von A, liegt und 

a (A,) zu o (A,) bei p fremd ist. 

Erfillt S$ diese Bedingungen (])—(7), so nennen wir es ein topologisches 
Sektorsystem von p (beziiglich & und R). Wir nennen dann jedes Element a (A) 
von S einen (topologischen) Sektor von p in I% mit dem Bezugselement A. 
Wir nennen p auch den Trager der Sektoren. 

Dann folgt zunichst leicht die folgende Hilfsbemerkung: 

UmschlieBt der Sektor o (A) die Menge M bei p, so gibt es um 2) jedes 
Element von R— A einen Sektor o (A’), der zu M bei p (sogar) fremd ist. 

Denn nach (2), (3), (4) und (7) existiert um jedes Element von R — A ein 
zu o (A) fremdes") ¢ (A’). Dao(A) nach unserer Voraussetzung MW bei p um- 
schlieBt, so sind offenbar o (A’) und M fremd. 

Dann gilt: 

Allgemeirier topologischer Hilfssatz: 


Es sei M eine Teilmenge der Menge M und p sei ein Héufungselement von M). 

Man habe ein wpologisches Sektorsystem von p in M beziiglich U und R. 

Dann gibt es eine abgeschlossene, nicht leere Teilmenge K von R mit den 
folgenden drei Eigenschaften: 

Jeder Sekvor ¢ (A) um K umschlieBt M bei p; jeder Sektor a (A), dessen Be- 
zugsmenge A mindestens ein Element von K auslaBt, umschlieBt nicht M bei p; 
um jedes Element von R — K gibt es einen Sektor, der zu M bei p sogar fremd ist. 

K laBt sich so bestimmen, daB folgt: 


Eine von K verschiedene Teilmenge K' von R kann héchstens dann auch diese 
drei Ligenschaften mit K gemeinsam haben, wenn K’ eine Teilmenge von K wnd 
jedes A von U um K’ eine Obermenge von K ist**). 


Beweis: Wir nennen ein Element A von & ein A*, wenn der Sektor oa (A) 
die Menge M bei p umschlieBt. Nach (6) ist R ein A*. Die Menge unserer A* 
ist also nicht leer. Wir zeigen zunichst, der Durchschnitt aller A* ist nicht leer. 
Denn im entgegengesetzten Falle wiirde nach unserer Hilfsbemerkung um 
jedes Element von R je ein Sektor o (A) existieren, der bei p zu M fremd 
wire. Dann wiirde aus (2), (4) und (6) folgen, daB M zu Mt bei p fremd ist 
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung, p ist Haufungselement von M. 


*) Offenbar sind die Bedingungen (4)—(6) nichts weiter als bestimmte Monotonie- 
forderungen (im Sinne des Enthaltenseins) fiir die Abbildung o. 

*) Allgemein versteht man unter dem Innern einer Teilmenge B eines topologischen 
Raumes Ff die Vereinigungsmenge aller derjenigen offenen Teilmengen von R, die Teil- 
mengen von B sind. 

1°) Allgemein sagen wir, o (A) liegt um B, wenn B eine Teilmenge des Innern von A ist. 
Dies bedeutet aber natiirlich keineswegs, daB etwa dann auch B eine Teilmenge von o (A) 
ist. 

“) Statt ,,fremd bei p‘‘ sagen wir manchmal auch kurz ,,fremd“. 

12) D. h. beziiglich des von uns zugrunde gelegten eras. 

18) Wie man leicht sieht, kann dies tatsichlich eintreffen, wenn namlich die zugrunde 
gelegten Mengen A das R, anschaulich gesprochen, nicht ,,fein genug* zerschlagen. Fiir 
die im folgentien besprochenen ,,geordneten Sektorsysteme“ und die ,,spezieflen Sektor- 
systeme“ ist aber unser K durch M, p und die obigen ersten drei Eigenschaften immer 
eindeutig bestimmt. 

* 1° 
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Es folgt also, der Durchschnitt aller A* ist eine abgeschlossene™), nicht leere 
Menge K. Wir zeigen jetzt, diese Menge K hat die oben aufgefiihrten Eigen- 
schaften. 

Hierzu denke man sich zunichst ein Element A von & um K gegeben. 
Es sei B das Innere von A. Dann gilt also K < B < A. Nach unserer Hilfs- 
bemerkung gibt es sodann um jedes Element von R — K (also erst recht von 
R — B) einen Sektor o (A’), der bei p zu M fremd ist. Da R — B abgeschlossen 
und folglich bikompakt ist, gibt es unter den von uns bestimmten Sektoren 
a (A’) endlich viele Sektoren @ (A}), . . , ¢ (A}), so daB R— B eine Teilmenge 


der Vereinigungsmenge 5° A; ist. Ferner ist wegen B < A selbstverstiandlich 
v=1 o 
A+ SA =R. 


v=1 
Folglich existiert nach (4) und (6) eine Umgebung U, (p), so daB 


n 
U, (p) So (A) + 2 2 (A,) 

gilt, wobei wir wegen des Axioms (8) (vgl. FuBn.*) voraussetzen diirfen, daB | 
jedes o (A,), vy = 1, 2,...,, zu M in U, (p) fremd ist und, falis es iiberhaupt 
eine p nicht enthaltende Umgebung U (p) gibt, dann auch U, (p) nicht p ent- 
halt. 

Dementsprechend unterscheiden wir die folgenden Fille: p liege nicht in 
beiden Mengen M und U, (p). 

Dann ist jedes o (A,), v = 1, 2,...,, zu M~-U, (p) sogar elementfremd. 
Also umschlieBt wegen der letzten Ungleichung o (A) die Menge M in U, (p). 

p liege in beiden Mengen M und U, (p), also nach der iiber U, (p) ge- 
machten Voraussetzung, in jeder Umgebung U (p). 

Dann existieren zunichst nach Konstruktion von K wegen der Bikompakt- 
heit von R — B und wegen K <= B gs A endlich viele, M bei p umschlieBende 


m 
Sektoren o (A%), uw = 1, 2,...,m, so daB der Durchschnitt [7 A® eine Teil- 


p= 


™ m 

menge von A ist. [7 Aj ist wegen J] Ay = K nicht leer. Ferner liegt p in 
pol a= _ Z 

IT As) und schlieBlich wegen J] At < 


jedem a (A), also wegen (5) auch ino ( 
w= w= 


<= A und (4) auch in a (A). 

Zusammenfassend folgt in jedem Falle, daB der Sektor a (A) die Menge M 
in U, (p) umschlieBt. Also ist unser A tatsiachlich ein A*. 

Zum weiteren Beweise der Eigenschaften von K denken wir uns eine Menge 
A aus & gegeben, die mindestens ein Element von K auslé8t. Dann folgt un- 
mittelbar aus der Konstruktion von K, daB diese Menge A kein A® ist. 

SchlieBlich folgt aus unserer. Hilfsbemerkung und der Konstruktion von K, 
daB es um jedes Element von R — K einen Sektor o (A’) gibt, der zu M bei p 
fremd ist. 

Hat auBer K eine Teilmenge K’ von R auch die aufgezihlten Eigenschaften 
von KX, so muB6 einerseits nach Konstruktion von K jedes Element von K’ 
in K liegen und andererseits jedes A aus YU um K’ (als ein A*) eine Obermenge 
von XK sein. 


44) Vgl. ALExanpRoF¥-Hopr: Topologie, S. 39, Satz III. 
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Damit ist der Hilfssatz vollstandig bewiesen. 

Wir nennen die im Beweise des Hilfssatzes konstruierte Menge K den Kern 
von M bei p (beziiglich M und R). Ist diese Menge K insbesondere ein Element 
von &, so nennen wir den Sektor o (K) den Sektorkern von M bei p (beziiglich 
& und R) und bezeichnen ihn mit S (p, M). 

Als Beispiel betrachten wir fiinf verschiedene Punkte auf einem Kreis mit 
dem Mittelpunkt p und die Verbindungsstrecken P,, P,,..., P, (als Punkt- 
mengen aufgefaBt) von je einem dieser Punkte des Kreises 
nach p (vgl. Fig. 1). Wir betrachten sodann die Vereini- 


a) 

gungsmenge IW = » P,. Wir nennen M eine Umgebung 

v=1 
U (p) von p und legen in diesem Beispiel das aus diesem 
einzigen U bestehende Umgebungssystem zugrunde. Ferner 
sei R ein aus finf Elementen a,, a,,...,a;, bestehender 
topologischer Raum mit der trivialen Festsetzung, daB Fig. 1 
jede Teilmenge von R abgeschlossen sei. Dann sei & das 
System der folgenden Teilmengen von R: 


A = {6,, @o415--+s Se+p} 


mit 1 < » < y + <5, und unsere Sektoren seien folgendermafen definiert: 





@ ({4,, @y4.1)-- +> Gapt) = Pi + Pra rt.. + Pei,- 


Man sieht anhand von (1)—(7) leicht ein, daB das System dieser o'(A) topo- 
logisch ist. Betrachten wir dann beispielsweise die Menge M = P,, so besteht 
der Kern von M bei p offenbar aus dem einen Element a, und der Sektorkern 
von M bei p ist M selbst. Nun andern wir aber die Sektoren folgendermaBen 
ab, indem wir namlich in ihrer Definitionsgleichung fiir 2 = 2, 3, 4 tberall P, 
durch P, —{p} ersetzen. Dann erfiillt dieses abgeainderte Sektorsystem die 
Bedingungen (1)—(4), (6) und (7), aber nicht (5). Wir betrachten wiederum 
die Menge M = P,. Dann ist der Durchschnitt aller derjenigen A, deren o (A) 
unser M bei p umschlieBen, auck jetzt wieder die aus dem einen Element be- 
stehende, offene Menge {a,}. Denno ({a,, a), a,}) und o ({a5, a4, @,}) umschlieBen 
beide die Menge M bei p. Aber trotzdem umschlieBt der Sektor o ({a,}) = 

- P, —{p} nicht M bei :p, da p nicht in diesem Sektor liegt. Man sieht also, 
daB man auf die Giltigkeit von (5) nicht verzichten kann, wenn der Hilfssatz 
gelten soll. 

Es ist unser nachstes Ziel, auf eine bestimmte geordnete Menge bezogene 
Sektorsysteme einzufiihren und zu untersuchen. Wir erinnern zuniachst an 
einiges fiir uns wesentliche aus der Mengenlehre. 

Es sei G eine geordnete Menge. Dann kann man bekanntlich die DepE- 
KiInDschen Betrachtungen auf der Zahlengeraden ohne weiteres auf @ iiber- 
tragen’5;. Besitzt G (im DeprxKrypschen Sinne) Liicken, so kann man die 


1 ) Vgl. Hausporrr, Mengenlebre, 2. Aufl., S. 53/54 (1927). Wir verstehen unter einer 
DEDEKINDschen Klasseneinteilung von @ jedes geordnete Paar A, B von (leeren oder 
nicht leeren) Teilmengen von G, welches die folgenden drei Bedingungen erfiillt: A + B=G, 
A - B ist leer, fiir jedes Element a von A und jedes Element 6 von B gilt a < 6. Wir sind 
etwas aligemeiner als iiblich, insofern wir fiir die Klassen auch die Nullmenge 0 zulassen. 
Hat @ kein erstes Element, so sagen wir, die Klasseneinteilung 0, G definiert eine (uneigent- 
liche) Liicke. Entsprechend sagen wir, wenn @ kein letztes Element hat, die Klassen- 
einteilung G, 0 definiert eine (uneigentliche) Liicke. Allgemein sagen wir, eine DEDEKIND- 
sche Klasseneinteilung A, B definiert eine Liicke, wenn es in B kein erstes und in A kein 
letztes Element gibt. 
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geordnete Menge (, anschaulich gesprochen, mittels ,, Ausfillung* jeder Liicke 
in G durch je ein ,,neues‘* Element zu einer liickenlosen™*) geordneten Ober- 
menge [@] von G erweitern. Wir nennen [G@] eine abgeschlossene Hille von G 
oder auch kurz eine Hille von G*’). 

Hat G ein erstes Element, so ist dieses auch das erste Element von [G@]: 
hat G ein letztes Element, so ist dieses auch das letzte Element von [G]. Na- 
tiirlich hat [G] immer ein erstes und ein letztes Element 

Wir nennen jedes Element von [G] — G ein uneigentliches Element von G 
und jedes Element von G@ selbst, zum Unterschied dazu, ein eigentliches Ele- 
ment von @"%). 

Die Begriffsbildungen und Bezeichnungen fiir Intervalle sind in der Mengen- 
lehre nicht immer einheitlich. Wir miissen uns daher mit diesen auseinander- 
setzen. 

Wir verstehen unter einem Intervall der geordneten Menge @ jede nicht 
leere Teilmenge von G, die mit je zwei zu ihr gehérenden Elementen immer 
auch jedes zwischen diesen beiden Elementen liegende Element von G enthilt 

Wir nennen die nur aus einem Element bestehenden Intervalle, und nur 
diese. manchmal auch ausgeartete Intervalle. 

Wir nennen ein Intervall J von G links abgeschlossen, entweder wenn J ein 
erstes Flement hat oder wenn jedes Element von G, welches links von einem 
Element von J liegt, auch zu J gehért. Wir nennen J links offen, wenn eine der 
folgenden Bedingungen erfillt ist: Jedes Element von G, welches links von 
einem Element von J liegt, gehért auch zu J; oder dieses trfft nicht zu und / 
hat kein erstes Element; oder J hat ein erstes Element und dieses Element 
hat in G einen (beziiglich der Ordnung) unmittelbaren Vorgianger. Entsprechend 
definieren wir rechts abgeschlossene und rechts offene Intervalle von G. Ein 
Intervall von G heiBt abgeschlossen, wenn es links und rechts abgeschlossen 
ist. FEntsprechend hei®t ein Intervali offen, wenn es links und rechts offen ist 

Es sei x ein Element eines Intervalls J von G. Wir nennen-z ein inneres 
Element von J, wenn es ein offenes Teilintervall'®) von J gibt, welches z als 
Element enthalt. Die Gesamtheit der inneren Elemente von J heiBt das Innere 
von /. Wir nennen J ein Intervall um z, wenn z ein inneres Element von J ist. 
Offenbar ist jedes Element eines offenen Intervalls stets ein inneres Element 
desselben. Wir verstehen unter einer- Umgebung von z {in @) jedes offene 
Intervall (von G) um das Element x. Es ist dann hierfiir ohne weiteres klar, 
daB die Havsporrrschen Umgebungsaxiome erfiillt sind®®). Daraus folgt, 
daB jede geordnete Menge G unter Zugrundelegung der hier gewihliten Um- 
gebungssysteme ein topologischer Raum ist). Ferner folgt leicht, daB jedes 

6) Eine geordnete Menge heiBt liickenlos, wenn jede DepEeKinpsche Klasseneinteilung 
derselben entweder einen Schnitt oder einen Sprung (also keine Liicke) definiert. 

*) [G@] ist bis auf eine ahnliche Abbildung eindeutig bestimmt. Genauer gesagt gilt: 
Hat man zwei Hiillen [@], und [G], von G, so gibt es eine ahnliche Abbildung von [G], 
auf [@),. bei der jedes Element von @ auf sich abgebildet ist. Wir kénnen daher mit ge- 
wissem Recht statt von einer auch von der Hiille von G sprechen. 

**) Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, da8 wir im folgenden unter den Elementen 
von G, falls nichts anderes gesagt wird, aber auch nur die Elemente von @ (also nicht 
die Elemente von [@] — G) verstehen. 

‘*) Wir verstehen unter einem Teilintervall von J eine jede Teilmenge von /, welche ein 
Intervall von G ist. Insbesondere verstehen wir unter einem abgeschlossenen (bzw. offenen) 
Teilintervall von J eine jede Teilmenge von J, welche ein abgeschlossenes (bzw. offenes) 
Intervall von G ist. 

*°) Vgl. Hausporrr, Grundziige der Mengenlehre, S. 213, (A)—(D). 

™) Vgl. Avex 1xprorr-Hopr: Topologie, 8. 43, Satz IX. 
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abgeschlossene Intervall J von G eine abgeschlossene Menge in G ist, d. h. daB 
I jedes seiner Haufungselemente enthalt. Ferner ist klar, daB jedes offene 
Intervall von G (als Komplementirmenge einer abgeschlossenen Menge) eine 
offene Menge in G ist. 

Wir haben im vorigen Abschnitt Intervalle von G um ein eigentliches Fle- 
ment x von G definiert. Allgemeiner nennen wir / ein Intervall um das (eigent- 
liche oder uneigentliche) Element x von G, wenn es ein Intervall von [@] um r 
gibt, so daB der Durchschnitt dieses Intervalls mit G ein Teilintervall von J ist. 


Ist J ein Intervall von G um das Element z, so bezeichnen wir dieses Inter- 
vall mit J (x), wobei « also auch ein Element von [@]— G sein kann. Man 
habe ein Intervall J (x) von G. Ist die Menge der Elemente y von @, die in 
I (x) liegen und zugleich y < =z erfiillen, nicht leer, so nennen wir diese Menge 
ein linksseitiges Intervall von x (in G). Entsprechend definieren wir rechts- 
seitige Intervalle von x (in G). Wir bezeichnen linksseitige Intervalle von x 
(in G) mit J, (x), rechtsseitige Intervalle entsprechend mit /, (z). 

Man habe zu jedem Element z einer geordneten Menge G je eine bestimmte 
Aussage ¢ (x). Es sei y ein Element von [G]. Wir sagen, ¢ (x) gilt links von y. 
wenn es in jedem J;(y) von G ein Element zx gibt, fiir welches e (x) gilt**). 
Dann kann man leicht den folgenden Satz beweisen: 

Es seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt : 

G hat ein erstes Element a und es gilt e (a); 


G hat ein letztes Element b und es gilt, falls e (x) links von 6 gilt, e (5): 
schlieBlich zu jedem Element y < 6 von [G] gibt es, falls ¢ (x) links von y gilt. 
in G ein Element x > y, fiir welches ¢ (2) gilt. 

Dann folgt: Es gilt e (6). 

Man kann mit Hilfe dieses Induktionsschlusses leicht den bekannten**) 
Uberdeckungssatz von BoreL-HEIne beweisen: 

Hat man irgend ein System J, welches ans bestimmten Intervallen einer 
geordneten Menge G besteht, mit der folgenden Eigenschaft: Um jedes Ele- 
ment y von [G@] gibt es ein Intervall aus J, so gibt es ein endliches (d. h. aus 
endlich vielen Intervallen bestehendes) Teilsystem von J mit derselben Figen- 
schaft. 

Wendet man diesen Satz speziell statt auf G auf [@] an, so folgt unmittel- 
bar, jede abgeschlossene Hiille [G] ist bikompakt. 

Nach diesem Riickblick auf die Mengenlehre sprechen wir nunmehr wiedes 
iiber die Sektorsysteme. 

Rs sei eine geordnete Menge @ und eine beliebige Menge Iv gegeben. Wit 
betrachten das System % aller abgeschlossenen Intervalle + von (74). bs sei p 
eins der Klemente von Mt. Ferner sei ein bestimmtes System | von Teilmengen 
S von WM und ein gew6hnliches Umgebungssvstem von p in W vegeben so dal 
die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 


#2) Definiert man die folgende cindeutige Funktion g (2) iber G. es sei in jedem x 
von G, wofiir ¢ (x) gilt. @ (x) 1, dagegen sei in jedem x von (, wofiir ¢ (2) nicht gilt. 
p (x) == 0, so ist die Aussage. € (.c) gilt links von y. &quivalent mit der Aussage, in jedem 
J, (y) von G gibt es eine Stelle x, worin @ (2) = | ist. 

23) Vgl. ScHoENFLiIEs: Entwicklung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen. S. 252. 
Vila (1913). 

*4) Statt YU konnte man allgemeinere Mengen, z. B. dic Menge simtlicher abgeschlossv- 
nen Teilmengen von @ betrachten. Wir werden dies am SchluB dieses Paragraphen sogleich 
allgemein, dann fiir einen topologischen Raum R (statt () tun. 
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(1) U ist eindeurig auf S abgebildet, in Zeichen a (A) = S. 
(li) Hat man endlich viele Elemente A, A,, ..., A, von U und ist A eine Teil- 


menge der Vereinigungsmenge >" A,, so umschlieBt die Vereinigungsmenge 
r=] 
n 


, 


_ 3 a(A,) die Menge a (A) bei p. 


v=1 
(ILL) Liegt unser p sowohl in ao (A,) als auch in a (A,) und ist der Durchschnitt 
A = A,: Ag nicht leer, so liegt p auch in a (A). 

(IV) o (G) wmschlieBt M bei p. 

(V) Zu je zwei verschiedenen Elementen x, + x, von [G\ gibt es zwei Elemente 
A,, A, von UY, so daB x, im Innern von [A,] und x, im Innern von [Ag] 
liegen und o (A,) zu a (A,) bei p fremd ist. 

Erfillt S diese Bedingungen (I)—(V), so nennen wir es ein geordnetes 
Sektorsystem von p in M (beziiglich MW und @). Liegt ein solches Sektorsystem 
vor, so sieht man zunichst leicht, daB es zu jedem abgeschlossenen Inter 
vall A von G eine durch A eindeutig bestimnite Hiille von A gibt, welche ein ab- 
geschlossenes Intervall von unserem [G@] ist. Wir bezeichnen diese Hiille von A 
mit [A]. Offenbar haben je zwei verschiedene Elemente A, + A, von & ver- 
schiedene Hiillen [A,] + [A,] in [@]. Bildet man jedes [A] jeweils auf sein A 
und weiter dieses A mittcls der Abbildung o auf das Element S a (A) (mit 
diésem A) ab, so folgt, daB die zusammengesetzte Abbildung [A] — S eine 
eindeutige Abbildung von der Menge aller [A] von [G@] auf die Menge @ ist. 
Wir bezeichnen diese Abbildung mit o ({A]) = S*5). Betrachten wir diese Ab- 
bildung o und statt M& die Menge der [A] in [G@], so ergibt sich unmittelbar 
durch Vergleich von (1)—(7) mit (I)—(V), daB jedes geordnete Sektorsystem 
topologisch ist. Also folgt aus unserem allgemeinen Hilfssatz unmittelbar als 
Spezialfall: 

Es sei M eine Teilmenge der Menge Mt und p sei ein Haéufungselement von M *) 

Man habe ein geordnetes Sektorsystem von p in M beziiglich UN und G. 

Dann gibt es (genau) ein abgeschlossenes Intervall K von {[G)| mit den fol- 
genden Eigenschaften: 

Jeder Sektor o (A) um K umschlieBt M bei p; jeder Sektor a (A), dessen 
Steigungsintervall [A | mindestens ein Element von K auslapt, umschlieBt nicht 
M bei p; um jedes Element von [@|+— K gibt es einen Sekior, der zu M bei p 
fremd ist. 

Ferner folgt: 


Dieses Intervall K ist der Durchschnitt aller Steigungsintervalle [A| der- 
jenigen Sektoren, die M bei p umschlieBen. 


Wir nennen das erste Element von K die Unterapproximierende von M bei p 
(beziiglich des {%{ und des G), das letzte Element von K die Oberapproximierende 





*) Wir nennen hier das [A] das Steigungsintervall des Sektors S. Wir wollen natiir- 
lich auf (@] kommen, weil diese Menge bikompakt ist. Dieses Ziel erreichen wir dank der 
Giiltigkeit der Gleichung [A, - A,] = [A,]- [Az] (A, - A, + Nullmenge). Natiirlich hatten 
wir uns einfacher statt auf die Menge der A bzw. [A] auf die Menge simtlicher abgeschlosse- 
nen Intervalle von [GJ festlegen kénnen. Aber mittels unserer urspriinglichen Bezugnahme 
auf die A von G statt auf die [A] von [@] haben wir eine gréBere Allgemeinheit erreicht. 

Ist B eine Teilmenge von [@], so nennen wir manchmal auch o (A) — statt logisch voll- 
standig gesprochen: o ({.A]) — einen Sektor um B, wenn B im Innern von [A] liegt. 

**) D. h. beziiglich des zugrunde gelegten Umgebungssystems von p. 
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von M bei p (beziiglich des U und des G@). Wir sagen, M ist bei p approrimierbar 
(beziiglich M und @), wenr: sein Kern ausgeartet ist (wenn also die Unter- und 
Oberapproximierende von M bei p in ein Element zusammenfallt). Ist dies 
der Fall, so nennen wir dieses Element die Approximierende von M bei p (be- 
ziiglich MU und G@). Wir sagen schirfer, M ist bei p eigentlich bzw. uneigentlich 
approximierbar, wenn seine Approximierende bei p ein eigentliches bzw. un- 
eigentliches Element von G ist. 

Wir bezeichnen die Unterapproximierende*’) von M bei p mit a (p, M), 
entsprechend die Oberapproximierende mit « (p, M) und die Approximierende 
von M bei p (falls dieselbe existiert) mit « (p, M). 

Die Approximierbarkeit von M bei p ist also gleichbedeutend mit 
a (p,.M) = @ (p, Af). 

Zuniachst folgt unmittelbar aus dem letzten Hilfssatz: 


ist eine Menge M bei p approximierbar (beziiglich U und G) und ist a ihre 
A pproximierende bei p, so umschlieBt jeder Sektor o (A) um a die Menge M bei p: 
dagegen gibt es um jedes von « verschiedene Element von [G] einen Sektor, der zu M 
bei p fremd ist. 

Hat man zwei Teilmengen M, und M, von M und ist p sowohl Haufungs- 
element von M, als auch von M,, so ist der Kern der Vereinigungsmenge 
M, + M, bei p offenbar gleich mit dem kleinsten die beiden Kerne von M, 
und M, gemeinsam umfassenden Intervall von [G]. Also folgt: 


(p, M, + M,) = Min («a (p, M,). « (p, M,)), 
(p, M, + M,) = Max (a (p, M,), « (p, ¥,)). 
Hieraus folgt speziell: 


Approximiert « jede der beiden Mengen M, und M, bei p, so approximiert « 
auch thre Vereinigungsmenge M, + M, bei p. 

Dieses gilt entsprechend statt fiir zwei Teilmengen von 9M natirlich fiir be- 
liebig endlich viele Teilmengen von 3M. 

Im folgenden wollen wir aus dem allgemeinen Hilfssatz noch einen unis be- 
sonders interessierenden anderen Spezialfall ableiten, indem wir statt des Er- 
fiilltseins von (3) und (4), kurz gesagt, eine gewisse Additivitaét der zu betrach- 
tenden Sektoren in J2 voraussetzen werden. 

Hierzu sei eine Menge I? gegeben. p sei eins ihrer Elemente. Zu diesem p 
sei ein gewohnliches Umgebungssystem in It gegeben. Weiter habe man einen 
topologischen Raum R. Dieser sei bikompakt. Wir betrachten die Menge & 
simtlicher (nicht leeren) abgeschlossenen Teilmengen A von R. Es sei jedes 
Element t von R auf je genau eine bestimmte Teilmenge o (tr) von MM abge- 
bildet, so daB die folgenden Bedingungen erfillt sind: 

(a) Der Durchschnitt von zwei Mengen a (t,) und oa (ty) ist entweder fiir je 
zwei verschiedene Elemente t, + t, von R leer oder er besteht fiir je zwei verschie- 
dene Elemente t, + t, von R aus dem von uns betrachteten Element p. 


(b) Die Vereinigungsmenge simtlicher o (t) umschlieBt M bei p. 


(ec) Zu je zwei verschiedenen Elementen t, +t, von R gibt es zwei element- 
fremde abgeschlossene Teilmengen A, und A, von R, so daB 1, im Innern von 
A, und t, im Innern von A, liegt. 


& 
a 


27) Da wir unser Sektorsystem (beziiglich des U und G) fest vorgegeben denken, brauchen 
wir in den folgenden Bezeichnungen die Abhangigkeit von diesem System nicht anzudeuten. 
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Wir betrachten zu jedem Element A von & je die Vereinigungsmenge 
ao (A) = ¥' a (2) 


— 


TEA 


von simtlichen Bildmengen o (rt), deren Urbild r in A liegt. Dann erfiillt offen- 
bar das System S unserer a (A) alle Bedingungen (1)—(7) beziiglich des & 
und des R. Wir nennen © ein einfaches (topologisches) Sektorsystem von p 
in M (beziiglich R). 

Dann folgt aus unserem allgemeinen Hilfssatz, wenn wir darin das & durch 
die Menge simtlicher (nicht leeren) abgeschlossenen Teilmengen von R und 
das Wort topologisch durch die beiden Worte einfach topologisch ersetzen. 
offenbar die Giiltigkeit eines wértlich entsprechenden Hilfssatzes fiir einfache 
Sektorsysteme **). 

Beispielsweise betrachte man in der Ebene eine Punktmenge M und einen 
Haufungspunkt p von M. Unsere U (p) seien die Kreisscheiben mit dem Mittel- 

punkt p. Wir betrachten ein Geradenpaar (in der be- 

gs trachteten Ebene) mit dem Schnittpunkt p. Das Geraden- 

paar teilt die Ebene in vier Ebenenstiicke. Dann nennen 

6 wir jedes der beiden Paare von zwei gegeniiberliegenden 

der insgesamt vier vorhandenen Ebenenstiicke einen 

s Doppelwinkel. Scharfer gesagt, verstehen wir unter einem 

Doppelwinkel mit dem Traiger » die volle Ebene und 

Fig. 2 jede Gerade der Ebene durch p und jede abgeschlossene 

Teilpunktmenge der Ebene, deren Randpunktmenge ein 

Geradenpaar mit dem Schnittpunkt p ist. Unsere Sektoren seien in der 

betrachteten Ebene die Doppelwinkel mit dem Trager p. Dann folgt aus 

dem Hilfssatz itiber geordnete Sektoren die Existenz eines Sektorkerns 

S (p, M) von M bei p. Ist S (p, M) eine Gerade, so 
ist diese Gerade die Tangente von M bei p. 

; Wir kénnen aber auch z. B. statt der Doppel- 

winkel mit dem Trager p ,,verfeinerte’‘ Sektoren S 

der Ebene betrachten und zwar, die aus- den 

Punkten saimtlicher derjenigen Geraden der Ebene 

Vie. 3 durch p bestehen, die mit dem um p gelegten Ein- 

heitskreis der Ebene als Durchschnittsmenge jeweils 

irgend eine abgeschlossene Teilpunktménge dieses Kreises haben. Anschau- 

lich gesprochen, ergibt sich mit dieser ,,verfeinerten‘* Wahl unserer S 

natirlich auch ein .,feineres‘‘ K. Wir kénnen aber auch z. B. als unsere U (p) 








Up) 








**) Z. B. kann unser R jede Hiille einer geordneten Menge sein. Hat man allgemeiner m 
geordnete Mengen G,, (u = 1, 2, .. ., m) und bezeichnet man die Elemente von G,, mit x, 
so versteht man unter der m-fach geordneten Menge (G,, . . ., Gm) die Menge der m-Tupel 
(%,,..-. 2m). Vgl. Riesz: Uber mehrfache Ordnungstypen. Math. Ann. 6], 8. 406—421. 
Ein Element (2,, ..., 2m) dieser Menge heiBt ein Randelement, wenn fiir wenigstens ein 
yt 1,2,..., m entweder z,, das erste oder das letzte Element von G,, ist. Hat man zu 
jedem G,, von I” = (G,, . . ., Gm) eine Hiille (G,,] (vgl. FuBnote 7), so nennen wir ([G,], . . .. 
{Gm]) eine (schlichte) Hiille [I"] von 7°. Offenbar ist [I”] eine m-fach gec rdnete Obermenge 
von /’. Werden simtliche Randelemente von [/”] miteinander identifiziert (vgl. ALEXAN 
proFF-Hopr: Topologie, 8. 64), so nennen wir die hierdurch aus [J”] hervorgehende Menge 
eine geschlossene, m-fach geordnete Hiille. Z. B. bilden die Punkte eines jeden Kreises 
oder auch die Randpunkte eines jeden Rechtecks eine geschlossene, einfach geordnete 
Hiille; ferner bilden offenbar die Punkte jeder Kugeloberflache eine geschlossene, zweifach 
geordnete Hiille. Unser R kann dann z. B. jede (schlichte oder auch geschlossene) m-fach 
geordnete Hiille sein, da jede Hiille bikompakt ist. 
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die Vertikaistreifen der Ebene um p und als unsere S die (abgeschlossenen) 
Horizontalstreifen der Ebene wihlen (vgl. Fig. 3). Dann ist offenbar die Ap- 
proximierbarkeit von M bei p gleichbedeutend mit der Stetigkeit von M bei p. 

Wir sehen hieraus, daB die Begriffe Stetigkeit und Differenzierbarkeit un- 
serem Approximierbarkeitsbegriff gemeinsam untergeordnet sind. Wir wollen 
im folgenden Paragraphen zeigen, daB auch noch samtliche héheren Ablei- 
tungen (etwas verallgemeinert) unter diesen Begriff gemeinsam fallen. 


§ 2. 
Schmiezpolynome einer Verinderlichen. 


Es sei 2, eine reelle Zahl. Wir betrachten die Gesamtheit der Polynome 


g (x) =a, 4- a, ° (x — a) +... +4, ° (2% — Xo)” 
mit reellen Koeffizienten ao, a,,...,a,(m = 0,1,...). Wir denken uns im 
n 
folgenden jedes Polynom 5’ a, - (x — 2)” aus formalen Griinden als Potenz- 
v=0 
reihe a, +a, -(z %) +... +4a,-(2— a)” + ... oder auch kurz als 
- 


2 a, +(x — 29)” geschrieben, deren Koeffizienten dann also jeweils von einer 
Stelle ab verschwinden. Aus formalen Griinden mennen wir auch noch jedes 


der beiden Zeichen +4- co und — o ein Polynom. Es sei dann G die lexike - 
graphisch geordnete Menge unserer Polynome, das soll also heifen, daB ‘ir 
je zwei verschiedene Polynome g, (x) = 2 a,-(x— 2)” und g,(z) = %6,- 


: (x — 2)” jeweils g, < g, bzw. g, <g, festgesetzt sci, wenn fiir das kle‘aste u 
in der Folge der Zahlen 0, 1, . . ., fiir welches a, + 5, ist, a, < 6, zw 6, <a, 
gilt®®). Man sieht leicht ein, daB unsere geordnete Menge @ in: DEpF-<inDschen 
Sinne Liicken hat. Wir wollen nun zunichst diese Liicken von © «’ it uneigent- 
lichen Elementen ausfiillen. 

Hierzu verstehen wir unter einem uneigentlichen Polynom jeden Ausdruck 
der Form 


My + @,*(4— 2%) +... + ag—1 + (4— Xq)"—! 4. c+ (x — a)" 
und 
Gy + 4,:(2— 4%) +... + ay-.1 + (X— Xq)"*—!— c+ (x — i%q)” 
mit n 1, 2,... und mit reellen Koeffizienten ap, a,, .. .,@,—1- Zum Unter- 


schied zu diesen uneigentlichen Polynomen nennen wir jedes Element von @ 
ein eigentliches Polynom*®*). Auch fiir die uneigentlichen Polynome benutzen 
wir von nun an die kurze Bezeichnung 2 a, - (x — 29)” oder ahnlich, wo also 
unter dem héchsten nicht verschwindenden Koeffizienten dann das .Zeichen 
+ oo bzw. — oo zu verstehen ist. Auch wollen wir von jetzt ab die kuze Be- 
zeichnung 2 a, - (x — 2,)” fiir jede beliebige Potenzreihe mit reellen | -oeffi- 
zienten gebrauchen, die nun also nicht mehr schlieBlich von einer Stelle ab 
zu verschwinden brauchen, wie dies genau nur bei den (eigentlichen und un- 
eigentlichen) Polynomen der Fall ist. Es sei G* dann die texikographisch ge- 
ordnete Menge simtlicher (eigentlichen und uneigentlichen) Polynome und 

2°) Das Zeichen < zwischen den ,,kurzen“, d. h. aus einem kleinen Buchstaben be 


stehenden Symbolen fiir Polynome bedeutet im folgenden immer die Ordnung der Poly 
nome ; dagegen bedeutet aber g (x) <h (x) das iibliche ,,kleiner** der betreffenden Funktions- 


werte (Zahlen). Selbstverstandlich sol! das Polynom + co und — oo das letzte bzw. 
erste Element von G sein. 
3°) Also auch die Polynome + co und x, obwohl diese Bezeichnungsweise hierfiir 


zunachst unnatiirlich ist. 
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Potenzreihen. Es ist offenbar — oo das erste Element und + o das letzte 
Element von G* und selbstverstandlich ist G* eine geordnete Obermenge von 
unserem G. Ferner folgt leicht, daB G in G* dicht ist, d. h. also, zu je zwei 
Elementen { < g von G* gibt es ein Element h von G, so daB gilt f << hk <g. 
Wir zeigen nun 

G* ist eine Hiille von G. 

Zum Beweise denken wir uns eine DEDEKINDsche Klasseneinteilung A, B 
von G gegeben, welche eine Liicke in G definiere; d. h. also A hat kein letztes 
und B kein erstes Element. Wir miissen dann zeigen, es gibt ein Element f 
von @*, welches zwischen jedem Element von A und jedem Element von B 
liegt. Hierzu bezeichnen wir die Elemente von A mit g = 2 a, - (x — 29)’, die 
Elemente von B zur Unterscheidung von jenen mit h = 2b, - (x — x,)’. Dann 
folgt zunichst, die Menge der nullten Koeffizienten a, unserer g ist nach oben 
beschrinkt, da B natiirlich nicht aus dem Element + oo allein bestehen kann. 
Also hat die Menge der a, eine obere Grenze y,. Offenbar ist dieses y, zugleich 
auch die untere Grenze der Menge der 6, unserer h. Wir unterscheiden die 
folgenden drei Fille: 

(I,) yo ist kein ap. 


Dann liegt offenbar das uneigentliche Polynom / = y 0 + (x — 2X,) zwi- 
schen jedem Paar g, h von A, B 
(Ig) yo ist kein 5, 


Dann folgt, daB f = y, + «© -(x— 2x) zwischen jedem Paar g, h von A, 
B liegt. 
(III,) Es gibt ein gemeinsames a, = b, = y,; d. h. also, y, ist zugleich das 


gréBte a, und das kleinste b,. 


Tm im folgenden den vollstandigen InduktionsschluB anwenden zu kénnen, 
Um im folgenden d listandigen Indukt hluB an 


nehmen wir an, es seien n reelle Zahlen yo, y,, . . ., Yn—1 bestimmt, so daB fiir 
wenigstens ein Element g da, - (x X,)” von zi und zugleich fiir wenigstens 
ein Element h 2b, -(x— 2%)” von B gilt ag = by = yo, a, = 5, eee 
G_—1 = On_} Yn—1- Esseidann A,_ , und entsprechend B,,_ - die Teilmenge 


simtlicher g von A bzw. die Teilmenge simtlicher h von B mit diesen Koeffi- 
zienten Gy = by = Yo, 2, = b, = Py» -- -s On—1 = Ong—1 = Yun—1- Nach unserer 
Induktionsannahme ist weder A, , noch B, _ ; leer. Wir bezeichnen die Menge 
simtlicher a, der zu A,—, gehérenden g mit {a,}. Entsprechend sei {b,} die 
Menge simtlicher n-ten Koeffizienten b, der zu B,_, geh6renden h. Da stets 
g <A gilt und folglich jedes 6, von {6,} eine obere Schranke von {a,,} ist, hat 
die Menge {«,,} eine obere Grenze y,. Man sieht leicht, daB dieses y,, zugleich 
auch die untere Grenze der Menge {b,} ist. Wir unterscheiden die folgenden 
CGrei Falle 


(1,,) y, liegt nicht in {a,,} 


Dann liegt offenbar das uneigentliche Polynom f = yg + y,* (x — 2») + 
Yn* (X— 2p)" © -(x— x,)"*! zwischen jedem Paar g, h von A, B. 

I!) y, liegt nicht in {b, 
Dann folgt, daB / Yo + ¥1°(2— 2p) — 
x,)"*! zwischen jedem Paar g, h von A, B liegt. 


‘ 


Yn (2 — %)* + CO’ (Z— 


n 


(iI,,) Es gibt ein in {a,} und {6,} gemeinsames a, = 6, = y,; d. h. also, y,, ist 
zucleich das gréBte a, von {a,,} und das kleinste 6, van {b,} 


aJ° 
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In dem hier offenbar allein noch zu behandelnden Falle, da (III,) fir 
jedes n = 0, 1,... gilt, sieht man leicht, daB dann die Potenzreihe f = Z y, - 
- (x — z,)” zwischen jedem Paar g, h von A, B liegt. Also gibt es in der Tat 
in jedem Falle ein Element f von G*, welches zwischen jedem Elementepaar g, h 
aus A, B liegt. 

Wir kommen nunmehr zum Hauptgegenstand dieses Paragraphen. Zu- 
nichst erinnern wir daran, daB es bekanntlich zu je zwei eigentlichen Poly- 
nomen g, < g, eine rechtsseitige Umgebung U,(z,) auf der z-Achse von z, 
gibt"), so daB g, (x) <g,(x) fiir jedes x + x, aus U,(x,) und g, (2%) S go (Zp) gilt. 

Man habe zwei eigentliche Polynome g, (x) und g, (x) (mit dem gemein- 
samen Mittelpunkt z,). Dann nennen wir die Gesamtheit derjenigen Punkte 
der x, y-Ebene, die zwischen den beiden Kurven g, (x) und g, (x) oder darauf 
liegen, einen Polynomsektor, oder auch den durch g, und g, bestimmten Sektor 
(mit dem Mittelpunkt z,)**). Hat man ein von + oo und — oo verschiedenes 
eigentliches Polynom g (x) (mit dem Mittelpunkt z,) vom n-ten Grade (nicht 
notwendig vom n-ten Kffektivgrad), so nennen wir fiir jede positive Zahl 
n > 0 den durch g (x) — y+ (x — 24)" und g (x) + 7 - (x — 24)" bestimmten 
Sektor einen Sektor n-ter Ordnung oder auch den symmetrischen Sektor um 
g (x) mit dem Radius 7 (und mit dem Mittelpunkt x,). Wir bezeichnen diesen 
Sektor mit sy (7, g (x)) oder auch kurz mit S™” oder ahnlich. 

Beispielsweise sind die Sektoren 0-ter Ordnung, anschaulich gesprochen. 
die Horizontalstreifen konstanter (endlicher) Breite in der 7, y-Ebene (vgl. 
Fig. 4), die also je von zwei Parallelen zur z-Achse begrenzt sind. Ferner sind 
die Sektoren erster Ordnung (genau) diejenigen (in keine Gerade ausgearteten) 
Doppelwinkel der x, y-Ebene, die nicht 
die vertikale Gerade der x, y-Ebene 
durch ihren Trager als Teilmenge ent- 
halten (vgl. Fig. 5). Hat man einen 





s® 





Fig. 4 





Sektor S mindestens erster Ordnung und mit dem Mittelpunkt 2», so liegt auf 
der vertikalen Geraden durch den Punkt x, der z-Achse in der xz, y-Ebene genau 
ein Punkt von 5, und zwar der Schnittpunkt der beiden S bestimmenden 
Polynome. Wir nennen diesen Punkt den T7'rdger von S. Wir nennen Sektoren 
erster Ordnung auch Sektorstreijen. 

Man habe einen Polynomsektor S, der durch die beiden Polynome f, < /, 
bestimmt sei. Es sei f ein Element von G*. Wir nennen S dann einen Sektor 
um f, wenn jf, <j < f, gilt oder auch, wenn ¢ = /, = — o gilt oder auch, 
wenn {f =f, = + ~ gilt. 

Wir wollen hier noch etwas niaher bei der Frage verweilen, wie sich die 
Polynomsektorer gesondert rechts und links von z, verhalten. Wird aus einer 


1) Natiirlich sollen die beiden Polynome um denselben Mitte!punkt x, entwickelt sein. 

%2) Dieser Sektor besteht also aus allen denjenigen Punkten (x; y) der Ebene, deren 
Koordinatenpaare z, y entweder g, (x) < y = g, (x) oder umgekehrt g, (zx) < y Sg; (2) 
erfiillen. Hierbei lassen wir fiir g, (x) und g, (x) auch die Polynome — oo oder + oo oder 
auch beide zu, wobei natiirlich — co < y und y < + o fiir jede reelle Zahl y festgesetzt 
ist. Der durch — 00 und + oo bestimmte Sektor ist also die volle z, y-Ebene. 
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rechtsseitigen Umgebung U,(z,) von x, der Punkt z, entfernt, so bezeichnen 
wir die Menge U, (x) —- {2} (also das U,(z,) ohne das z,) mit U; (x,)*). 
Wir denken uns zwei Sektoren S, und S, gegeben. Es sei S, durch die beiden 
Polynome /, < f, bestimmt; S, sei durch die beiden Polynome g, < g, be- 
stimmt. Sind die beiden abgeschlossenen Intervaile < f,, fg > und < 9), gs > 
von G@ elementfremd, so gibt es ein U;(2,), so daB der Durchschnitt von 8S, 
S, und dem durch das U; (x,) gelegten Vertikalstreifen der x, y-Ebene leer ist 
Ist dagegen der Durchschnitt der beiden 
abgeschlossenen Intervalle </f,, f,> und 
<9» Jg > von G nicht leer, also wiederum 
ein abgeschlossenes Intervall <h, k> von 
G, dann existiert ein U, (x9), so daB sich 
in dem durch das U, (x) gelegten Vertikal- 
streifen der x, y-Ebene der Durchschnitt 
der beiden Sektoren S, und S, mit dem 
durch A und k bestimmten Sektor S vdl- 
lig deckt. Entsprechendes braucht aber 

Xe links von 2, keineswegs der Fall zu sein, 

Fig. 6. da sich ja die Polynome mit ungeradem 

Effektivgrad bei x, durchdringen. Trifft 

dies z. B. fir /, und g, zu, so kénnen S, und S, links von x, fremd sein, trotzdem 
sie rechts bei z, ein S gemeinsam haben (vgl. Fig. 6). Unterscheiden sich f, 
und g, erstmalig in den x-ten Koeffizienten, g, und /, erstmalig in den /-ten 
Koeffizienten, f, und g, erstmalig in den y-ten Koeffizienten und ist hierbei 














Pig. 7. 


Fig. 8. 


x <A <4, gerade, A und y ungerade, so wird der Durchschnitt der beiden 
Sektoren S} und S, offenbar links bei z, von den beiden Polynomen f, und g, 
begrenzt, dagegen rechts bei z, von den beiden Polynomen g, und f, (vgl. Fig. 7). 
\ber auch wenn man einen ,,linksseitigen** Sektor S,; von x, und einen ,,rechts- 
seitigen“ Sektor S, von 2, (vgl. Fig. 8) gesondert betrachtet, kann es sein, daB 
es kein eindeutig bestimmtes engstes S, und S, gemeinsam umschlieBendes 
(zweiseitiges) S bei 2, gibt. 

Zusammenfassend sehen wir: Der Durchschnitt zweier Polynomsektoren 
(mit dem gemeinsamen Mittelpunkt z,) braucht keineswegs zu beiden Seiten 
bei x, wiederum ein Sektor S zu sein; dagegen trifft dies fiir jede der beiden 
Seiten von 2, (d. h. tiber den U, (x4) baw. U, (z,)) einzeln zu. 


33) Entsprechend Uj (x9) = U; (x9) — {xo} und U* (x) = U (x) — {29}. 
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Um im folgenden alle Betrachtungen fiir ,,rechts‘‘ mihelos auf ,,links* 
von x, tibertragen zu kénnen, setzen wir von jetzt ab ,,rechts* von 2, die Ord- 
nung in G unverandert wie bisher fest; dagegen legen wir ,,links‘* von z, die 
folgende Ordnung fest: Hat man zwei eigentliche Polynome g, (x) und g, (x) 
(mit dem gemeinsamen Mittelpunkt z,), so setzen wir g, < g, (links von 2,), 
wenn es ein Uj (z,) gibt, so daB fiir jedes x daraus gilt g, (x) < g, (x). 

Wir fiihren nun die Untersuchungen ,,fiir rechts“* genauer aus. Es sei ein 
Polynomsektor S mit dem Mittelpunkt z, gegeben. Wir betrachten die von 
der Vertikalen durch x, begrenzte rechte (abgeschlossene) Halbebene der z, 
y-Ebene. Wir nennen den Durchschnitt von S mit dieser (abgeschlossenen) 
Halbebene einen rechten Halbsektor von x, oder auch kurz ¢.n S,. Entsprechend 
definieren wir mittels Durchschnittsbildung der S mit der linken von der Ver- 
tikalen durch z, begrenzten (abgeschlossenen) Halbebene die linken Halb- 
sektoren S). 

FaBt man die durch die U, (29) gelegten Vertikalstreifen der x, y-Ebene 
als unsere friiheren U (p) auf, so sieht man leicht, daB unsere S, alle Be- 
dingungen (I)—(V) von § 1 erfiillen. Also folgt aus dem allgemeinen Hilfssatz 
von § | (fiir geordnete Sektorsysteme) unmittelbar die Giltigkeit des folgenden 
Satzes: 

Man habe eine Punktmenge M in der x, y-Ebene und einen Punkt x, der 
x-Achse, so daB iiber einem jeden U, (xo) wenigstens ein Punkt von M liege. 

Dann gibt es (genau) ein abgeschlossenes Intervall K = «ff, ff> von un- 
serem G* mit den folgenden Eigenschaften: 

Jeder rechte Halbsektor S, von x, um K umschlieBt M rechts bei x,; jedes 8, 
VON Xo, dessen Steigungsintervall von G* wenigstens ein Element von K auslapt, 
umschlieBt nicht M rechts bei x,; um jedes Element von G* — K gibt es einen 
Halbsektor S, von 2%, der zu. M rechts bei x, fremd ist. 

Wie man leicht sieht, gilt dieser Satz vollig analog statt ,,fiir rechts’* auch 
, fiir links“. 

Wir verstehen unter dem unteren (rechten) Schmiegelement von M bei x, 
das erste Element /f von K, unter dem oberen (rechten) Schmiegelement von M 
bei x, das letzte Element ff von K. Entsprechend unteres (linkes) und oberes 
(linkes) Schmiegelement von M bei x, **). Selbstverstandlich brauchen diese 
Schmiegelemente nicht eigentliche Polynome zu sein. 

Es habe die Punktmenge M bei xz, die folgenden Schmiegelemente (in der 
vorhin aufgefiihrten Reihenfolge): 


( 
ft = Lay”. (x—2,)’, 


fz = Zo". (x— 2)’, 
+ (1) 
gi = Za, -(x—2,)’, 


: I 
Jz = rb!- (x — 2)’. **) 
Es sei 


I I 
oy” = bY = at) = BY =a, 


*) Die Existe 1z simtlicher vier Schmiegelemente von M bei 2, folgt also aus der ein- 
zigen Bedingung, daB es iiber jedem U; (x) und jedem U} (z,) je mindestens einen Punkt 
von M gibt. Aber offenbar folgt auch nur, wenn diese Bedingung erfiillt ist, die Existenz 
simtlicher vier Schmiegelemente. 


*-) Im folgenden kénnten wir auch die rechten und linken Schmiegelemente gesondert 
betrachten. 
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fir » = 0, 1,..., m und jeder dieser gemeinsamen Werte sei eine (eigentliche) 
Zahl (also a, + — oo, + oo fir » = 0,1,...,). Wir sagen dann, M hat bei 
x, das n-te Schmiegpolynom 
n 
Pn (%) = LG, + (x — 2)” *). 

*=0 
Es existieren also die n-ten Schmiegpolynome fiir jedes n, bis zu dem hin die 
vier Schmiegelemente ein gemeinsames n-tes Abschnittspolynom besitzen und 
die Koeffizienten auBerdem eigentlich sind. 


Anstelle der Vertikalstreifen durch die punktierten Umgebungen von 2, 
in der x, y-Ebene kann man natiirlich auch die Vertikalstreifen der z, y-Ebene 
durch die nicht punktierten Umgebungen von z, zugrunde legen*’). Wir tun 
das letztere, weil dann die Formulierungen der folgenden Siatze kiirzer werden. 

Zunichst folgt unter Beriicksichtigung von FuBnote **) ohne weiteres: 


Man habe eine Punktmenge M in der x, y-Ebene und einen Punkt x, auj der 
x-Achse, so daB iiber jedem U(x.) mindestens ein Punkt von M liege. Dann sind 
die folgenden beiden Aussagen dquivalent: M hat bei x, ein n-tes Schmiegpolynom 
P,, (x); zu jeder positiven Zahl » > 0 gibt es ein U (2_), so dap M iiber diesem 
U (xq) in den (symmetrischen) Sektor S® (n, , (x)) hineinfalle 

Man habe eine (reelle) Furktion f(x). Es sei x, ein Haéufungspunkt des 
Definitionsbereiches von f (x). Dann ist die Stetigkeit von f (x) bei x, dquivalent 
mit der Existenz des 0-ten Schmiegpolynoms von f (x) bei x,. Ferner ist die Diffe- 
renzierbarkeit von f (x) bei x, dquivalent mit der Existenz des ersten Schmieg- 
polynoms von f (x) bei 25. 

Denn die Existenz des 0-ten Schmiegpolynoms von f (x) bei xz, besagt ja, 
daB es zu jedem 7 > Oein U (z,) gibt, so daB die Kurve f (x) tiber diesem U (z,) 
in einen Horizontalstreifen der z, y-Ebene mit der Breite 2-7 hineinfiallt. 
Ahnlich besagt die Existenz des ersten Schmiegpolynoms q, (x) von f (zx) 
bei z,, daB es zu jedem 7 > 0 ein U (2,4) gibt, so daB die Kurve f (x) tiber die- 
sem U (x,) in den Sektorstreifen Fang (7, @,) hineinfallt 

Ferner kann man die folgenden Siatze beweisen**): 


Hat man zwei Funktionen { (x) und g (x) iiber einem gemeinsamen Definitions- 
bereich der x-Achse und besitzen beide bei x, ein n-tes Schmiegpolynom ¢,, (x) 
bzw. w, (x), dann haben auch f (x) + g(x) und f (x)-g (x) bei x, ein n-tes 
Schmiegpolynom, und zwar ist dann das Schmiegpolynom der Summe gleich der 
Summe der Schmiegpolynome q, (x) + y, (x) und das Schmiegpolynom des 
Produktes ist gleich dem n-ten Abschnittspolynom des Produktes der Schmieg- 
polynome @,, (x) * yy, (2). 

*) Liegt einerseits iiber einem jeden U; (z,) mindestens ein Punkt von © und gibt es 
dagegen andererseits ein U} (z,), wortiber kein Punkt von M liegt (oder umgekehrt), 
30 nennen wir etwas allgemeiner jedes ,,rechte“‘ Schmiegpolynom von M bei z, auch ein 
(beiderseitiges) Schmiegpolynom von M bei 2. 

*?) Als das friihere p (in § 1) kann man dann irgend einen Punkt von M auf der durch 
das x, gelegten vertikalen Geraden der x, y-Ebene wahlen oder, falls kein Punkt von M 
auf dieser Vertikalen liegt, irgend einen beliebigen Punkt dieser Vertikalen. Denn dieses 
folgt leicht bei Nachpriifung der Bedingung (III). Infolge der etwas ,,gréberen“’ Wahl 
der (nicht punktierten) U kann natiirlich jetzt das K gréBer werden als vorher bei den 
,,feineren‘* U-. Dem entspricht fiir n = 0 einerseits bei Zugrundelegung der U die Stetig- 
keit bei x, und andererseits bei Zugrundelegung der U- die Konvergenz bei 2p. 

%) Vgl. Dérce-Wacnyer: Differential- und Integralrechnung, S. 153 ff. (1948). 
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Haben g (x) und die mittelbare Funktion h (x) = f (g (x)) einen gemeinsamen 
Definitionsbereich und besitzt g (x) bei x, ein n-tes Schmiegpolynom y,, (x) und 
vat ferner die Funktion f(u) bei uy = g (xq) ein n-tes Schmiegpolynom ¢,, (u), 
lann hat arch die mittelbare Funktion h (x) bei x, ein n-tes Schmiegpolynom und 
war ist dieses das n-te Abschnittspolynom des Polynoms ¢—, (wy, (x)). 

Aus der Gleichheit der Begriffe Tangente und erstes Schmiegpolynom folgt 
eicht, daB der letzte Satz die Kettenregel fiir die Ableitung mittelbarer Funk- 
tionen als Spezialfall fiir n == 1 enthalt. Der letzte Satz enthalt zugleich aber 
wuch als Spezialfall fiir n == 0 den Satz iiber die Stetigkeit mittelbarer Funk- 
tionen. Hieraus sieht man, daB man den Satz iiber die Stetigkeit mittelbarer 
Funktionen als den ejnfachsten Fall der Kettenregel bezeichnen kann. 

Bisher befaBten wir uns mit der Frage, wann fallt eine Punktmenge M der 
x, y-Ebene iiber wenigstens einem U (z,) in ein vorgegebenes S? Hierzu be- 
merken wir, daB wir uns aber (die U (z,) betreffend) von dem Koordinaten- 
system vollig unabhaingig machen kénnen, wenn wir unsere Frage folgender- 
maBen stellen, wann ist der Durchschnitt von M mit wenigstens einer Kreis- 
scheibe um einen vorgegebenen Punkt p der Ebene gleich dem Durchschnitt 
aus M, dieser-Kreisscheibe und aus dem vorgegebenen S? Wie man leicht 
sieht, sind hierfiir die Definitionen der Schmiegelemente und der Schmieg- 
polynome und die hieraus abzuleitenden Sitze mit ihren Beweisen analog zu 
den vorigen. Nur erhalt man statt der Approximierbarkeit bei x, in Bezug 
auf die durch die U (z,) gelegten Vertikalstreifen der x, y-Ebene jetzt natiir- 
lich eine Approximierbarkeit bei p in Bezug auf die Kreisscheiben um p. 

Wir betrachten die Funktion f (x) = 2"+!-sin 2—", x + 0; f (0) = 0. Diese 
Funktion hat offenbar an der Stelle z = 0 das n-te Schmiegpolynom 0. Man 
rechnet leicht nach, daB die zweite Ableitung f” (x) an der Stelle x = 0 nicht 
existiert. Wir sehen hieraus, daB fiir jedes n => 2 das n-te Schmiegpolynom 
existieren kann, ohne daB die n-te- Ableitung (an der betrachteten Stelle) 
existiert. Das Umgekehrte kann aber nicht eintreten. Fs gilt niimlich der 
folgende Satz: 

Man habe eine (reelle) Funktion h (x). Diese habe an der Stelle x, der x-Achse 
eine n-te Ableitung h™ (x,). 

Dann existiert auch das n-te Schmiegpolynom von h (x) bei x, und dieses ist 
gleich den n-ten TayLorschen Polynom 


m xy), 
7 hi” ‘Xo) 5 (xz — Zo)” - 39) 


a v! 


v=0 

Denn zunachst fiir n = 0 und n = 1 ist dieser Satz nach friiherem klar. 
Wir kénnen daher n = 2 voraussetzen. Dann folgt nach TayLor: 

°s h (29) Ae) (Ez) te A™— D4.) 


— ° +t. - 
»=0 v! ” 0) ; (n — ips 


h(x) = 


(x — x)"-!. 

**) Dieser Satz ist insofern bedeutungsvoll, als mittels dieses Satzes aus jedem be- 
wiesenen Satz fiir Schmiegpolynome ohne weiteres ein entsprechender Satz iiber (héhere) 
Ableitungen folgt. Auch an sich ist er fiir die Differentialrechnung deshalb interessant, 
weil mit seiner Hilfe die héheren (Lzerenizschen) Ableitungen von Kurven unmittelbar 
an der Kurve selbst gedeutet werden kénnen. Vgl. Dérge-Waoner: Differential- und 
Integralrechnung (1948), S. 153ff. und insbesondere S. 156, FuBnote '*). Ein durch einen 
Kunstgriff etwas kiirzerer (dadurch wohl etwas weniger anschaulicher) Beweis ist uns jetzt 
bekannt geworden, vgl. N. BourBak1, Fonctions d’une variable réelle, Actual. scientif. et 
industr., Nr. 1074, S. 33 (1949). Uber eine gewisse Umkehrung des obigen Satzes vgl. 
A. Rousset, Sur l’approximation locale des fonctions continues, Bull. Soc. Math. France 
69, S. 97 ff. (1941). 


Mathematische Annalen, 123. - 
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Wegen 
(m—Dee) _ pima-D 
tim =P Ed —H~P Ue) _ 
2->% (n — 1)! 
sieht man sofort, 
n—1 z(») 
, . B&B” (a,) 
Pn—1 (x) = J * (x — 2p)’ 


! 
ss v! 


ist (x — 1)-tes Schmiegpolynom von h (x) bei 2». 
Wir wollen nun zuerst zeigen, daB h (x) bei x, auch ein n-tes Schmiegpoly- 
nom besitzt. Zunichst gilt nimlich: 
(a) Das (uneigentliche) Polynom g,~—, (x) + © -(z — x)" erfiillt nicht die 
Bedingungen des unteren rechten Schmiegelementes von h (x) bei 2p. 
Denn sonst giibe es zu jeder (auch noch so groBen) Zahl o ein U, (2), so 
daB fiir jedes x darin gilt: 
h(x) > Qn—1(2) + @° (x2 — 2)". 
Dieses besagt nach der TayLorschen Formel: 
A —D (g,) —h®— (2) . 
. — -is, . a n 
in — 1)! (x Lo) >o°(z Xp) 
oder auch 
(n—1)¢¢ \_ p(n—-D 
h == h (Zo) > o:-(n—1)!. 
z— ZX, sa 


Hieraus folgt wegen x, < &, < z erst recht: 


(n—Derp )_ zpin—D) 
. "z . (0) >o-(n—1)!. 
Sz — X% 
Diese Relation steht aber im Widerspruch zur Existenz von h™ (2). Also gilt 
die Aussage (a). Ahnlich folgt: 
(b) Das (uneigentliche) Polynom , — ; (x) — co « (x — z,)" erfiillt nicht die 
Bedingungen des oberen rechten Schmiegelementes von h (z) bei 2p. 
Denn sonst kénnten wir analog h (xz) <. ¢ga—1 (x) —0 - (x — 24)" schlieBen, 
woraus weiter nach TayLor folgen wiirde 
(n —1) _ 3(n—1) (x) 
: : : <—o:(n—1)!. 


Ez) 
z— 2% 
Dann wire aber wegen x, < &, < x erst recht: 

(n—1) \ 
- h* (%) _ ; 


z— X% 


AM Dig 


vrei 


entgegen der Existenz von h™ (z,). Also gilt die Aussage (b) *®). 


Fs sei 
* sy 0”) ‘a 
fi = 2a, + (xr — Xp)” 
das untere rechte, 


= z of” * (x — Zp)” 


) LieBe man als Schmiegpolynome auch uneigentliche Polynome zu, so wiirde 
unsere Behauptung auch noch einschlieBlich fiir uneigentliche Ableitungen A(”) (z,) = 
= — co und A(*) (z,) = + oo zutreffen. 
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das obere rechte Schmiegelement von h (x) bei x». Dann folgt weiter: 
(c) ay = bf. 


Denn nehmen wir an al”? + 6, also a? < bY, so kénnen wir zunichst 
zwei Zahlen a, und 7 > 0 bestimmen, so daB immer noch 


ay <a_— 1] <4, 7 n< of? 
gilt. Dann gibt es tiber jedem U,(z,) nach dem allgemeinen Hilfssatz sowohl 
Punkte der Kurve A(z), die unterhalb von g,~, (x) + (a, — ) -(x— 2p)" 
liegen, als auch Kurvenpunkte von h (x), die oberhalb von o,~, (x) + (a, + 
+ 9) + (x— 2_)" liegen. Mit anderen Worten unterschreitet also die Kurve h (z) 
rechts von x, (mindestens) immer wieder einmal die Kurve g,_, (x) + (a, — 
— »)*(x— 2%_)" und iibertrifft auch andererseits (mindestens) immer wieder 
einmal die Kurve g,—; (x) + (a, + 7) «(x — 2)" (wie nahe wir rechts von z, 
also auch an 2, herangehen). Setzen wir 
h, (x) = h (x) — (Qn _1 (%) + a, °(z— Xq)"), 
so ibertrifft.die Kurve h, (x) rechts von z, immer wieder einmal die Kurve 
+ +(x — 29)" und unterschreitet immer wieder einmal die Kurve — n - (x — 
- £9)". Dah, (x) wegen m > 2 iiber mindestens einem (ganzen) Intervall I (2,) 
der z-Achse stetig ist, so folgt nach dem Zwischenwertsatz immer wieder ein- 
mal fiir gewisse x das Erfiilltsein der Gleichung A, (x) = 9 - (x — x,)" und 
immer wieder einmal h, (x) = —  - (x — 29)". Es sei x, eins dieser z, fiir das 
die erste Gleichung A, (x,) = 4° (x, — 2)" zutrifft. Dann gibt es im offenen 
Intervall (zo, 2,) ein x, fiir welches die Ungleichung hj (x,) > n+ - (x, — 2%)" + 
zutrifft. Denn sonst wire ja iiber dem Intervall (z,, z,) der z-Achse dauernd 
die Ableitung (h, (x) — 4° (x — 2)")’ <0, also wegen h, (x,) — 7 + (2, — 2)" 
=0 dauernd h,(z)—7-(x— 2)" >0 im 











” 
Widerspruche dazu, da8 immer wieder einmal so 

die Gleichung h, (x) = — n - (x — x4)" gilt. Wir s, 

sehen hieraus: Rechts von 2, gilt immer wieder $ hyx) 
einmal hj (x) > n- 9 - (x — 2)"—}, also erst 

recht hj (x) > » - (x— x)"~—1!. Aus Symmetrie- 7 ro z z 
griinden gilt analog rechts von z, immer wieder 2. 

einmal hi, (x) <— y-(x— 2,)"—1. Ist n > 3, RY 
existiert also h{ (x) in mindestens einem (ganzen) NG 


I (x), 80 ergibt sich véllig analog, daB rechts von 
2 immer wieder einmal hj (x) >  - (x — 2)"~* 
und immer wieder einmal hj (x) < — y- (x— 2)"~* zutrifft. Da die (n — 1)-te 
Ableitung ae» (x) in mindestens einem (ganzen) I (z,) der z-Achse existiert, 
so folgt also schlieBlich, daB rechts von x, immer wieder einmal AG—” (2) > n° 
-{z— 2) und immer wieder einmal iad (x) <— *(x— 2) zutrifft im 
Widerspruch zur Existenz von h (x,). Also folgt in der Tat (c). 

Aus (a), (b) und (c) folgt, daB das rechte n-te Schmiegpolynom von h (z) 
bei z, existiert. Spiegelt man die Kurve h (x) samt aller Polynomkurven an 
der Vertikalen durch z, in der x, y-Ebene, so folgt auf Grund der von uns fest- 
gesetzten Ordnung der Polynome (links von z,) ohne weiteres, daB unter der 
Voraussetzung der Existenz von h (2z,) auch das linke n-te Schmiegpolynom 
von h (x) bei x, existiert. Es bleibt allein noch zu zeigen tibrig, jedes dieser 

9? 


Fig. 9. 
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beiden Polynome ist gleith dem n-ten TayLorschen Polynom von h (x) bei z». 
Es geniigt, dieses fiir mindestens eins der beiden Polynome zu zeigen, wie aus 

Symmetriegriinden der Ableitungen und Schmiegpolynome der Kurve h (— z) 

leicht folgt. Es bleibt also allein noch zu beweisen iibrig die Giltigkeit von 
(r) A™ (25) 


n 
n! 


Hierzu setzen wir: 


n A” (2p) 
h, (x) =h(xz)— JD (eB — XQ)’. 
Dann ist natiirlich einerseits ry? (%) = 0 fiir y = 0, 1,..., m, und andererseits 


> 2.) 
n! 


ist g, (x) = (a? = ) * (x — x,)" das rechte n-te Schmiegpolynom von 
h, (x) bei x. 
A™ ‘x,) 


ve . (r) 
Wir nehmen zuniachst a, _ 
l (r) A™ ‘z,) 

. an = 


2 n! 


> 0 an. Dann gibt es zu der positiven 


Zahl » 


Intervall (z,, z,) gilt: 


) ein x, > 2p, so daB fiir jedes x aus dem offenen 


(*) h, (x) > n° (x— 2)". 


Weiter gibt es in jedem Teilintervall (zg, xj) von (2, z,) ein z,, so daB h, (x,) > 
> m+n (L_— Z)"—* gilt. Denn sonst ware ja dauernd im Intervall (zo, z;) 
die Ableitung der Differenz (h, (x) — n - (x — z,)")' < 0, also wegen h, (x.) — 
n * (Xo -- XZ)" = O die Differenz selbst < 0 im Widerspruch zu (*). 
Wendet man diese SchluBweise auf rs” (x) fir » 1,2,...,” an, so er- 
gibt sich A™ (x9) > n!- 7 > Oim Widerspruch dazu, daB diese Ableitung ver: 


(r) h™ (2) 


schwindet. Ahnlich fiihrt die Annahme a, <0 auf einen Wider- 


n! 
spruch 
: ; ; ,™ / 

Also folgt in der Tat a”? = = 

Der letzte Satz besagt, daB wir die n-ten Schmiegpolynome als verall- 
gemeinerte n-te TayLorsche Polynome auffassen kénnen oder auch mit an- 
deren Worten, da8 wir die n!-fachen n-ten Koeffizienten der Schmiegpolynome 
als verallgemeinerte n-te Ableitungen bezeichnen kénnen. 

Es ist unser Ziel im nachsten Paragraphen, den letzten Satz auf den Raum 
zu tibertragen 


§ 3. 
Schmiegpolynome von zwei Verinderlichen. 


Im folgenden wollen wir zunichst Punktmengen im dreidimensionalen Eu- 
klidischen Raum mit Hilfe von Polynomen zweier Veranderlichen bei p = 
= (Xp, Yo, 0) approximieren"). 
Wir fiihren die Transformaticn ein: 


h=2z— 2%, k = y— Yo- 


®) =, y,2 und A, k,z sollen im folgenden immer Koordinaton eines rechtwinkligen 
kartesischen Koordinatensystems sein. 
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Es ist p der Nullpunkt der h, k-Ebene. Wir denken uns in p einen Winkel « 
an der positiven h-Achse in der h, k-Ebene angetragen (vgl. Fig. 10) und weiter 
auf seinem freien Schenkel den Punkt e im Abstand 1 von p markiert. Wir 
verstehen dann unter der (geeichten) Geraden durch p in Richtung « die Ge- 
rade durch p, e mit dem Nu!lpunkt p und dem Einheitspunkt e. Wir bezeichnen 
die Koordinate eines Punktes auf dieser geeichten Geraden vorzugsweise mit ¢ 
und nennen daher die Gerade selbst oft eine t-Achse. Natiirlich ist ihre Rich- 
tung « immer nur bis auf additive, ganzzahlige P 
Vielfache von 2 x eindeutig bestimmt. Wir 

vereinbaren, in der Vertikalebene (des Rau- 

mes) durch die betrachtete t-Achse immer ¢ 

das folgende Koordinatensystem zugrunde 





h 
zu legen, als Abszissenachse dieser Ebene 7 £ 
die t-Achse selbst und als Ordinatenachse eden 
dieser Ebene die z-Achse durch p. 
Es sei eine Punktmenge M im Raume Fig. 10. 


gegeben. Wir betrachten die ¢t-Achse durch 

unser p in einer vorgegebenen Richtung « Der Durchschnitt von M mit 
der durch unsere t-Achse gelegten Vertikalebene sei eine nicht leere Menge 
M’. Existiert dann in der betrachteten Vertikalebene das n-te Schmiegpoly- 
nom von M’ bei p (d. h. also bei t = 0), so nennen wir dieses Polynom das 
n-te partielle Schmiegpolynom von M bei p in Richtung «. 

Es existiere in jeder Richtung « das n-te partielle Schmiegpolynom von M 
bei p. Dann verstehen wir unter der schwachen n-ten Schmiegfliche von M 
bei p diejenige Fliche tiber der vollen h, k-Ebene, die von der Vereinigungs- 
menge der n-ten partiellen Schmiegpolynome von M bei p, von denen also 
in jeder Vertikalebene durch p je genau eins (als Kurve) liegt, gebildet 
wird*). Ist diese n-te Schmiegfliche speziell ein zweidimensionales Polynom 
und z-var, wie man dann leicht beweisen kann, gleichfalls vom Grad n, so 
nennen wir dieses Polynom das schwache n-te Schmiegpolynom von M bei p. 

Man habe in jeder Vertikalebene durch .p je genau ein Polynom. Dann 
nennen wir die Vereinigungsmenge dieser Polynome ein Polynombiischel. 
Jedes der betrachteten Polynome neuen wir ein Polynom des Biischels. Der 
Punkt p hei®t der Mittelpunkt des Biischels. Wir sagen, ein Polynombiischel 
hat den Grad n, wenn jedes Polynom des Biischels den Grad n hat. Z. B. ist 
eine schwache n-te Schmiegfliche von M bei p offenbar ein Polynombiischel 
n-ten Grades mit dem Mittelpunkt p. 

Man habe in jeder Vertikalebene durch p je genau einen Polynomsektor 
mit dem Mittelpunkte p. Dann nennen wir die Vereinigungsmenge dieser Sek- 
toren ein Sektorbiischel mit dem Mittelpunkt p. SchlieBlich definieren wir 
symmetrische Sektorbischel. Hierzu denken wir uns ein Polynombiischel vom 
Grad n mit dem Mittelpunkt p gegeben. Ferner sei eine positive Zahl 7 > 0 
gegeben. Dann verstehen wir unter dem symmetrischen Sektor vom Radius 7 
um das vorgegebene Biischel die Vereinigungsmenge der folgenden Sektoren: 
Man nehme in jeder Vertikalebene durch p je den symmetrischen Sektor um 
das jeweils in dieser Vertikalebene liegende Polynom des vorgegebenen Biischels 
und zwar stets den Sektor mit dem gleichen Radius 7 und mit dem festen 


2) Diese Flache ist schlicht tiber der vollen h, k-Ebene mit Ausnahme héchstens vom 
Punkte p. Natiirlich kann man an Stelle der partiellen (zweiseitigen) Schmiegpolynome 
aligemeiner auch ,,einseitige“ partielle Schmiegpolynome bei p betrachten. 
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Mittelpunkt p. ket hierbei das betrachtete Polynombiischel speziell ein Poly- 
nom @ (h, k) = ¥ Do a,» h”—*- k*, so sprechen wir natiirlich vom (symme- 


trischen) Sektor - um YP th, k) mit dem Radius 7. Wir bezeichnen diesen Sektor 
mit ss” (7, y). Bezeichnen wir den Abstand eines jeden Punktes (h, k. 0) 
der h, k-Ebene vom Nullpunkte p je mit r (h, k), so ist der Sektor se (y, @) 
offenbar gleich der Vereinigungsmenge der Flachen  (h, k) + A -(r (h, k))" fiir 
alle Zahlen A aus dem Intervall — 7 <A < + 7». 

Wir verstehen unter einem Stern um p eine jede Punktmenge der h, k- 
Ebene mit der folgenden Eigenschaft, bildet man den Durchschnitt der Punkt- 
menge mit einer t-Achse durch p, so ist dieser immer (also fiir jede t-Achse 
durch p) ein Intervall auf der betrachteten t-Achse um p. Dann folgt zuniichst 
aus friiheren Uberlegungen unmittelbar der folgende Satz: 

Ist M eine Punktmenge im Raume, so daf fiir jede t-Achse durch unser p 
iiber jedem (eindimensionalen) U* (p) dieser t-Achse stets wenigstens ein Punkt 
von M liegt, dann sind die beiden Aussagen dquivalent: M hat bei p ein schwaches 
n-tes Schmiegpolynom ¢ (h, k); zu jedem yn > 0 gibt es einen Stern um p in der 
h, k-Ebene, so dap M iiber diesem Stern in den Sektor S's” (n, y) hineinfallt. 

Im folgenden interessieren wir uns aber fiir die Frage, wann die letzte Aus- 
sage sogar fiir ,,volle“‘ Umgebungen der h, k-Ebene um p= (also statt der Sterne 
um p) zutrifft. 

Wir verstehen unter einer (zweidimensionalen) Umgebung von p das Innere 
einer jeden Kreisscheibe der h, k-Ebene mit dem Mittelpunkt p. Wir bezeich- 
nen zweidimensionale Umgebungen von p mit Ul! (p) oder ahnlich**). 

Es sei eine Punktmenge M im Raume gegeben. Es gebe n + 1, von der 
k-Achse verschiedene Geraden durch p in der h, k-Ebene, so daB tiber jedem 
U-! (p) jeder dieser n + 1 Geraden stets wenigutens ein Punkt von M exi- 


stiert *). Wir nennen dann ein Polynom 9 (h, k) = x ya p—p p AP? cin 
v=0 p= 


starkes n-tes Schmiegpolynom vorr M bei p, wenn jedes so (yn, y) die Menge M 
bei p umschlieBt, das soll, schairfer gesagt, heiBen, wenn es zu jedem 7 > 0 
ein U"™ (p) gibt, so daB M iiber diesem U"™ (p) in das s (7, y) hineinfallt. 

Man sieht dann leicht ein: 

Die Existenz des 0-ten starken Schmiegpolynoms von M bei p ist dquivalent 
mit der Stetigkeit von M bei p, und ferner ist die Existenz des ersten starken 
Schmiegpolynoms von M bei p dquivalent mit der Existenz einer Tangential- 
ebene von M bei p, und zwar fallt im letzten Falle, wenn eins von beiden existiert, 
das Schmiegpolynom (als Flache aufgefaBt) mit der Tangentialebene zusammen. 


Denn, anschaulich gesprochen, ist ja jedes S” (7, ao) eine von zwei 
Horizontalebenen begrenzte Horizontalschicht im Raume mit der Breite 2 - 7 


**) Zum Unterschiede hierzu bezeichnen wir die eindimensionalen Umgebungen von p 
manchmal auch mit vu (p), entsprechend die punktierten eindimensionalen Umgebungen 
U" (p) — {p} mit U™ (p). 

4) Diese Voraussetzung iiber M soll lediglich die findeutigkeit der starken n-ten 
Schmiegpolynome garantieren (vgl. den folgenden Satz (d)). Hierzu reicht aber auch 
schon die folgende etwas schwachere Voraussetzung iiber M und p hing ist M,die Vertikal- 
projektion von M in die h, k-Ebene, so soli der Sektorkern von M, bei p (im Sinne des vor- 
letzten Beispiels von § 1) aus mindestens m + 1, von der k- Achse verschiedenen Gerade n 
bestehen. 
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und jedes S{” (7, g,) eine von zwei Kegeln mit iiber p zusammenfallender 
Spitze begrenzte ,,Schicht“* um die Ebene 9 (A, k). 

Man habe zwei Punkimengen P und Q im Raum. Es sei g eine Gerade 
durch unser p in der h, k-Ebene. Wir sagen dann, P und Q sind iiber g bei p 
fremd, wenn es ein U! (p) auf g gibt, so da8 der Durchschnitt von P, Q und 
von dem durch U! (p) im Raum errichteten Vertikalstreifen entweder nur aus 
einem iiber p liegenden Punkt besteht oder leer ist. 

Dann kann man zunachst mit einfachsten Mitteln beweisen: 


n » 
(a) Hat man zwei verschiedene Polynome o (h,k) = 3’ 3'a,_,.,°h’-*- k* 
= =6 u=0 
und wp (h, k) = Dy ps b,— 4, wh’ ~*~ k* mit demselben Grad n, so gibt es in dem 
v=0 » 


Biischel simtlicher Gaiaii der h, k-Ebene durch unser p, endlich viele Ge- 
raden ;, Ge» ---> Gm(m <n + 1), so daB gilt: Zu jeder Geraden des betrach- 
teten Biischels, die von q,, go; - - -; Gm verschieden ist, gibt es eine Zahl 7 > 0, 
so daB SY (" gy) und 8% (n, y) iiber dieser Geraden bei p fremd sind. 


(b) Hat man ein Polynom 9 (h, k) =F 4 a,» h’—* + k* und ein A-tes 


»=0 u=0 


Abschnittspolynom yp (h, k) = s x a, — py,» h’—*-k* von p(h,k) mit As n—1, 
*=0 w=0 


so gibt es zu jedem 7, > 0 und jedem 7, > 0 ein U™ (p), so daB der Sektor 
s” (m, g) tiber diesem Nh (p) in den Sektor s (ye, y) hineinfallt. 
Hieraus folgt: 


(c) Hat eine Punktmenge M bei p ein starkes n-tes Schmiegpolynom 9 (h, k), 
so erfiillt auch jedes A-te Abschnittspolynom von 9 (h, k) fir A =0,1,...,” 
die Bedingungen des: starken A-ten Schmiegpolynoms von M bei p. 

Denn sind unsere Polynome, ausfihrlich geschrieben, 


y (h, kh) ~ . z Gp yp he": ke, 


= 7 = 
yk) = Dene’ hy—+- ke mit A<n—l, 
v=0 w=0 
und ist dann 7 > 0 gegeben, so gibt es ein U1" (p), so daB M iiber diesem Ul! (p) 
in den Sektor S{” (n, y) hineinfillt. Nach (b) gibt es ein Ul! (p), so daB 
hieriiber S{” (n,-@) in SY (n, p) faillt. Also fallt M tiber jedem U™ (p) und 
Ul (p) gemeinsamem U™ (p) in s (7, yp). - 

Weiter folgt: 

(d) Hat die Menge M bei p ein starkes n-tes Schmiegpolynom 9 (h, k), 
so erfiillt kein von diesem g (h, k) verschiedenes Polynom auch noch die Be- 
dingungen des starken n-ten Schmiegpolynoms von M bei p. 

Denn es sei x (h, k) ein von ¢ (h, k) verschiedenes Polynom n-ten Grades. 
Dann gibt es zunichst nach (a) eine Gerade g durch p in der h, k-Ebene und 
eine Zahl 7 > 0, so daB die beiden Sektoren 8%” (7, g) und S$” (n, x) iiber g 
bei p fremd sind. AuBerdem kann hierbei nach (a) angenommen werden, da8 
aber jedem U*! (p) von diesem a mindestor= ein Punkt von M liegt. Da  (h. &) 
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Schmiegpolynom ist, gibt es ein U" (p), so daB M tiber diesem U" (p) in den 
Sektor SY” (n, @) hineinfallt. Folglich gibt es ein U"!(p) von g, woriiber M 
dauernd aus S}” (7, y) herausfallt. Also fallt M iiber keinem einzigen U" (p) 
in so (7, x). D.h. kein von o(h, k) verschiedenes Polynom erfiillt auch 
noch die Bedingungen des n-ten starken Schmiegpolynoms fir M bei p. 

Ist z. B. unser M die Vereinigungsmenge von n verschiedenen Geraden 
k=a,-h (a 1,2,...,m) der h, k-Ebene, so erfillt natiirlich das identisch 
in h und k verschwindende Polynom n-ten Grades die Bedingungen des n-ten 
starken Schmiegpolynoms von diesem M bei p. Es erfillt aber auch noch das 


Polynom x (A, k) IT (k —a,-h) diese Bedingung Hieraus sehen wir, dab 
vy=1 


wir auf unsere Voraussetzung iiber M (vgl. FuBnote “)) nicht verzichten 
kénnen, wenn die Eindeutigkeit des starken Schmiegpolynoms bestehen soll 

Man habe ein Funktion f (A, k). 

Wir setzen jetzt bis zum Schlusse dieses Paragraphen generell voraus, 
daB diese Funktion mindestens tiber einem (ganzen) U'! (p) von o (0, 0, 0) 
definiert ist. 

Wir bezeichnen die n-te partielle Ableitung von f nach wu,,...,u, mit 
Fa u,, (A, k), wobei jedes u,,..., u, je entweder das Symbol h oder k bedeute 
Ist hierbei speziell u, = h fir y = 1,2,...,Aundu, =kfiry = {44 1,...,n, 
so bezeichnen wir die n-te partielle Ableitung von f mit diesen Indizes auch mit 

ae -A (A, k). 

Es seien drei ganze Zahlen gegeben y > 1, x > 0 und A = 0; hierbei sei 
x+A-=vy. Wir nennen u,, Us,...,%, eine (x, 4)-Kombination, wenn unter 
diesen Symbolen im ganzen x-mal h und j-mal k vorkommt. Wir sagen, die 
Kombination ,, U,...,u, ist gleich der Kombination 1, v,,...,v,, wenn 
u, =v, fiir jedes wu = 1,2,..., » gilt. Dann gibt es bekanntlich im ganzen 
(.) verschiedene (x, 2)-Kombinationen. Wir verstehen dann unter 


& 1O..0, 8) 
(*,4) 


die Summe der fiir das feste % und / iiber simtlichen (x, 4)-Kombinationen 


Uy, Uy, ---. U, genommenen em (h, k). Speziell far » =O setzen wir 
0 

DY fe...u, (hy k) = f (h, b). 

(«,A) 


Wir fahren die folgende, aus formalen Griinden hier von der ublichen 
Terminologie etwas abweichende Begriffsbildung fir héhere totale Differen- 
tiale ein: 

Zunichst sagen wir, { (hk, k) hat bei p das (erste) totale Differential 

p (h, k) =f (p) + fa (p)-h + fi (p) -b *), 
wenn dieses Polynom die Bedingungen des ersten starken Schmiegpolynoms 
von { (h, k) bei p erfiillt. Sind diese Bedingungen erfiillt, so sagen wir hierfiir 


*’) Wir bevorzugen die allgemeine Schreibweise { (q) statt / (h, k) mit g = (h, k, 0), 
weil sie von unserer Koordinatentransformation h = z— 2», k = y — yo unabhangig ist. 
Das Differential von f (g) und ahnlich die folgenden Begriffe sind durch unsere Definitionen 
selbstverstandlich dann fiir jeden beliebigen Punkt p der x, y-Ebene eindeutig festgelegt. 








Die Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung. 25 


auch, f (h, k) ist bei p (total) differenzierbar. Wir sagen, f (h, k) hat bei p das 
zweite totale Differential f (p) + fi (p) +h + fi(p)-k + 4-(fik (p) A? + 
+ (fhe (p) + fir (p))-h-k + fig (p)-k*), wenn f(h, k) an jeder Stelle von 
wenigstens einem (ganzen) U"! (p) differenzierbar ist und jeder der beiden 
Koeffizienten fj (h, k) und fj (hk, k) seiner ersten totalen Differentiale bei p 
differenzierbar ist. Erfillt f (h, &) diese Bedingungen, so sagen wir hierfiir auch 
f (h, k) ist bei p zweimal (total) differenzierbar. 

Wir legen nun den Begriff des n-ten totalen Differentials rekursiv foigender- 
maBen fest: Es sei der Begriff der (n — 1)-maligen Differenzierbarkeit von 
f (h, k) erklart. Wir sagen dann, f {&, k) hat bei p das n-te totale Differential 


x 2( 2 ys o “, (®))- wnt), 
oe"! Woh 


wenn es ein U" (p) gibt, so daB f (A, &) an jeder Stelle in diesem U'' (p) (n — 1)- 
mal differenzierbar ist und jede der 2*~! partiellen (m — 1)-ten Ableitungen 


("~) _ | (4, k) von f bei p differenzierbar ist. Sind diese Bedingungen erfullt, 
so sagen wir hierfiir auch, { (A, &) ist bei p n-mal (total) differenzierbar. 

Dann folgt zuniichst: Ist f (h, &) bei p n-mal differenzierbar, so ist sein 
n-tes totales Differential bei P gleich dem n-ten Taytorschen Polynom: 


n 1 <») —— F 
a v! Zo e(; ie pgp (P) «he ken.) 


In Analogie zum n-ten totalen Differential sagen wir, die (eindimensionale) 
n 
Funktion g (x) hat bei z, das n-te Differential >’ a +g” (x9) A” (mith = x — z,), 
. y=0"* 


wenn die n-te Ableitung g (z,) existiert. Die Namen: n-tes Differential von 
g (x) bei z, und n-tes TayLorsches Polynom von g (x) bei 2», sind also syn- 
onyme Bezeichnungen. Dagegen stecken hinter den Namen: n-tes totales Diffe- 
rential von f (h, k) bei p und n-tes Taytorsches Polynom von f (h, k) bei p, 
zwei verschiedene Begriffe. Denn aus der Existenz sogar simtlicher partieller 
Ableitungen von f (h, &) bei p jeder endlichen Ordnung braucht doch selbst 
nicht einmal die Stetigkeit von f (h, k) bei p zu folgen. 

SchlieBlich gilt: 

Ist f (h, k) bet p n-mal differenzierbar und ist — (h, k) sein n-tes tolales Diffe- 
rential bei p, 8o folgt fiir jede Richtung a in p, daB auch die Funktion g (t) = 
= f (t- cos a, t- sin a) bei p (d. h. also bei t = 0) ein n-tes Differential hat und 
zwar das n-te Differential w (t) = op (t - cos a, ¢ - sin a). 

Denn zunichst ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen von h = ¢ - cos « 
und k = t- sin « in die Formel des n-ten totalen Differentials: 


viO=d = ( ZX (7) 2 nyu (P) - (c08 a) «(sin a) -t. 


vt \ 0 \# 


**) Denn dies folgt leicht mit Hilfe unserer rekursiven Definition des.n-ten totalen 
Differentials aus den beiden folgenden bekannten Satzen: 

Existieren /, (h, k) und h (h k) in wenigstens einem (ganzen) U1! (p) und hat jede dieser 

beiden Ableitungen bei p ein totales Differential, dann existiert und gilt f; (p) = #4} (p). 


Existiert jede der 2” partiellen n-ten Ableitungen von f 4, in Ul ~p; und ist jede 
dieser Ableitungen darin stetig, so kann man fiir jedes » = 2, 3,...,” in jeder Ablei- 


tung i (h, &, die Indizes u_,..., t» beliebig permutieren, ohne daB diese Ableitung 
ihren Wert an irgendeiner Stelle von dem vorgegebenen Ul (p) dabei jemals Sndert. 
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Nun ist die eingeklammerte Summe gleich g‘) (0) *”). Also ist p (#) in der Tat 
das n-te Differential von g (¢) bei t = 0. 

Dieses besagt in kurzen Worten, daB der Vertikalschnitt des n-ten totalen 
Differentials gleich dem n-ten Differential des Vertikalschnittes von f (h, k) ist. 

Aus unseren letzten Uberlegungen zusammen mit dem letzten Satz des 
vorigen Paragraphen folgt jetzt ohne weiteres: Existiert das n-te totale Diffe- 
rential von / (h, k) bei p, so existiert auch das schwache n-te Schmiegpolynom 
von dieser Funktion f(A, &) bei p. Genauer folgt: Existiert das erstere (also 
dann beides), so ist das schwache n-te Schmiegpolynom gleich dem n-ten 
Taytorschen Polynom von f (h, k) bei p. 

Wir kommen nunmehr zum Ziele. Wir kénnen namlich unter der gleichen 
Voraussetzung des Satzes seine Behauptung sogar fiir das starke Schmieg- 
polynom beweisen. Es gilt: 

Existiert das n-te totale Differential von f (h, k) bei p, so existiert auch das 
starke n-te Schmiegpolynom dieser Funktion bei p. 

Genauer gilt: Hzistiert das erstere, so ist das starke n-te Schmiegpolynom 
gleich dem n-ten TayLorschen Polynom von f (h, k) bei p. 

Beweis: Wir setzen: 

>- 2 Se (v) as = 
~ ot, (p) armen (P “hs “kb = Th, b) 
und betrachten die Funktion: F (h, k) =f (A, k) — T (h, k). Dann verschwindet 
das n-te TayLorsche Polynom dieser Funktion natiirlich identisch in h und k. 
Wir betrachten den Vertikalschnitt von F (h, k) durch p in Richtung a:° 


g (t) = F (t - cos a, ¢* sin a). 
Dann folgt aus dem Hilfssatz von FuBnote *’): 


a—l — | . 
m0) = 5 (') ipa Page (@) * (008 a)*—*—* - (gin a) 
mit q = (t- cos a,t-sina,0), und zwar fiir jeden Punkt g aus mindestens 
derjenigen Umgebung U™ (p),; in der { (h, k) nach Definition (der » maligen 
Differenzierbarkeit bei p) (m — 1)-mal differenzierbar ist. Da nach Voraus- 
setzung unseres Satzes jede Ableitung Fe-i-» yp (g) bei p differenzierbar ist 
und ferner in p verschwindet, so folgt offenbar: 
1 —agu(Q) = 7 (9) * & (@) 


mit r (g) = |p q| (= Abstand von p, q) und mit lim ¢, (¢) = 0 fir u = 0,1...., 
‘>? 


n — 1. Setzt man dieses in die rechte Seite der Gleichung von g~» (¢) ein, 
so folgt, daB es zu jedem 7 > 0 ein U" (p) gibt, so daB fiir jedes ¢ = (¢ - cos a, 
t- sin a, 0) aus diesem U'' (p) gilt: 


ig@-Y | S07 -|tl. 
*?) Denn mittels Schlu8 von » auf » + 1 zeigt man leicht: Ist / (A, k) bei p n-mal diffe- 


renzierbar, dann ist fiir jedes « auch die Funktion g (t) = / (¢ - cos a, t - sin «) bei p (d. h. 
also bei t = 0) n-mal differenzierbar und zwar folgt: 


gO) = 5 (")f_, . @)- (cos a)” ~*- (sin a)" 
pao “A Oo 


firy = 0,1,...,%. 
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Es sei nunmehr eine Zah! 7 > 0 gegeben. Wir nehmen zuniichst an, es exi- 
stiere in irgend einem U" (p)< U™ (p) ein Punkt q, + p mit q, = (t, - cos a, 
t, - sin a, 0) und ¢, > 0, so daB mit diesem t, (und «) 


g() > nt 
gilt. Hieraus wiirde zunichst nach dem Zwischenwertsatz fiir eindimensionale 
stetige Funktionen fiir wenigstens ein t,, 0 < t, < t, folgen 
g (t,) = 9° tf. 
Denn einerseits ist ja g (0) = g’ (0) = 0 und andererseits ist natiirlich, da wir 
nm > 2 annehmen kénnen, die Funktion g (¢) in jedem ¢ der aus U'! (p) stammen- 
den ¢ = (t- cos a, ¢- sin a, 0) stetig. Da iiberdies g’ (t) wegen n = 2 fiir alle 
diese ¢ existiert, gibt es eine weitere Zahl t,, 0 < t, < t,, so daB 
g' (t,) 2n--t-?, 
also 
gy’ (tz) > 3} 
gilt. Denn wire iber dem Intervall (0, t,) dert- Achse dauernd (g (t) — 7 - t")’ < 0, 
so-wiirde wegen g (0) — 7-0" = 0 folgen g (t,) < +t im Widerspruch zu 
g (4) = n° q. 

Es sei n > 3. Dann gibt es, wie man ahnlich wie vorher zeigen kann, eine 
weitere Zahl t,, 0 <t, <t,, so daB g” (t;) > 4-¢~* gilt. Durch Iteration 
dieser SchluBweise ergibt sich schlieBlich ein t,, 0 < t, <t,—1, mit dem gilt 
g” —1) (t,) > n° ‘ 

Hatten wir statt g (t,) > »-t umgekehrt g (t,) << — 1° (¢, > 0) ange- 
nommen, so wirde. hieraus analog wie vorher die Existenz von » Zahlen t, > 
> t,>...> t, > 0 folgen und das Ergebnis 

g*— (t,) << — n° t,. 
ZusammengefaBt folgt also aus der Annahme (g(t); > 7 -t"(t,> 0) die 
Existenz eines t,, 0 < t, < t,, so daB |g"—» (t,)| > 7 - t, gilt. 

Ist nun Ul (p) entsprechend unserer ersten Uberlegung dasjenige U'" (p), 
woriiber fiir das vorgegebene 7 galt |g"~" (t)| < 7 - |t|, so folgt in der Tat 
\F (q)| s 1 -(r (q))* fiir alle g in der nicht gréBeren der beiden Umgebungen 
U™ (p) und UT (p). 

Umgekehrt gibt es natiirlich Funktionen, z. B. f (h, k) = h"*+}- sin = , 
h+0; {(0,k) =0, die ein starkes n-tes Schmiegpolynom bei p = (0, 0, 0) 
besitzen, aber nicht n-mal differenzierbar bei p sind. Es gibt hierunter sogar 
solche Funktionen, die keine einzige n-te partielle Ableitung bei p besitzen; 
trotzdem kann also noch das starke n-te Schmiegpolynom bei p existieren. 


§ 4. 
Topologisches Approximierbarkeitskriterium. 


Wir nennen ein topologisches Sektorsystem von p in M (beziiglich A und R) 
ein spezielles topologisches Sektorsystem, wenn es die Bedingungen (1)—(7) (vgl. 
§ t) und auBerdem noch die folgende Bedingung erfiillt: 

(8) Zu jedem Element t von R und jedem von diesem t verschiedenen Element t’ 
von R gibt es ein Element A von U, so daB t-im Innern von A liegt, aber das 1’ 
kein Element von A ist. 
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Diese Bedingung ist damit gleichbedeutend, daB der topologische Raum R 
beziiglich & das Fré&cuETsche Trennungsaxiom erfiillt. 

Man habe ein topologisches Sektorsystem S (beziiglich M und R) . Es sei ©’ 
ein Teilsystem von ©. Wir nennen ©’ vollstdndig (in bezug auf R), wenn es 
zu jedem Element 1 von R ein o (A) von SG’ gibt, so daB t im Innern von diesem 
A liegt *). 

Dann gilt zunichst das folgende allgemeine 

Kriterium: Hat man eine Teilmenge M von MM mit dem Haufungselement p 
und ein spezielles topologisches* Sektorsystem S von p in M (beziiglich A und R), 
so besteht der Kern K von M bei p dann und nur dann aus einem einzigen Ele- 
ment (von R), wenn es in jedem vollstindigen Teilsystem S’ von © stets (we- 
nigstens ) ein o (A) von S’ gibt, das M bei p umschlieBt. 

Denn zunichst setzen wir K = {r} voraus. Es sei G’ volistandig. Dann 
gibt es ein o (A) von S’ um t. Nach dem allgemeinen Hilfssatz (vgl. § 1) um- 
schlieBt dieses o (A) die Menge M bei p. Nun setzen wir umgekehrt voraus, 
daB die Bedingung des Kriteriums erfillt ist. Es sei t ein Element von K. 
Es sei t’ + t ein festes Element von R. Dann gibt es zunichst nach (8) ein 
o (A,) um ft, so daB 1’ nicht in A, liegt. Weiter gibt es zu jedem 1’ + t von R 
ein og (A"’) um 1’’, so daB r nicht in diesem A”’ liegt. Es sei S’ das aus dem einen 
o (A,) und simtlichen o (A’’) bestehende Teilsystem von S. Dann ist offenbar 
dieses SG’ vollstandig. Folglich gibt es nach der erfiillten Bedingung des Kri- 
teriums ein o (A) von 6’, das M bei p umschlieBt. Dann folgt aus dem allge- 
meinen Hilfssatz (s. § 1) K < A und nach Konstruktion von G’ weiter A = A). 
Also ist das t’ kein Element von K. Also folgt K = {rt}. 

Es ist ohne weiteres klar, daB jedes geordnete Sektorsystem die Bedingung 
(8) erfallt, und da es ein topologisches Sektorsystem ist, also auch speziell 
topologisch ist. Wir wenden zunichst unser Kriterium auf den folgenden 
Spezialfall an: 

Wir denken uns hierzu zwei geordnete Mengen G, und G, gegeben. Es be- 
zeichne z ein Element von G, und y ein Element von G,. Wir betrachten die 
Gesamtheit der Paare (z; y). Wir sagen, (z,; y,) ist gleich (z,; y,), wenn 8i- 
multan 2, = z, und y, = y, gilt. Es sei It die Menge simtlicher Paare (z; y). 
Ist ¢q = (x; y) gegeben, so nennen wir das x die Abszisse von g und das y die 
Ordinate von g. Man kann dann iiber jeder Teilmenge von G, (eindeutige) 
Funktionen mit Wertbereichen von G, betrachten und diesen Funktionen, 
vollig analog wie in der Euklidischen Ebene, eineindeutig ,,Kurven“ in It zu- 
ordnen. Man wihle als © die Horizontalstreifen von I und als Umgebungen 
von 2%, die Vertikalstreifen von I um z,. Dann folgt als Spezialfall uneeres 
Kriteriums ein dem Caucuyschen Konvergenzkriterium fiir Funktionen ent- 
sprechender Satz. Nimmt man weiter noch speziell als I die Euklidische 
Ebene, so ist dieser (einfachste) Spez‘alfall unseres Kriteriums, bei Benutzung 
von Uberdeckungen der Ebene mit Horizontalstreifen konstanter Breite n> 0 
statt unserer ©’, offenbar véllig aquivalent mit dem Caucuyschen Kriterium. 
Man kann aber auch die Ebene mit Sektorstreifen konstanter Radien 7 > 0 
durch einen festen Traiger p iiberdecken. Dann ergibt sich als Spezialfall 
unseres Kriteriums folgendes Differenzierbarkeitskriterium : 

Es sei f(x) eine (reelle) Funktion und x, ein Haufungapunkt ihres Defi- 


**) Es gibt in jedem © vollatandige Teilsysteme, z. B. S selbst oder auch das aus o (R) 
allein bestehende S’ ™ . 
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bei x, differenzierbar; zu jedem n > 0 gibt es stets (wenigstens) einen Sektor- 
streifen s® mit diesem Radius n und mit dem Mittelpunkt xo, so da dieses gy 
die Kurve f (x) bei x, umschlieBt. 

Man kann aber noch allgemeinere ,,Horizontalstreifen“* betrachten. Hier- 
zu sei X eine geordnete Menge; ferner habe man eine beliebige Menge Z und ein 
gewohnliches Umgebungssystem von p in Z**). Wir bezeichnen die Elemente 
von X mit x (oder ahnlich), diejenigen von Z mit z (oder aihnlich) und die Um- 
gebungen des vorgegebenen Umgebungssystems in Z mit U (p) (oder ahnlich). 
Ist x, ein festes Element von X, so nennen wir die Menge der Paare (2,; z) die 
Horizontale durch z,; hat man dagegen ein festes Element z, von Z, so nennen 
wir die Menge der Paare (x; z,) die Vertikale durch z,. Ist allgemeiner A ein 
abgeschlossenes Intervall von X, so verstehen wir unter dem Horizontal- 
streifen o (A) die Vereinigungsmenge saimtlicher Horizontalen durch die Ele- 
mente von diesem A. Ahnlich verstehen wir unter dem durch U (p) bestimmten 
Vertikalstreifen V (p) die Vereinigungsmenge saimtlicher Vertikalen durch die 
Elemente von diesem U (p). Ersetzt man die U (p) in § 1 durch diese V (p) 
und das IR durch die Menge aller Paare (x; z), so kann man sich leicht davon 
iiberzeugen, daB die hier betrachteten o (A) alle Bedingungen (I)—(V) von 
§ 1 erfiillen. Man habe dann einen bestimmten Begriff B und dazu eine mehr- 
deutige Abbildang y von Z in M, so daB hierbei jedes z auf je genau eine be- 
stimmte, nicht leere Teilmenge yp (z) von Mt auf der Vertikalen durch dieses z 
abgebildet ist. Es sei M die Vereinigungsmenge aller , (z) (also fir alle Fle- 
mente z von Z). Dann nennen wir die Unterapproximierende von M bei p 
(beziiglich des M und des X) das untere Integral von B (in bezug auf X, Z 
und ,). Entsprechend oberes Integral. Fallt die Unter- und Oberapproximie- 
rende von M in ein Element (von X) zusammen, so nennen wir dieses Element 
das Integral von B (in bezug auf X, Z und »). Existiert dieses Integral, so 
nennen wir B (in bezug auf X, Z und ,) integrierbar. Approximierende von M 
und Integral von B sind als synonyme Bezeichnungen. 


Z. B. sei B eine beschrinkte Punktmenge in der z, y-Ebene. Es sei Z das 
System der Zerlegungen der x, y-Ebene in achsenparallele Rechtecke. Jedes z 
von Z samt allen seinen Unterteilungen nenne man eine Umgebung U (p)*°). 
Ferner.sei X die (geordnete) Menge der reellen Zahlen und yz (z) die Inhalts- 
summe derjenigen Rechtecke von z, die mit der vorgegebenen Punktmenge B 
einen nicht leeren Durchschnitt haben. Dann ist B in bezug auf diese X,Z 
und yu (immer) integrierbar und sein Integral ist der duBere Peano-JorpDANsche 
Inhalt von B. In dem vorliegenden Falle war jedes z auf je einen Wert y (z) 
abgebildet. Es kann aber auch sein, daB jedes z auf unendlich viele Werte ab- 
gebildet ist. Wir betrachten hierzu z. B. eine beschrinkte (reelle) Funktion f (q) 
iiber einem n-dimensionalen Intervall J des n-dimensionalen Euklidischen 
Raumes. Es sei Z das System der Zerlegungen von J in je endlich viele achsen- 
parallele Teilintervalle von J. Wir bilden jedes z von Z je auf die Menge der 
zu diesem z gehérenden Rrgmannschen Zwischensummen von f(g) ab. Wir 
nennen jedes z samt seinen sémtlichen Unterteilungen ein U (p). Es sei X die 
Menge der reellen Zahlen. Dann deckt sich offenbar die Integrierbarkeit von 
f (q) in bezug auf diese X, Z und yp vollstindig mit dem Riemannschen Inte- 


*) Das Element p hat hier fiir uns nur formale Bedeutung; es wird uns im folgenden 


nicht weiter interessieren. 
5°) Vgl. Haupt-Aumann-Pavc: Differential. und Integralrechnung'  S. 164 (1948). 
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grierbarkeitsbegriff und auch die Werte des unteren, oberen und des Integrals 
selbst sind gleich den entsprechenden Riemannschen Integralen**). 

Aus unserem allgemeinen Approximierbarkeitskriterium folgt als Spezial- 
fall unmittelbar das folgende Integrierbarkeitskriterium : 

Hat man einen Begriff B und hierzu ein X, Z und p, so ist B in bezug auf 
diese X, Z und yu dann und nur dann integrierbar, wenn es in jedem vollstindigen 
Teilsystem S’ der a (A) einen Horizontalstreifen o (A) von S’ und ein U (p) in Z 
gibt, so da iiber jedem z aus diesem U (p) je das yu (z) (ganz) in das a (A) hinein- 
fallt. 

Wir nennen speziell unser yp (z) monoton (im Sinne des Enthaltenseins), 
wenn es zu jedem festen Element z, von unserem Z eine Umgebung U (p) 
in Z gibt, so daB iiber jedem z aus diesem U (p) das yu (z) eine Teilmenge von 
pt (Zq) ist. Dann folgt speziell aus unserem Integrierbarkeitskriterium: 

Hat man einen Begriff B und hierzu ein X, Z und monotones pu, 80 ist B 
in bezug auf diese X, Z und u dann und nur dann integrierbar, wenn es in jedem 
vollstiindigen Teilsystem S’ unserer a (A) einen Horizwntalstreifen o (A) gibt, 
80 daf iiber wenigstens einem Element z, von Z das ui (z,) (ganz) in dieses a (A) 
hineinfallt. 

Denn wegen der Monotonie von , (z) folgt aus der Aussage, p (z) fallt 
iiber z, in o (A), die Aussage, u (z) fallt iber wenigstens einem (ganzen) U (p) 
in das a (A). 

Z. B. ist das yu (z), welches wir mit Hilfe der Rrzemannschen Zwischensummen 
definierten, monoton. Mit diesem y (z) ergibt sich schlieBlich als Spezialfall 
des letzten Kriteriums unmittelbar das Rremannsche Integrierbarkeitskri- 
terium. 


§ 5. 
Stetigkeit. 


Man habe eine Menge It und zu jedem Element p von YW je ein allgemein- 
stes®*) System von Umgebungen U (p) in I2**). Es sei M eine Teilmenge 
von §; wir nennen dann ein Teilsystem U unserer U vollstdndig beziiglich M, 
wenn es zu jedem Element p von M eine Umgebung U aus dem Teilsystem U 
gibt, so daB dieses U eine Umgebung von > ist. 

Wir sagen, die Umgebungen U,, U,,..., U, bilden eine p,q verbindende 
Kette auf M, wenn das U, eine Umgebung des p, ferner U, eine Umgebung 
von g und der Durchschnitt der drei Mengen M, U,, U,., ; fiir jedes y = 1, 2,..., 
n— 1 nicht leer ist™). Wir nennen M zwischen p und. q zusammenhdngend, 
wenn es in jedem beziiglich M vollstandigen Teilsystem Ul unserer U eine p, q 
verbindende Kette U,(v = 1,2,...,) auf M gibt, so daB jedes U, dieser 
Kette eine Umgebung aus UW ist. 

Es sei It eindeutig auf eine geordnete Menge G abgebildet. Ist z ein Element 
von G, 30 bezeichnen wir mit o (x) die Menge derjenigen Elemente von M, 
die auf das betrachtete x abgebildet sind. Offenbar ist dann a (z,) zu o (z,) 
fiir je zwei verschiedene z, + z, aus @ elementfremd und die Vereinigungs- 


5!) Weitere bestehende Zusammenhange mit den vielen anderen bekannten Integral- 
und MaBbegriffen sollen im folgenden nicht weiter erértert werden. 

5?) D. h. wir setzen iiber die Umgebungen von jedem p tatsichlich nicht mehr voraus, 
als daB sie Teilmengen von M sind. 

5%) Haben wir eine Umgebung U (p) von p, so bezeichnen wir diese oft auch mit U, 
falls uns nur die Menge U (p) (also als Teilmenge von Wt), aber nicht das p interessiert. 

5) Hierbei‘sind also p und g Elemente von 9, aber nicht notwendig von M. 


Die Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung. 31 


menge sdmtlicher o (x) gleich I. Wir nennen im folgenden jedes o (xz) eine 
Horizontale von I (mit der Héhe z). Ist A ein abgeschlossenes Intervall 
von G, so versteken wir allgemeiner im folgenden unter o (A) die Vereinigungs- 
menge derjenigen Horizontalen von I, deren Héhe in A liegt. Wir nennen 
jedes a (A) auch einen Horizontalstreifen von M (mit dem Bezugsintervall A) 55). 

Es liege p auf der Horizontalen o (x). Dann nennen wir dieses x die Héhe 
von p. Ferner nennen wir die Menge derjenigen Elemente von J, die nicht 
héher (bzw. nicht niedriger) als p sind, den Unterabschnitt (bzw. den Ober- 
abschnitt) von x oder auch von p (in WM). 

Es sei M eine Teilmenge von M; p sei ein Element von M; ferner sei A ein 
Element von G. Wir sagen dann, M ist bei p gegeniiber A von unten (bzw. von 
oben) stetig, wenn es eine Umgebung U (p) gibt, so daB der Durchschnitt 
M -U (p) eine Teilmenge des Unter- (bzw. des Ober)-Abschnitts von A ist. 
Wir sagen, M ist bei p gegeniiber A stetig, wenn M bei p gegeniiber A von unten 
oder von oben stetig ist. 

Dann gilt zunachst: 

Ist M zwischen p und q zusammenhédngend und gibt es in jedem U (p) (we- 
nigstens) ein Element von M, das im Unterabschnitt von A liegt, und in jedem 
U (q) ein Element von M, das im Oberabschnitt von A liegt (oder umgekehrt ), und 
ist ferner M an jeder Stelle von M gegeniiber A stetig, dann gibt es in M (wenigstens ) 
ein Element mit dieser Hohe A. 

Denn zunichst existiert wegen der dritten Voraussetzung zu jedem Ele- 
ment p von M ein U (p), worin fiir unser M die Stetigkeitsbedingung gegen- 
iiber A erfiillt ist. Das Teilsystem 11 dieser Umgebungen ist natiirlich vollstindig 
beziiglich M. Folglich gibt es wegen der ersten Voraussetzung in diesem U 
eine p,q verbindende Kette auf M. Hieraus folgt wegen der zweiten Voraus- 
setzung mit Hilfe der Definition der Kette leicht die Behauptung. 

Wir sagen, M umsatellé A bei p, entweder wenn die Héhe von p gleich A ist 
oder wenn es in jedem U (p) zwei (nicht notwendig verschiedene) Elemente 
von M gibt, von denen das eine im Unterabschnitt und das andere im Ober- 
abschnitt von A liegt. 

Dann folgt weiter: 

Ist M zwischen p und q zusammenhdngend und gibt es in jedem U (p) (we- 
nigstens) ein Element von M, das im Unterabschnitt von A liegt, und in jedem 
U (q) ein Element von M, das im Oberabschnitt von A liegt (oder umgekehrt), 
dann umstellt M dieses A bei wenigstens einem seiner Elemente®™). 

Denn umstellt M an keiner einzigen Stelle von M das A, so hat ja nach dem 
vorigen Satz wenigstens ein Element von M die Hohe A. 

Beispielsweise ergibt sich als Spezialfall des letzten Satzes: Hat man eine 
reelle Funktion f (mit beliebig endlich vielen Verinderlichen) tiber einem 
zwischen p und q zusammenhingenden Definitionsbereich D, so gibt es zu 
jedem Zwischenwert A zwischen f (p) und f (q) wenigstens einen Punkt in D, 
so daB iiber jeder Umgebung dieses Punktes wenigstens ein Funktionswert 
von f < A und wenigstens einer 2 A ist. 

8B) Man iiberzeugt sich leicht davon, daB die hier betrachteten Horizontalstreifen alle 
Bedingungen (I)—(V) (s. § 1) und (8) (s. § 4) erfiillen. Das Besondere ist aber, da8 wir 
hier ein, fiir alle p von I% auf einmal, gemeinsames Sektorsystem haben. 

5¢) Wahlen wir als unsere U (p) z. B. die Kreisscheiben einer. Ebene mit dem Mittel- 


punkt p, so folgt, daB jede zwischen p’ und q’ zusa de Punktmenge der Ebene 
mit jeder p’, g’ trennenden Geraden der Ebene steta mindestens einen Punkt gemeinsam 
hat. 
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Wir nennen M bei p stetig, wenn es zu jedem unserer Horizontalstreifen 
a (A) um p*’) ein U (p) gibt, so daB entweder der Durchschnitt M - U (p) 
leer oder eine Teilmenge des a (4) ist. Wir sagen, M ist stetig, wenn es an jeder 
Stelle von M stetig ist. 

Dann folgt leicht: 

Sind p und q zwei Elemente einer stetigen Menge M und ist M zwischen p 
und q zusammenhdngend und gibt es ferner in jedem U (p) (wenigstens) ein Ele- 
ment von M, das im Unterabschnitt von A liegt, und in jedem U (q) ein Element 
von M, das im Oberabschnitt von A liegt (oder umgekehrt ), dann gibt es wenigstens 
ein Element in M mit dieser Hohe 1**). 

Denn zuniichst folgt aus dem letzten Satz, daB es ein p in M gibt, bei dem 
M das A umstellt. Man sieht dann leicht, daB dieses p die gewiinschte Hohe A 
hat. 

Wir sagen von zwei nicht leeren Teilmengen M, und M, von M, M, erreicht 
M,, wern es zu jedem Element p von M, wenigstens ein Element von M, 
gibt, das im Oberabschnitt von p liegt. Erginzend vereinbaren wir noch, 
daB jede Menge die leere Menge erreicht, aber umgekehrt die leere Menge keine 
einzige nicht leere Menge erreicht. 

Wir sagen, M verhilt sich bei p maximal, wenn fiir jede Umgebung U (p) 
der Durchschnitt M - U (p) sein Komplement M — M - U (p) erreicht®*). 

Dann gilt zunichst: 

Ist M eine bikompakte®) Teilmenge von M, so gibt es zu jeder nicht leeren . 
Teilmenge M’ von M mindestens ein Element von M, bei dem sich M’ maximal 
verhglt. 

Denn wir nehmen zuniichst an, da8 sich M’ an keiner Stelle von M maxi- 
mal verhilt. Dann gibt es zu jedem Element p von M eine Umgebung U (p), 
so daB M’ - U (p) nicht M’ — M’- U (p) erreicht. Das System Ul dieser Um- 
gebungen ist natiirlich beziiglich M vollstandig. Folglich gibt es (wegen der 
Bikompaktheit von M) ein endliches M tiberdeckendes Teilsystem U,, U,, .. ., 
U,, von il. Da kein M’- U,(v = 1, 2,...,) das M’ — M’ - U, erreicht, ist 
entweder M’ - U, leer oder es gibt ein Element p; von M’ — M’ - U,, das (im 
strengen Sinne) héher als jedes Element von M’ - U, ist. Da mindestens ein 
M’ - U, nicht leer ist, gibt es tatsichlich Elemente p, und daher unter diesen 
(mindestens) ein héchstes p,,. Hieraus folgt, daB dieses p), héher als jedes 
Element von M’ ist, im Widerspruch dazu, daB natiirlich p;, nicht héher als 
es selbst ist. Aus diesem Widerspruch folgt unsere Behauptung. 

Wahlen wir z. B. in der z, y-Ebene als Umgebungen von 2, die Vertikal- 
streifen der x, y-Ebene um z, oder auch allgemeiner im (n + 1)-dimensionalen 
Euklidischen Raume als Umgebungen von p die (n + 1)-dimensionalen ,,Ver- 
tikalsiiulen“ um p, so folgt speziell, daB es zu jeder reellen Funktion f tiber 
einem beschrinkten Definitionsbereich D wenigstens einen Punkt von D oder 
einen Haufungspunkt von D gibt, bei dem sich f maximal verhilt. 


57) D. h. natiirlich, daB die Héhe von p im Innern des Intervalls A liegt. 

5*) Offenbar enthalt dieser Satz den bekannten Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen 
als Spezialfall. 

5*) Vollig analog laBt sich die Aussage, M verhilt sich bei p minimal, definieren. Und 
auch alles folgende iiber Maximalverhalten gilt:entsprechend fiir Minimalverhalten. 

*°) Wir nennen eine.Teilmenge M von Jt bikompakt, wenn es zu jedem beziiglich M 
volistindigen Teilsystem Ul unserer U endlich viele Umgebungen in diesem Teilsystem U 
gibt, so daB die. Vereinigungsmenge dieser endlich vielen Umgebungen eine Obermenge 
von M ist (also anschauligh gesprochen, M iiberdeckt). 
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Man sagt, M hat an der Stelle p ein Maximum (bzw. Minimum), wenn p 
ein Element von & ist und zugleich M im Unterabschnitt (bzw. Oberabschnitt) 
von p liegt. 

Dann folgt: 

Jede stetige und bikompakte Teilmenge M von IM hat (wenigstens) ein Mazxi- 
mum und ein Minimum. 

Denn nach dem letzten Satz gibt es ein Element p von M, bei dem sich M 
maximal verhilt. Dann folgt aus der Stetigkeit von M bei : leicht, daB dieses 
p die Bedingungen des Maximums fiir M erfillt. Ahnlich folgt aus dem Mini- 
malverhalten die Existenz eines Minimums von M. 

Z. B. folgt speziell hieraus, daB jede stetige (reelle) Funktion mit beschrank- 
tem und abgeschlossenem Definitionsbereich an wenigstens einer Stelle ein 
Maximum hat. 

Wir wollen zum SchluB zeigen, daB man selbst auch den Begriff der gleich- 
maBigen Stetigkeit auf die Teilmengen M von M ibertragen kann. Wir nennen 
eine Teilmenge M von Mt gleichmédfig stetig, wenn es zu jedem vollstandigen 
Teilsystem H unserer Horizontalstreifen ¢ (A) je ein endliches Uberdeckungs- 
system U,, Uy,...,U, von M gibt*), so daB fiir jedes » = 1, 2,..., der 
Durchschnitt M-U, (ganz) in wenigstens einen Horizontalstreifen des Teil- 
systems H hineinfallt. Dann folgt: 

Jede stetige und bikompakte Teilmenge M von M ist gleichmapig stetig. 

Denn es sei H ein vollstandiges Teilsystem unserer Horizontalstreifen. 
Dann gibt es zu jedem Element p von M ein o (A) aus H um dieses p und ferner 
wegen der Stetigkeit von M bei p eine Umgebung U (p), so daB der Durch- 
schnitt M - U (p) (ganz) in das o (A) hineinfallt. Da M bikompakt ist, gibt 
es ein aus endlich vielen dieser Umgebungen bestehendes Uberdeckungssystem 
von M. Offenbar erfiillen diese Umgebungen fiir unser H die Bedingungen 
der gleichmaBigen Stetigkeit von M. 

Z. B. sei f (x) eine eindeutige Funktion itiber einem abgeschlossenen und 
liickenlosen Intervall J einer geordneten Menge X mit einem Wertbereich in 
einer geordneten Menge Y. Es sei f ttber J stetig. Dann folgt aus unserem Satz, 
daB es zu jedem vollstindigen Teilsystem H unserer Horizontalstreifen eine 
Zerlegung von J in endliche viele Teilintervalle von I gibt, so daB tiber einem 
jeden dieser Teilintervalle f (x) (ganz) in mindestens einen Horizontalstreifen 
von H hineinfallt. Ist hierbei speziell Y die Menge der reellen Zahlen, also f (x) 
eine reelle Funktion iiber J, so ergibt sich mit Hilfe der Teilsysteme saimtlicher 
Horizontalstreifen mit jeweils fester konstanter Breite 1 > 0, daB sith jede 
in I stetige Funktion f(x) fiir jedes 1 > 0 je mit einem, aus endlich vielen 
Rechtecken konstanter Hohe 7 zusammengesetzten Horizontalbereich, d. h. 
also, anschaulich gesprochen, mit einem zerschnittenen Horizontalstreifen kon- 
stanter Breite 7 tiberdecken laBt. Ist speziell auch noch X die Menge der.reellen 
Zahlen, so folgt unmittelbar aus der vorigen Bemerkung, daB jede iiber einem 
abgeschlossenen Zahlenintervall J stetige Funktion auch dariiber in dem iib- 
lichen Sinne gleichmaBig stetig ist. 

61) Das soll heiBen, die Vereinigungsmenge dieser Umgebungen U,, U,, . . ., Un ist eine 
Obermenge von M. 


( Bingegangen am 9. April 1950.) 
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Geometrische Deutung konforminvarianter Eigenschaften 
des Riemannschen Raumes. 
Von 
Kart Lupwie STELLMACHER in G6ttingen. 


1, 


In einer Rremannschen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (V,) mit dem 
metrischen Fundamentaltensor g;, bezeichnet man nach Wryu die Abande- 
rung der Metrik 


(1. 1) ‘Yik = 7 Gir 

als konforme Transformation und untersucht GréBen, die auch gegeniiber 
(1. 1) invariant bzw. relativ invariant sind. Ein charakteristisches Kenn- 
zeichen dieser konformen Geometrie ist ihre starke Abhangigkeit von der 
Dimensionszahl. 

Es ist das Ziel vorliegender Note, diese Abhangigkeit verstindlich zu 
machen durch geometrische Deutung einiger konforminvarianter GréSen, wo- 
bei besonders Krimmungskomponenten isotroper Gebilde eine Rolle spielen. 

Die Abhangigkeit: von der Dimensionszahl in der konformen Geometrie 
zeigte sich besonders in den Arbeiten von T. Y. Tuomas (1)*), dem es gelang, 
ein vollstandiges System von Konforminvarianten zu erhalten unter Ver- 
wendung eines (n + 2)-dimensionalen Kalkiils 

Bei Tuomas ist eine getrennte Behandlung gerader und ungerader Di- 
mensionszahlen erforderlich. Fir eine gerade Anzahl von Veréinderlichen 
treten gewisse typische Invarianten auf, deren jede nur fiir eine gewisse ge- 
rade Dimensionszah! existiert?). Ganz entsprechendes Verhalten zeigt sich 
auch in den zwei Arbeiten von ScHOUTEN und’ HaanrTJEs (II). 

Im folgenden soll auf den Gebrauch von konformen und projektiven Uber- 
tragungen, wie sie fiir die oben angefihrten Arbeiten wesentlich sind, ver- 
zichtet werden. 

In der konformen RieMaNNschen Geometrie steht die Frage an der Spitze, 
wann eine V, konform-euklidisch ist, und schon die Beantwortung dieser 
Frage zeigt eigenartige Dimensionsabhangigktit. Bekanntlich ist eine V, stets 
konform-euklidisch, eine V, dann und nur dann, wenn der nur fiir » = 3 
konforminvariante Cortonsche Tensor: 


r a 1 
(1. 2) Yi Lejm= 9%); (Lis =— Rk + 241) Rg) 





+) In Klammern gesetzte rémische Zahlen beziehen sich auf die Literaturangaben 
am Schlu8 der Note. 


*) An diesem Sachverhalt andert sich nichts durch die Tateache, daB es VANDERSLICE 
(Pro¢. Nat. Acad. Sci. Washington 18, 635 (1927) durch einen besonderen Kunstgriff 
gelang, die Dimensionszahl-Abhangigkeit im THomasschen Kalkiil formal zu tiberwinden. 


*) Die eckigen Klammern an den Indices bedeuten Alternation: gjit] = Git — ki); 
entspre~hend runde Klammern Mischung qi) = Cr + gi). Vgl. Scuouten (IV), S. 24. 
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verschwindet. Fir n=4 schlieBlich ist das Verschwinden des Wryuschen 
Konformkriimmungstensors 
1 

(1.3) Cyg;* = Ryz* + 9°" —- (Lit Gem — Ler Gim + Lem Git — Lim Ger) 
notwendig und hinreichend. (Vgl. ScHouTen (III) u. (IV), S. 169). Erwahnt 
sei noch beziiglich der fiir die einzelnen geraden Dimensionszahlen charakte- 
ristischen THomasschen Konforminvarianten, da8 diesen in der konformen 
Geometrie der V, Variations-Ableitungen von gewissen Integralinvarianten 
entsprechen. Fiir n = 4 hat man die von Bacu (V) untersuchte Invariante 


(1. 4) O Cinr® Coapi gt gt" Vg dz'dx?dz*dz', 
fiir n = 6 fand ich die Invariante 
1.5) [{T.Cirim V2 0#™ — (TEV, +4 R) Cinim: C#™ — 


-2 Vv. Cont Vp cor} Vg dx'dz...dz*. 
Fiir héhere gerade Dimensionszah! bleibt die Existenz entsprechender kon- 
former Integralinvarianten und die Verwandtschaft ihrer Variationsableitung 
mit den erwaihnten THomasschen Tensoren eine Vermutung. 

Die dazugehérigen konforminvarianten LaGcrancgeschen Ableitungen 
spielen eine bedeutende Rolle in der mathematischen Theorie der Wellen- 
ausbreitung, d.h. in der Theorie der linearen hyperbolischen Differential- 
gleichungen. Auch deren bekanntes verschiedenartiges Verhalten Lei gerader 
und ungerader Dimensionszahl hat seinen Grund in dem konforminvarianten 
Charakter dieser Differentialgleichungen. Davon soll in einer spiateren Ab- 
handlung in dieser Zeitschrift die Rede sein. Doch sei bemerkt, daB auch die 
vorliegende Untersuchung in dem Bestreben durchgefihrt wurde, einen Ein- 
blick in die Ursachen fiir die erwihnte Abhingigkeit von der Dimensionszahl, 
wie sie etwa in der Theorie der linearen hyperbolischen Differentialgleichungen 
auftritt, zu gewinnen. 

2. 

Es ist zweckmaBig, den Begriff der Projektivinvarianz mit heranzuziehen. 
In eiger n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (A,) mit allgemeiner symmetrischer 
Ubertragung I" te = I}; definiert man (wiederum mit WEYL) eine projektive 
Transformation der Ubertragung durch die Forderung, daB bei der betreffen- 
den Abanderung der J", te die geodatischen Linien in sich iibergehen. Das fihrt 
auf die projektiven Transformationen: 


(2. 1) Tie =Tin + Ab + DA‘). 
Notwendig und hinreichend dafiir, daB die betreffende Ubertragung pro- 
jektiv-euklidisch ist (d.h. durch passende Wahl! der p; in (2. 1) vollstandig 


integrabel gemacht werden kann), ist fiir n > 2 das Verschwinden des WEYL- 
schen Projektiv-Krimmungstensors 


(2. 2) Pigy™ = Ryyy™ — 2 Prix, AP + 2 Ati Pes 
‘ l 
mit Py =— ary (Ru + Ryd; Res = Rixi'- 


*) Die Matrix (44) bezeichne die Einheitsmatrix, p; ist ein willkirlicher kovarianter 
Vektor. 


3* 
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Im Falle n = 2 verschwindet P;,/" identisch, und man hat als notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir projektiv-euklidisches Verhalten 


(2. 3) Vu Pie = 0 


(nur fiir » = 2 projektivinvariant). SchlieBlich ist eine eindimensionale pro- 
jektive Mannigfaltigkeit stets projektiv-euklidisch. (s. Schouten (IV), S. 131.) 
Auffallig ist die Analogie zwischen diesem Satze und dem entsprechenden 
der konformen Geometrie. Jedoch zeigt die projektive Geometrie diese starke 
Abhangigkeit von der Dimensionszahl nur fir n = 1,2 und 3. Weiterhin 
tritt eine Abhangigkeit von der Dimensionszahl, wie im vorigen Abschnitt 
fiir die konforme Geometrie beschrieben, nicht auf. 

Die Sonderstellung der Dimensionszahl 2 in der projektiven Geometrie 
linearer Ubertragungen wird verstindlich bei Vergleich mit der gew6hnlichen 
projektiven Geometrie. Auch dort ist in Sonderheit bei der axiomatischen 
Begriindung der Fall n = 2 ausgezeichnet durch die Nichtanwendbarkeit des 
,,Ebenen-Axioms, daB jede ebene Mannigfaltigkeit die Eigenschaft besitzt, 
mit zwei Punkten einer geraden Linie auch alle ibrigen Punkte derselben zu 
enthalten. 

Es ist ein Ziel der folgenden Untersuchung, die konforme Geometrie der- 
art mit der projektiven Geometrie zu verkniipfen, daB die Analogie des Ver- 
haltens dieser beiden Geometrien beziiglich der niedersten Dimensionszahlen 
verstandlich wird). 

Die Erklarung, die hier gegeben werden soll, sei vorweggenommen: wir 
fassen die konforme Geometrie der V, auf als Geometrie der geoditischen 
Null-Linien. Wir behandeln demgemiéB die konforme Geometrie als eine 
projektive Geometrie auf dem (n — 1)-dimensionalen Mantel desjenigen iso- 
tropen Konoides, das durch alle geoditischen Null-Linien gebildet wird, die 
von einem gegebenen festen Punkte auslaufen. Da sich diese projektive Geo- 
metrie in einer Mannigfaltigkeit X,—, abspielt, die eine Dimension weniger 
besitzt als die V,, so la8t sich damit die erwihnte Analogie aufkliren. DaB 
dann zusiatzlich in der konformen Geometrie noch beispielsweise der starke 
Unterschied zwischen gerader und ungerader Dimensionszahl vorhanden ist, 
erklart sich dadurch, daB sich bei der konformen Geometrie jeweils alles inner- 
halb eines quadratischen Gebildes abspielt. Gerade die Geometrie auf qua- 
dratischen Mannigfaltigkeiten zeigt den typischen Unterschied zwischen ge- 
rader und ungerader Dimensionszahl. 


3. 
Eine der einfachsten projektivinvarianten Aussagen ist die folgende 
(3. 1) a‘ 7; b* = 0 mod (a*, b*). 


Das bedeutet: es gibt zwei Skalare « und f derart, daB fir die kovariante 
Differentiation des Vektors b* in Richtung des Vektors a* gilt 

(3. la) a‘ 7, = aa* + Bb. 

Die Projektivinvarianz von (3.1) folgt unmittelbar durch Ausfiihrung der 
Transformation (2.1). Wenn man also in der projektiven Geometrie auch 
keinen Parallelismus von Vektoren kennt, so ist doch der Begriff der Parallel- 


5) Ich verdanke einer freundlichen miindlichen Mitteilung des Herrn K. O. Frrep- 
RIcHs diese Problemstellung. 
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verschiebung eines einfachen Bivektors al‘ b#) = 3 (a" bk — a* b‘) in einer 


Richtung, die dem betreffenden Bivektor angehért, projektivinvariant. All- 
geiein ist die Parallelverschiebung eines einfachen contravarianten p-Vektors 
in einer Richtung des p-Vektors projektivinvariant. 

Die geodatische Mannigfaltigkeit G, wird definiert durch die Menge aller 
aus einem vorgegebenen Hyperflichenelement im Punkt 6 auslaufenden geo- 
datischen Linien. Des Hyperflichenelement wird definiert als eine p-dimen- 
sionale lineare Vektormanuigfaltigkeit, die dem festen Punkte 0 zugeordnet 
ist. Man nennt nun (vgl. (VI), S. 131) die G, eben, wenn sie eine der beiden 
folgenden Forderungen erfillt, die untereinander aquivalent sind: 

1. Die G, enthilt mit zwei Punkten'einer geoditischen Linie deren simtliche 
Punkte. 

2. Jeder in der G, liegende Vektor bleibt bei Parallelverschiebung lings eines 
Weges, der ganz in der G, verliuft, in der G,. 

DaB aus 2. 1. folgt, ist selbstverstindlich. Das Umgekehrte beweisen wir 
im Hinblick auf die spaitere Anwendung folgendermaBen: 

1 2. 
Wir denken in der G, p linear unabhingige Vektorfelder a’, a’, . . . a’ der- 
1.2 ; 
art, daB der p-Vektor al'a*... a’) das Hyper-Flachenelement der ebenen G, 
charakterisiert. Die a‘ miissen »,X,-bildend™ sein, da sie alle in der G, liegen, 
und daher die folgenden :” -(n — J) Integrabilitatsbedingungen erfiillen 
(vgl. etwa ScHouTEen (IV), S. 106). 
’. ¥ 1 
(3. 2) a’ Jak — ai V,a* = 0 mod (a*.. at), 
0 Or 0 
Sei nun im Punkte Q der G, der Vektor A* = s a a*| « beliebige Konstante } 
v= a ¥ 

gegeben. Dann kénnen Funktionen « der Koordinaten derart bestimmt 


¥ 


werden, daB i. 
(3. 3) At = 3 aat 


v=ly 


0 
in Q gleich A* wird und daB A* den Tangentenvektor einer geoditischen Linie 
bezeichnet, die geméB Forderung 1. ganz in der G, verlauft: 


(3. 4) At VY, At =AA*. 
Setzt man hier (3.3) ein und beriicksichtigt, daB im Punkt Q die a will- 
kurlich sind, so folgt in Q ; 


(3. 5) at V7, a* + a! V, at 2: 0 mod (at a*.. . a4) 
und wegen (3. 2) auch 
(3. 6) ai V7; at = 0 mod (a*.. . 2*), 


d. h. die Forderung 2. wie zu beweisen war. Da nun 1. eine rein projektive 
Aussage enthilt, gilt das gleiche auch fiir 2., womit eine Begriindung fiir die 
Projektivinvarianz von (3. 4) bzw. (3. 6) gegeben ist. 

Wir beweisen den 

Satz 1: Sind alle G,-en einer A, (Mannigfaltigkeit mit symmetrischer 
Ubertragung) eben, so ist die A,, projektiv-euklidisch*) fiir n > 2. 
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Zunachst folgt aus der obigen Definition 2., wenn wir einen in der G, 
liegenden Vektor a* lings eines ebenfalls in der G, liegenden infinitesimalen 
,,Parallelogramn:3 mit den Seiten a*, b* parallel verschieben: 


(3. 7) ai b* R;, 7" a! = 0 mod (a™, b”). 


Diese Aussage ist projektiv invariant und nach (2.2) aquivalent mit 


(3. 8) a‘ b P;,” a! = 0 mod (a™, 6”). 
Vom Tensor P;,;" benutzen wir noch seine Symmetrieeigenschaften 
(3. 9) Pipi + Pei =9: Prien™ = 9, 
ferner das Verschwinden der Faltungen 

(3 10) P;,; =0;. P../ = 0. 
Setzt man dann 

(3. 11) Pi,f" at a! = pi’, 

so folgt 

(3. lla) pi a‘ =0: Pi =—(Q, 

und (3. 3) schreibt sich 

(3. 12) pi b' = 0 mod (a”, b”). 


Da dies fiir jeden Vektor 5‘ gelten soll, so folgt mit passend gewahitem u; und v. 
(3. 13) p, =u,a" 4+ Aj -v 


und aus (3. lla) nach Cbherschiebung von (3. 13) mit a‘ bzw. nach Faltung 
iiber i, m, da n + 2, 


(3. 14) v u;a' = 0. 

Jetzt lautet (3. 13) 

(3. 15) P;,"a* a! = pi =u; a”. 

Da diese Gleichung fiir jedes a” und jeden Index m = 1,2... m gelten muB, 
folgt, daB u; eine Linearform in den a‘ ist, daher gilt nach (3. 15) 

(3. 16) Pin” Uick Ap . 


Verjiingt man noch die letzte Gleichung iiber m, /, so folgt nach (3. 10) u;, = 0. 
Daher auch Pian” = 0. 

Alterniert man diesen hinsichtlich des zweiten und dritten Index symmetri- 
schen Tensor hinsichtlich der beiden ersten Indizes, so folgt unter Beriick- 
sichtigung von (3.9) in der Tat P;,,;" = 0. 

Allgemein kann mandeicht notwendige und hinreichende Bedingungen an- 
geben fiir den ebenen Charakter einer einzelnen festvorgegebenen G,. Dazu 
denke man denjenigen einfachen p-Vektor im Ursprung 0 der G,, von dem alle 
Erzeugenden auslaufen. Man yerschiebe diesen p-Vektor parallel langs der 
Erzeugenden. So entsteht ein einfaches p-Vektorfeld, das lings der ganzen G, 


*) Ein ahnlicher Satz fiir eine G,—, in Ap findet sich in VII Bd. 2, S. 180; der vor- 
stehende Satz diirite sich aus jenem gewinnen lassen auf Grund der Tatsache, daB jede 
ebene G, auf unendlich viele Weise als Schnittmannigfaltigkeit von ebenen Gp mit 
p > 2 dargestellt werden kann. Umgekehrt folgt natiirlich aus dem hier gegebenen Satz 
der Srrurxsche, vgl. Cartan (VI), 8. 131. Vgl. ferner Wane: Ann. of Math. 49, 731 


(1949). Die hier vorliegende Art der Behandlung ist mit Riicksicht auf die Anwendung 
im Abschnitt 5 geboten. 


K6nforminvariante Eigenschaften des Rrzemannschen Raumes. 39 


definiert ist (im allgemeinen ist es nicht integrabel) und die Tangenten- 
vektoren g‘ der erzeugenden Geoditischen enthalt. Wir denken dieses p-Vek- 


torfeld gegeben in der Form aliat... di). Es gibt dann auf G, (n — p) linear 
unabhingige kovariante Vektoren },, die die a‘ enthalten: 


y. “5 — 
(3. 17) b, ai =0 aan alii as 
y9w1,2...9. 


Notwendige und hinreichende Bedingung fir den ebenen Charakter der G, 
ist dann 


(3. 18) a‘ V7, at = 0 mod (a#, . . . a4) 


(Bedingungen, die natiirlich entsprechend (3.2) die Integrabilitét unseres 
p-Vektorfeldes zu einer X, implizieren). 

Die notwendigen und hinreichenden Integrabilitatsbedingungen von (3. 18) 
lauten entsprechend (3. 8) 


(3. 19) 7 di a’ Gt P,.," = 0 mod (at... 34) 
“ 
oder nach Uberschiebung mit den (n-p)Vektoren 6; der Gleichungen (3. 17) 


, 4 1,2... 
fiat Gt P.™h. — id Anca: bith 
we we A=1,2...n—p. 

Es gilt also der 

Satz 2: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir den ebenen Charakter 
einer G, ist, daB stimtliche ( Projektiv)-Kriimmungskomponenten verschwinden, 
die ganz innerhalb desjenigen p-Vektorfeldes liegen, das durch Paralizlverschie- 
bung des Uraprungs-p-Vektors lings der Erzeugenden der G,, entsteht. 

Im Fall der G, fir » = 3 existieren z. B. zwei derartige Projektiv- 
kriimmungs-Gr6Ben, die natiirlich nur bis auf einen skalaren nicht verschwin- 
denden Faktor bestimmt sind. 


4. 


Um nun konforminvariante Aussagen zu gewinnen in Gestalt von pro- 
jektiv-invarianten Aussagen tiber isotrope Mannigfaitigkeiten, stellen wir zu- 
niachst einige bekannte Eigenschaften der letzteren zusammen. 

Isotrope Mannigfaltigkeiten sind definiert als Lésungen der konform- 
invarianten Monceschen Gleichung: 


(4. 1) Gxd xidx* =0 


und sind daher selbst konforminvariant. Besonderes Interesse verdienen die 
geodatischen Null-Linien, die bekanntlich konforminvariant sind, und die 
, geodatischen Null-Flichen“ bzw. -Hyperflichen, die von geodiatischen Null- 
Linien erzeugt werden. Insbesondere wiederum diejenigen null-geodatischen 
Flachen, die durch Null-Linien erzeugt werden, die von einem festen Punkte 
und einem ebenen isotropen Flachenelement auslaufen. Dabei wird ein p- 
dimensionales isotropes Flachenelement definiert durch den_,,einfachen 


1 2 Pp 
p-Vektor J/\* ]7*... JT’), dessen einzelne p Vektoren den Bedingungs- 
gleichungen 


(4. 2) If I, =0 (o,» = 1,2...) 
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geniigen. Den Begriff des totalisotropen Elementes macht man sich zweck- 
maBig klar an Hand eines (nm — 1)-dimensionalen projektiven Hilfsraumes 
P,,_,, dessen Punkte den Richtungen eines festen Punktes 0 in V,, zugeordnet 
sind. Der Moncesche Kegel (2. 1) entspricht dann in P, _ ; dem quadratischen 
Gebilde 

(4. 3) giz &' E - 0. 


Die isotropen Flachenelemente der V,, in 0 sind dann in P,_, ebene Punkt- 
mannigfaltigkeiten, die ganz in (4. 3) liegen, d. h. jeder Punkt dieser ebenen 
1 


2 p 
Mannigfaltigkeiten liegt auf (4.3). Sind daher /]*, J7*,... J7‘ linear unab- 
hangige Punkte dieser Mannigfaltigkeit, so mu8 wegen ihres ebenen Charakters 
auch jede Linear-Kombination 
1 2 Pp 

& =e i + pil?+---y 
identisch in x, B,...y (4.3) befriedigen, woraus (4.2) folgt. Bekanntlich 
existieren solche ebenen ,,Erzeugenden* nur fiir » > 4. 

Da die isotropen Flaichenelemente nicht reell zu sein brauchen, so lassen 
wir auch komplexe Veranderliche zu und sehen daher die g, als analytische 
Funktionen der Koordinaten an und lassen demgema8 auch nur analytische 
K oordinaten-Transformationen zu. 

Die Abhingigkeit von der Dimensionszahl in der Struktur der Hyper- 
flache (2. 3) und ihrer Erzeugenden bzw. im Verhalten der isotropen Flachen- 
elemente der V,, zeigt sich in den bekannten folgenden Sitzen: 

Fir n 2 p gibt es durch jedes isotrope (p — 1)-dimensionale Flachen 
element genau zwei p-dimensionale Flaichenelemente, die das Vorgegebene 
yanz in sich enthalten. Isotrope Elemente héherer Dimensionszahl gibt es nicht. 

Fir n =2p+1 gibt es ebenfalls héchstens p-dimensionale ebene iso- 
trope Flaichenelemente. Aber es gibt durch jedes (p — 1)-dimensionale 
Flachenelement eine einparametrige Schar von p-dimensionalen isotropen 
Flachenelementen’). 

Derart erscheint der MoncEsche Kegei (2.1) fiir gerade und ungerade 
\Jimensionszahlen von sehr verschiedenartiger Struktur. Die Art der Ab- 
hangigkeit ist verstandlicherweise die gleiche wie in der konformen Geo- 
metrie. Das Auftreten der isotropen ebenen Flaichenelemente nur fiir n < 4 
entspricht genau dem Auftreten des Konformkriimmungs-Tensors fiir die 
gleichen Dimensionszahlen. Demgema&8 haben wir nun die Aufgabe zu lésen, 
eine natiirliche Verbindung zwischen Konformkriimmung und totalisotropen 
Flachenelementen herzustellen ®*). 

Bei der konformen Transformation (1.1) transformieren sich die Uber- 
tragungskomponenten 


7" as 1 @ 
(4. 4) Tis Ia + 5 (Ai 4+ Ais; _ iz) mit s; = 


S @x' 





*) Damit hangt aufs engste zusammen die bekannte weiterhin wesentliche Tatsache, 
daB fiir gerade Gesamtdimensionszah! im euklidischen Raum (und daher auch im kon- 
formeuklidischen) diese totalisotropen (p = * )-dimensionalen Mannigfaltigkeiten eben 
sind. Fir n = 2 p+ 1 sind sie abwickelbar. 

*) Es ware wiinschenswert, auch geometrische Zusammenhange zwischen dem Bacu- 
sehen Tensor (EvLersche Ableitung von (1. 4) einerseits und isotropen Mannigfaltig- 


keiten andererseits zu konstruieren fir n = 4 (und entsprechend fiir héhere gerade 
)imensionszahlen). 
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Man erkennt, daB entsprechend (3. 1) und (4. 4) auch die Aussage 


(4. 5) IT* 7; IT* = 0 mod ( /7* iT*) 


fiir Vektoren aus einem totalisotropen Element konforminvariant ist, d. h. 
wofern (4.2) erfillt ist. In einer V, ist also die Parallelverschiebung eines 
totalisotropen p-Vektors in einer seiner Richtungen konforminvariant. Ent- 
sprechend (3.7) und (3. 8) ist wegen (4.2) also auch die Aussage 


Ir ip ir Ri," = 0 mod lI”, lr, im) 


konforminvariant und gem&B (1.3) aquivalent mit 


. 2 @ ¥ “ ° ) 
(4. 5a) Il IT* IP C,,;"= 0 mod (JI™, I1™, 7), 
Ferner ist ebenfalls wegen (1. 3): 
Y yu e A v a e , 
(4. 6) TT* TT* If 11" C;4,,, = TT T* TP TT™ Rixy, 


eine relative Konforminvariante. 
An dieser Stelle sei gleich angemerkt, daB auch fir nichtisotrope Vek- 
toren die Aussage 


(4. 7) a‘ 7; b* = 0 mod (a*, b+); at bh, = 0 


konforminvariant ist und mit ihrer Hilfe entsprechend dem Vorangehenden 
auf die Konforminvarianz der Bestimmungszahlen 


(4.8) Rigyp, a D* cl d™ = Cjy,,, a bc! d™, falls atc; =a'd; = bic; = b'd; = 0, 


geschlossen werden kann. La&&8t man nur Nullrichtungen, aber keine total- 
isotropen Elemente zu (wie es bei der Signatur der Metrik unserer Raum-Zeit- 
Welt angezeigt ist), so kommt man auf die konforminvarianten Kriimmungs- 
komponenten 


(4. 9) Rizim a‘ rh 1! bm — Craim a' ad as bm (t' T; tia; ri b; = a b; _ 0) 7 


Damit sind die Méglichkeiten fiir“konforminvariante Bestimmungszahlen 
des Riemannschen Kriimmungs-Tensors erschépft. 

Niaheres iiber die relativen Invarianten (4.9) und (4.8), welch letztere 
bereits von ScHovuTeN (III) behandelt wurde, im 7. und 8. Abschnitt. 


5. 


Nunmebr kénnen die Beziehungen und Ergebnisse des Abschnittes 3 auf 
totalisotrope G,-en in V, iibertragen werden. Wir wollen eine (@, ursprungs- 
totalisotrop nennen, wenn sie von lauter geoditischen Null-Linien erzeugt 
wird, die von einem totalisotropen Flichenelement im Ursprung 0 auslaufen. 
Eine ursprungs-totalisotrope G, hat also im allgemeinen nicht die Eigenschaft. 
daB jede in der G, liegende Richtung isotrop ist; wohl aber ist das p-Vektor- 
feld, das wie in Abschnitt 3 durch Parallelverschiebung des erzeugenden (ein- 
fachen) p-Vektors lings der erzeugenden geodatischen Null-Linien in den 
Punkten der G, konforminvariant definiert ist, totalisotrop. 

Wenn dieses p-Vektorfeld in der G, liegt, ist die G, totalisotrop. Jede 
ebene ursprungs-totalisotrope G, ist auch totalisotrop im tiblichen Sinne, weil 
Orthogonalitat bei Parallelverschiebung erhalten bleibt. 








42 K. L. STELLMACHER: 


Wir beweisen den 


Satz 3: Sind in einer V, mit n=4 alle ursprungs-totalisotropen G,-en 
eben, so ist die V,, konform-euklidisch. 


Wir denken in einer solchen ebenen totalisotropen G, zwei Vektorfelder 
w', JT*. Es gilt gemaB (4.2) und Forderung 2 
(5. 1) woo, = 0 I, = MW, = 0; I J, o* = 0 mod (IT, w*); 
wt J; oF = 0 mod (J1*, w*) 
und nach (4. 5) und (4. 5a) 
(5. 2) TT w* IT! C7" =0 mod (II*, w*). 


Wir benétigen dann die folgenden bekannten Eigenschaften des Konform- 
kriimmungs-Tensors, die unmittelbar aus seiner Definition (1. 3) folgen: 


(5. 3) Crh =9; Cyrje = Chris Camj1 =; Chrepr=9- 
Setzt man 

(5. 4) Cu? T* T =k*, 

so folgt unter Benutzung von (5. 3) 

(5. 5) ki = 0; kj = ki: &,, 7" =90. 


Ferner wegen (5. 2) und (5. 1) 

(5. 6) k; ™ wo w™ = 0. 

Soll nun durch jeden durch O gehenden isotropen Bivektor eine ebene G, 
sich legen lassen, so folgt, daB (5. 6) gilt, fiir jedes w', das (5. 1) befriedigt. 
In unserem projektiven Hilfsraum P,_, mit w‘ als laufenden Koordinaten 
geht also das quadratische Gebilde (5. 6) durch die -Schnittmannigfaltigkeit 
von g;, w' w' = 0 und J]; w* = 0. Ist a; eine weitere nicht weiter festgelegte 


Ebene in P,—;, so liegt also (5.6) im Biischel pg, w' w* + a, w* > IT; w'. 
Daher folgt 


(5. 7) kim = 2Gim + 4G Hy). 

Durch Uberschiebung mit g'” bzw. J7™ unter Beachtang von (5. 5) erhalt man 
nut+a, Ti=n+ - a; IT’ =0. 

Daher gilt, da n + 2, F 


(5. 8) uw =a; I =0. 
Wir haben also schlieBlich 
(5. 9) kin = Ciktm TT IT! = ay IT») 


giltig fiir jedes JJ‘ mit g,, J/* 7]'=0. 


Jede einzelne Komponente von (5.9) ist wiederum eine quadratische Form 
in JT*, z. B. 


kaa) == Cayeia TT* IT' = 4a) Jai IT*. 


Das kya) in P,—, entsprechende quadratische Gebilde geht also durch die 
Schnittmannigfaltigkeit von g;, JJ‘ J7* =0 und g.); JT’ =0. Daher folgt 


kaya) = # Ger HT* IT’ + o Il,, 


wobei o eine lineare Form in //* ist und « unabhingig von //*. Da Ent- 





Konforminvariante Eigerischaften des Rremannachen Raumes. 43 


sprechendes fiir alle n Diagonalglieder von k;,, gilt, so folgt, daB die a; in 
(5. 7) Linearformen der /7* sind; und weiter entspricht (5. 9): 
(5.10) ki», = . (ajp TT® + guy TT! + ay TP + gi) TD) % pi Gey TE TN, 


9 
~ 


wobei nun die a;, und y;,, unabhangig von //* sind. Da (5. 10) eine Identitat 
darstellt, so folgt: 


(5. 11) 2 Ciddm = Fick Jom + Ame Gi + 2 Him * Jer 
Uberschiebung mit g'™ liefert wegen (5. 5): 


i 2 Ae 1) » 2 it Jki> 
dasselbe mit g*! ergibt 
Aim) = — 2 him = — £* Gin 
und schlieBlich mit g'” fahrt auf a;;,,; = 0, und « = 0. Daher folgt Cir», = 90 
und wegen (5.5) auch C;,;,,, = 0. 
6. 

Die Giltigkeit des Satzes 2 vom SchluB des Abschnittes 3 fiir ursprungs- 
totalisotrope G@,-en der V, ist selbstverstandlich: 

Das totalisotrope Ursprungselement der G, sei aufgespannt durch die 


e 
p linear unabhangigen Vektoren //' (9 = 1,2... ), die (4.2) befriedigen 


” 
mégen; die //* seien ferner durch Parallelverschiebung lings der Erzeugenden 
iiberall auf der G, definiert. Dann ist notwendig und hinreichend fiir den 


ebenen Charakter dér G, wiederum 


2 e 1 Pp 
(6. 1) I 1 IPC," =0 mod (I... IP). 


Besondere Beachtung verdient der Fall p = n/2 bei gerader (:eSamtdimensions- 
zahl n. In diesem Falle *) folgt namlich lediglich aus dem Verschwinden aller 
in der G,, liegenden Konformkriimmungs-Komponenten von der Gestalt 


(6. 2) Ci” I HIT Hy, =0 


wiederum (6. 1). Denn diese n/2-dimensionalen isotropen Elemente haben dic 
Eigenschaft, daB jeder Vektur a‘ mit 


¥ ’ ' 
(6. 3) a‘ JT; =O(v = 1,2... p) darstellbar ist als at = ) a JI’. 
y= 
Besonders im Falle n = 4 geniigt fiir den ebenen Charakter einer (@, das 
Verschwinden der einzigen Rotgemgene nte 


Ciktm IT It It [lm = 0. 
Somit kann die totalisotrope Kriimmungskomponente einer solehen @, in 
V, als Kennzeichen fiir die Unebenheit dieser isotropen Mannigfaltigkeit an- 
gesehen werden. Bei héheren geraden Dimensionszahlen gilt Entsprechendex 
nur fiir die Gesamtheit aller vollstaéndig isotropen Kriimmungskomponenten. 
In diesem Zusammenhang lassen sich sehr leight die Integrabilitats- 


bedingungen fiir die Existenz vollstandig rac) ria tiaMGL I, 








%) Ist dagegen 2p < n, so gibt es auBer den 7; (v= 1,2... p) noch (nm —-2 p)- 


, 
Vorions bi _ b; Ili = = 0. Auber (6. 2) miissen dann natiirlich noch die Gi. 


Rix” ii Ik in bn 0 erfillt sein, um auf (6. 1) schlieBen zu diirfen. 
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aufstellen, d. h. von solchen Mannigfaltigkeiten, die nur isotrope Richtungen 
enthalten, fiir den Fall einer geraden Gesamtdimensionszah| und der Dimen- 
sionszah! p = n/2 fiir die totalisotrope Mannigfaltigkeit. Wir beweisen den 
Satz 4: Eine p-dimensionale totalisotrope (holonome) Mannigfaltigkeit J, 
in V,, mit n = 2 p ist notwendig eben. 
Zum Beweis denken wir irgend p linear unabhiingige Vektorfelder 
UI, ie it’) in der J,, die natiirlich (4. 2) befriedigen miissen. Damit es 


nun wirklich eine J, gibt, die sich durch die p Vektorfelder IT legen 1aBt, 
sind notwendig und hinreichend entsprechend (3.2) die 4 p-(p—1) 
Integrabilitatsbedingungen : a 

(6. 4) Iv, 1 — IV, I =0 moa (17... iP). 


Andererseits kann man die Relationen (4. 2) in jeder in der J, liegenden 
Richtung differenzieren. Es folgt: 


’ e e ’ 
6.5) iM, 1, 1+ I, INV, 1 =0 (u,v,0 =1,2...p). 
. 
Ferner aus (6.4) durch Uberschiebung mit //, 
e Ld . = o 
6.6) I, 9, I — th, IV, I =0 (w,»,0 =1,2...9). 


Denkt man fiir den Augenblick die Indizes 0, u, » fest und voneinander ver- 
schieden gewahlt, so folgen fiir diejenigen 6 Skalare, die in (6. 5) und (6. 6) 
durch Permutation von y, »,o entstehen, 6 linear unabhingige Relationen, 


namlich 3 vom Typ (6. 5) und 3 vom Typ (6. 6). Daher folgt das Verschwinden 
simtlicher Skalare: 


e M 

(6. 7) fl, 11 J, I®¥ =0; 0+ v + pw. 

Analog schlie8t man auf das Verschwinden der entsprechenden Skalare mit 
2 gleichen Indizes: Bei festem o, und vy = yu gibt es deren 3. Man hat 2 Rela- 
tionen vom Typ (6. 5) und eine (6. 6) die wiederum von einander linear un- 


abhingig sind, so daB (6. 7) in der Tat auch fiir 2 gleiche und schlieBlich ge- 
ma8 (6. 5) auch fiir 3 gleiche Indizes 9, v, « gilt. — Alle Vektoren der Gestalt 


IT‘ 7; IT* haben ‘also die Eigenschaft, daB ihr inneres Produkt mit jedem 
c 
der isotropen Vektoren JJ‘ verschwindet. Daher folgt nacli (6. 3) 
v “ 1 Pp \ 
(6. 7) IY, 1 =0 moa (it .. Tr). 
Das heiBt: GemaB 2. ist die J, eben. 

Soll sich nun durch jeden Punkt der V,, in jeder totalisotropen p-dimen- 
sionalen Hyper-Flachenrichtung eine J, legen lassen, so folgt, daB jede G,, 
die von einem totalisotropen p-dimensionalen Hyperflachenelement auslauft, 
eben ist. Da nun jede in 0 ursprungs-totalisotrope G, im Falle n =6 als 
Schnittmannigfaltigkeit von 2, im Falle von n > 6 als Schnittmannigfaltig- 
keit von unendlich vielen ebenen totalisotropen G,-en, die durch 0 gehen. 
erhalten werden kann, so folgt nach einer einfachen CarTanschen SchluB- 
weise (VI), S. 131, daB auch alle totalisotropen G,-en eben sind!®). Daher 
gilt nach dem im vorigen Abschnitt bewiesenen Satz 3 der 

1°) Vgl. FuBnote *) auf Seite 38. 
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Satz 5: Kann man in einer V,, (mit n = 2 p) durch jeden Punkt in jeder 
totalisotropen p-Richtung eine totalisotrope p-dimensionale Hyperflache J, legen, 
so ist die V,, konform-euklidisch™). 

% 

Wir greifen noch einmal auf die konforminvarianten Bildungen (4. 7) und 
(4.8) zuriick, um auch dafiir eine geometrische Deutung zu geben (oder 
wenigstens fiir ihr Verschwinden). 


, , és , 
Denkt man eine Kurve gegeben mit dem Tangentenvektor a‘ = a und in 


einem Punkt der gegebenen Kurve normal zur Tangente einen Vektor }', 
so kann man 5b‘ lings der Kurve in konforminvarianter Weise verschieben, 
indem man fordert, daB b‘ im gewéhnlichen Sinne Riemannscher Ubertragung 
langs a‘ infinitesimal parallel-verschoben wird, aber nach jedem Schritt 
infinitesimaler Verschiebung aus der Vektormannigfaltigkeit « a‘ + 8 b' der 
zu a‘ normale ausgesucht wird. Dieser ProzeB ist konforminvariant. Analytisch 
folgt er im einzelnen aus (4. 7), d. h. 


(7. 1) a’ 7,b& = aa* + Bb, aia;=1 


folgendermaBen: durch Uberschiebung mit a* bzw. b* erhilt man aus der 
Forderung a‘ b; = 0: 


(7. 2) a = — by (a' V, a") und p = —! —_ a V, (0b, *. 
(5 by) 
Setzt man fiir den langennormierten zu verschiebenden Vektor: 
i 
(7. 3) —— = 
(0 b,)* 
und fiir den Kriimmungsvektor der gegebenen Kurve 
(7. 4) a‘ J, a* = u*, 
so folgt 
(7. 5) a’ 7, BY = B; wu - at 


(natiirlich konforminvariant). Transformiert man mit Hilfe von (1.1) die 
a‘-Kurve in eine Geoditische, was mit passend gewiahltem o immer méglich 
ist, so geht bei dieser speziellen konformen Normierung der ProzeB (7. 2) 
bzw. (7. 5) in die gewéhnliche Parallelverschiebung iiber. 

Wir definieren also durch (7. 2) oder (7. 5) den Begriff der konformen Ver- 
schiebung lings einer vorgegebenen Kurve. 

Besonders naheliegend ist es, die Konform-Verschiebung eines Vektors 
langs einer geoditischen Null-Linie zu untersuchen. Sei eine Kongruenz von 
geoditischen Null-Linien mit der Tangente rt‘ als Gradientenfeld gegeben: 


7 21 = ; € 
(7. 6) v7V,e=0; riey=0; == T, 


., 1) Dieses Ergebnis steht im Widerspruch zu einem Ergebnis der Arbeit von Lense: 
Uber ametrische Mannigfaltigkeiten. Jber. dtsch. math. Ver. 35, 286 (1926). Dort 
liegt jedoch ein Versehen vor, das darauf beruht, daB (auf S. 287) nach Auswahl der 
sechs Funktionen 9, Po, 93, Yy Ye Xi die tibrigen zehn Funktionen 9, ya, 7« als (irra- 
tionale) Funktionen der ersteren sechs angesehen werden miissen. Daher ist insbesondere 
die SchluBweise nicht erlaubt, da die beiden letzten Gleichungen der Seite 287 nach 


é é , 
<% una <2 aufgelést werden kénnen. 
v4) x, Ox, 
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so mu zunichst der zu verschiebende Vektor b' in der Tangentialebene an 
die betreffende Nullfliche t = const liegen, damit der Proze8 


(7. 7) tv’ V7, b' =0 mod (tr, Bb‘); bir, =0 

konforminvariant sei. Nach Einfiihrung von 5 = Fi entsprechend (7. 3) 
bleibt 

(7. 8) v V, B=at' 


mit willkiirlichem «, weil die Bedingung b' rt; = 0 in diesem Falle automatisch 
erhalten bleibt. Daher spricht man hier zweckmaéBig von der konformen 
Parallelverschiebung des Bivektors 5!‘ r*: lings einer geodiitischen Null-Linie. 
Dadurch ist ein konform-geodatischer Flachenstreifen definiert. Dieser Begriff 
ist sinnvoll erst fir » >4, da fiir n =3 trivialerweise nur der Flachen- 
streifen der Nullflaiche t = const herauskommt. 

Wesentlich ist, daB bei diesem ProzeB, wenn er simultan an zwei zueinander 
(und zu t‘) orthogonalen Vektoren 5‘ und c‘ ausgefiihrt wird, deren Ortho- 
gonalitaét erhalten bleibt, obwohl 5‘ und c' nur modulo 1‘ festgelegt sind. 

Wir fragen, wann die in einer Flache t = const liegenden Bivektoren, 
die durch Parallelverschiebung lings der Null-Linien in sich iibergehen, 
X,-bildend sind, wann also innerhalb der ,,Wellenfliche +t = const, zwei- 
dimensionale Flachen existieren, die aus konform-ebenen Streifen zusammen- 
gesetzt sind. In Analogie zu (3. 2) ist dafiir notwendig und hinreichend 


(7. 9) ti, b — BF V7; ct = 0 mod (6 r*). 
Unter Beriicksichtigung von (7. 7) folgt daher 
(7. 10) bt V7; ct = 0 mod (6+, r*). 


Als Integrabilitaétsbedingungen erhailt man aus (7. 10) und (7. 6) unter Be- 
riicksichtigung von (7. 7): 


(7. 11) 2r8 bE Ti > Vey to = Riz! tb r* = 0 mod (r’, 5), 
und das ist aquivalent mit 
(7. 12) Cig, 6 cc! = O mod (1, b™). 


In Analogie zu (5. 4) setze ich kin = Cig;_ t* 7 und 

ki 6° = O mod (1, 6”) . 
Soll dies fiir alle Vektoren 5‘ gelten mit 6‘ 1; = 0, so folgt, daB es einen 
Skalar u und einen Vektor gq; geben muB, so da®B gilt: 

kn = THM + MGA 

in vOlliger Analogie zu (3.20). Wie im Abschnitt 3 folgt wegen des Ver- 
schwindens von kj und &;,, 7 « = tg; =0 und daher 
(7. 13) kp =tad;: teg, =9. 
Das ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dau samtliche 
konform-geoditischen Flachenstreifen, die innerhalb einer Nullfliche t = const 
liegen, dort X,-bildend sind. 


Soll das nun fiir Nullflachen in jeder Nullrichtung gelten, so folgt genau 
wie im Abschnitt 3 das Verschwinden des Konformkriimmungs-Tensors. 
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Damit haben wir den Satz 6, der wiederum aufs Beste die Sonderstellung 
der Dimensionszahlen 3 und 4 beleuchtet: 


Satz6: In einer V,, mit n = 4 sind alle konformgeodétischen Flachenstreifen 
dann und nur dann X,-bildend, wenn die V,, konform-euklidisch ist. (Fiir 
n = 3 sind diese Flichenstreifen trivialerweise stets X,-bildend.) 

Um noch die gewiinschte Deutung von (4. 9) zu geben, geniigt die Bemer- 
kung, daB im vorstehenden statt (7.12), giiltig fiir jedes 6‘ mit b'r; = 0, 
auch die Forderung des Verschwindens von (4. 9) (a* und b* beliebig, aber zu- 
einander orthogonal und in der Tangentialebene 1; liegend) gewahlt werden 
kann. 

8. 

Wir nennen eine Vv. in V,, konform-eben, wenn sie eine der drei folgenden 
Eigenschaften besitzt, die einander aquivalent sind: 

‘ 1. Jeder in der V, liegende Vektor, der lings eines beliebigen Weges in 
der V, konform verschoben wird, bieibt in der V,. 

2. Jede geoditische Null-Linie, die ein Linienelement, d.h. 2 infinit. 
benachbarte Punkte mit der V, gemein hat, liegt ganz in der V,. 

3. Die V, besteht nur aus Nabelpunkten **). 

Zur analytischen Formulierung von 2. und 3. lehnen wir uns der Ein- 
fachheit halber an SchHoutTEeNs Standardwerk (IV), S. 179/180, und beweisen 
die Aquivelenz nur fir g=n-—1. Die Erweiterung auf allgemeineres ¢ 
macht keinerlei Schwierigkeiten. 

Sei 7” der Normalenvektor der vorgelegten Flaiche (bzw. Hyperflache), 
der langs der Flache und auBerhalb als Gradient und von der Linge 1 voraus- 
gesetzt wird, sei ferner h,, der zweite Fundamentaltensor. Die erzwungene 
Kriimmung (Normalenkriimmung) einer in der V,,_, verlaufenden Kurve mit 
der Tangente i” ist definiert als 


(8. 1) ur = — jr (ha git) mit i, = 1. 


Fiir einen Nabelpunkt ist diese Krimmungskomponente unabhangig von der 
Richtung der Flachenkurve, also 


’ l 
(8. 2) hw =2 Gs B= ——. hb; h=h,,g’, 
wobei ‘9,5 = Gur — juj» die in die V,—,-fallende Komponente von g,, ist. 
Soll ferner die Forderung 2. erfiillt sein, so folgt, daB fiir eine geodatische 
Null-Linie mit der Tangente rt’ die Bedingung des in der V, _,-Liegens, 
t,j’ = 0, langs der geodiatischen Nullinie erhalten bleiben soll: 


tt, (tj) =3, Ver + tte Vj, = 9. 
Daher folgt wegen t* 7, 7” = Ar’ und r*j, = 0: 
tT Vijp = t* Phi, =0 
fiir jedes tr’, das rt‘ j; = 0 und r*1°g,, = 0 erfiillt. Daher folgt wiederum 
(8. 2). Umgekehrt folgt aus t* r*h,, = 0, daB die Bedingung r‘ j; = 0 lings 


der Geoditischen erhalten bleibt. — Die Aquivalenz von 2. und 3. ist also 


erwiesen, gleichzeitig auch die (bekannte) Tatsache, da der Begriff des 
Nabelpunktes konforminvariant ist. 


a8) Die Analogie zur Cartanschen Charakterisierung ebener Mannigfaltigkeiten (in 
(VI), Chap. V) scheint mir bemerkenswert. 
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Soll schlieBlich 1. erfiillt sein, so folgt aus (7. 2), wenn a’ und 6” normal 
zueinander und zur Flaichennormale j’ sind: 


(8. 3) j, a" V,, 6" = 0. 
Daraus folgt wegen der erwaihnten Orthogonalitaten 
(8. 4) ba V9, = 


Da nun, wenn wir das Normalenfeld auBerhalb der V,_, als auto-parallel 
fortgesetzt denken, definitionsgemaB gilt 
(3. 2) h,. = Vates 
se folgt aus (8.4), daB® alle orthogonalen Bestimmungszahlen von h,, mit 
zwei ungleichen Indizes verschwinden. Daher folgt wieder (8.2), das wir 
zweckmaBig in der Form schreiben 
(5. 6) Yule — ar (Gus Iu de)- 

Damit ist die Aquivalenz von 1., 2. und 3. gezeigt. ScHouTEN schreibt die 


Integrabilitatsbedingungen fiir die nur auf der V,,_, giiltige Gl. (8. 6) in der 
Form: 


4 ikl aa l : 
(8. 7) Busy (Rie: ja — Gye hij 7 = 0; 


wobei der davorstehende Koeffizient BY, andeuten soll, daB nur alle in der 
V,,— 1 liegenden Komponenten von (8. 7) zugelassen sind. Soll es nun zu jeder 
Normalenrichtung durch einen fest vorgegebenen Punkt mindestens eine 
Nabelfliche geben, so folgt, da8 simtliche orthogonalen Bestimmungszahlen 
des Riemannschen Tensors, bezogen auf ein beliebiges orthogonales n-Bein, 
verschwinden miissen, woraus nach einem Scuoutenschen Satze (III, S. 84) 
das Verschwinden des Konformkriimmungs-Tensors fiir n > 4 folgt. Damit 
ist auch eine Deutung von (4. 8) gegeben. 

Es ist bisher nicht bemerkt worden, daB auch im Falle n = 3 ein ent- 
sprechendes Ergebnis"*) zu erhalten ist. — Durch Uberschiebung von (8. 7) 
mit ‘g’? = g7* — jr? folgt namlich 

a i 
8 , Pine eae -0; 2. 
(8. 8) Bs (Ri. a er h) : a=1,2 
weiter, durch Rotationsbildung: 
7 i *. n 2 é ; 
Bip k (2, R;,7” = “ x; h) 0. 
Daraus folgt wegen des Gradientencharakters von j, unter Benutzung von 
(8. 6) . 
ji” Bo Bs Ju Rij» = 9. 

Mithin das Verschwinden der orthogonalen Bestimmungszahl des CoTton- 

schen Tensors (1. 2): 
jy” a* bi Ve Li}, =0; atb; = at ji . bj, =0. 
13) Das hierzu im Widerspruch stehende Ergebnis fiir n = 3 in Scnouren (III) und 


(IV), S. 180 beruht auf einem Versehen. Eine Vereinfachung des vorliegenden Beweises 
fiir n = 2, 3 verdanke ich der Liebenswiirdigkeit des Herrn ScHouren. 
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Soll sich nun wiederum durch jede Flachenrichtung eine Nabelpunkt-Flache 
legen lassen, so folgt wiederum das Verschwinden aller orthogonalen Bestim- 
mungszahlen des Cortonschen Tensors mit drei verschiedenen Indizes. 
Daraus schlie8t man dann durch Ausfiithrung passender Drehungen des 
orthogonalen 3-Beines (ahnlich wie bei ScnowTen (III), S. 84) auf das Ver- 
schwinden des Tensors ‘7, Lj},- 


9. 


Die konforminvarianten Aussagen der letzten Abschnitte (4 bis 8) haben 
die Eigenschaft, dariiber hinaus noch invariant zu sein gegeniiber ,,erweitert 
konformen Transformationen": 


(9. 1) Tin = Tin + (Ai Dy + Al Pe + 91% G'* Ga) > 


wobei p; und q; beliebige Vektoren sein diirfen (deren Komponenten analyti- 
sche Funktionen der Koordinaten sind). Die erwihnten Aussagen sind ném- 
lich sowohl projektivinvariant als auch konforminvariant, ohne daB jemals 
von der Gradienteneigenschaft von s; (4. 4) Gebrauch gemacht worden wire. 

Es liegt danu nahe, anstatt der Sitze 3, 4, 5 und 6 verallgemeinert konform- 
invariante Aussagen zu suchen iiber eine A,, (allgemeine symmetrische Uber- 
tragung"‘)) mit zusitzlich bis auf einen skalaren Faktor vorgegebenem Funda- 
mentaltensor og;,. Wahlt man einen, g;,, davon aus, so setze man mit 
ScHouTen (IV), S. 128 unter Abspaltung der zu g;, gehérenden CHRISTOFFEL- 
Symbole {},}: 


(9. 2) lin = {1} + T;,/. 

Ferner 

(9. 3) Vg" =@Q,.*"; V, Jip = | ae 
(9. 4) Daher: Qr.oe = Zigee + Za0-n- 


Bei (9. 1) hat man 
"Faw = 7,’ + (Aj Py» ALP 4 9n19"* Ix) 
und 
(9. 5) ‘Qi- oy = Qa. ou + (Gua (P, - q») T Goa (Py 6 qu) Tr Gv x *2 Pa)» 
durch Uberschiebung mit g** bzw. g’* erhalt man nach leichter Rechnung 
fir die Vektoren 


. 1 . 
(9. 6) U. = sew ey (8 Gee — Ce’) 
und 
y 1 . 6 « 
(9. 7) Ve = on 1) (n+ 2) ((n + 1) d.- »—2Q,.. ) 


die Transformationsgesetze gegeniiber (9. 1) in der Form: 
'U, =U, + (Pp. +4) 
'V,=V,+2p,. 
Daher ist 
(9. 8) Cron = Qioy — (AU, + An U, + Gav * Ve) 
‘*) Asymmetrie der (bertragung wire hier nicht sachgemaB, da ein schiefsymmetrischer 


Anteil Vien der Ubertragung durch (9.1) nicht beeinfluBt. wird. 
Mathematische Annalen. 123. 4 
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verallgemeinert konforminvariant. Es gilt 
(9. 9) ce 


—_— S a= 
ae = Cyn a 


Das Verschwinden von (9. 8) ist offenbar notwendig und hinreichend dafiir, 
daB die A,, durch (9. 1) in eine V,, mit vorgegebenem g;; transformiert werden 
kann. 

Ferner sind invariant gegeniiber (9.1) die geoditischen Nullinien, falls 
sie existieren. 

Dafiir, daB es geoditische Nullinien in jeder Nullrichtung gibt, ist not- 
wendig und hinreichend, daB die Eigenschaft eines Vektors a‘, Nullvektor 
zu sein, bei autoparalleler Verschiebung erhalten bleibe. Aus 


a‘ a*g;, =0 und a! 7, (a‘ 2* 9;,) = 0, sowie 
a’ J,a' =ia' 
folgt aber 
I 


a! a‘ a* 7, 9:4 = 0 


fiir jedes a‘ mit g;,a'a* = 0. Daher hat man nach (9. 3) als notwendige und 
hinreichende Bedingung fiir die Existenz geoditischer Nullinien in jeder 
Nullrichtung 
(9. 10) Qi-en = Ged: 
Der Vektor r; transformiert sich bei (9. 1) 
Tj = Tj + 2 p; + Q- 

Aus (9. 10) folgt: 

Cii-en = 9%). 


\uBer durch (9. 1V) ist Q;.,, bestimmt durch einen Tensor 
Hix: Vi-klL> 


Axa = 0 


der die Relation 


erfiillen muB. Es gilt dann 


4 
Qi-ni = Wi-en + | Aan 
(Entsprechend fiir den Tensor (9. 8)). 
Wir definieren ferner eine ,,pseudo-Wery.ische Ubertragung* durch: 


yi i 1 i > i . ia 
(9. 10) Vier = {ei} + 9 (Ak Pr + Ai Pe+geig ** Q.)- 


Wir stellen die Frage, wann diese Ubertragung durch eine Transformation 
(9. 1) euklidisch gemacht werden kann. 

Wir bemerken, daB sich (9. 10) auffassen l4Bt als durch projektive Trans- 
formation (2.1) mit 2 p; = P; — Q; aus einer Wreyischen Ubertragung 


i F . = i i ’ 
(9. 11) Pei= {ia} + gy (Ak QO + Ai Qu + Gu @) 


hervorgegangen. Danach bilde man aus dem zu (9. 10) gehérigen RreMANN- 
schen Tensor R,,,,,,= 2..." 9,, und alterniere diesen Tensor in den beiden 
hinteren Indizes. Schreibt man jetzt fiir den RremaNnschen Tensor der zu 


so erhalt man unter 


our? 


giz gehdrigen Rremannschen Ubertragung K 


; *) Das ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir Existenz geodatischer 
Nullinien! 
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Benutzung der bei ScHOUTEN (IV) auf Seite 129 und 217 angegebenen Formein: 


1 
Ra ptar) —_ Kayawe—Z (Owa Gu» — Qua Jur + Our Jui — Qunv” Gua)s 
wobei 


= l = , 
Qws =2 VQ + QoQ — gq Iw Q, 0 +2 VP — 2 po Pi"). 
Setzt man daher 


a «a = l - 
Ry, = Ra ytang”” und Lys = Rua + 24+) Rua, 
so ist in Analogie zu (1. 3) der Konformkriimmungstensor 
l a ~ a “a 
(9. 12) "a Cages ss g”* Ra ular) + Gar (Loa Gur = Lya Gur + LyvGor — Loe Gna) 


véllig unabhangig von p; und Q; und iiberdies identisch mit dem zur V, von 
giz gehdrigen Konformkriimmungstensor (1. 3). 


Nach dieser Vorbereitung beweisen wir den 

Satz 3a: LaBt sich in einer A, mit vorgegebenem g;, durch jeden Punkt 
eine 2-dimensionale totalisotrope ebene Fliche (J,) legen, so ist die A,, erweitert- 
konformeuklidisch **). 

Beweis: Wir gehen wie beim Beweis von Satz 3 aus von dem totalisotropen 
nicht verschwindenden Bivektorfeld wl!‘ J7*), das iiberall die Tangential- 
ebene der J, definieren mége und natiirlich (4. 2) erfiillen soll. Bei Parallel- 
verschiebung bleibt der Bivektor in der J,. Ferner bleibt bei Parallelver- 
schiebung innerhalb der J, ,,Orthogonalitaét beziiglich g;,‘* wegen (4.2) er- 
halten. Daher folgt aus 
0=— IT VY (wt w g;,) == 2 WO; ITT V1 wt + wt w* IT V1 Jiz Wegen (4. ) und (9. 3) 
(9. 13) Q1-iz IT wt w* a= Q, 


Soll dies fiir jeden totalisotropen Bivektor gelten, so schlieBt man analog 
(5. 7) unter Benutzung von (9.9) auf das Verschwinden von (9.8). Daher 
brauchen wir jetzt nur noch pseudo-Weryische Ubertragungen (9. 10) 
zuzulassen. 
Da nun entsprechend (5. 2) sowohl das Verschwinden von 
w* IT* Rixim wo II™ = 0, 
als auch 
w IT* Rizim IT wo” = 0 


folgt, so gilt, wenn man die beiden letzten Gleichungen voneinander abzieht, 
gemaéB (9. 12) und (5.1) auch 


o TT* Rigtim @ I” = wf T* Cix,_, o! ™ = 0. 
Danach sind alle Schliisse des Abschnitts 5 von GI. (5. 6) an giiltig, und der 
Satz 3a ist bewiesen. Ahnlich kann man auch die iibrigen konforminvarianten 
Satze der letzten Abschnitte verallgemeinern. 
Aus Gleichung (9. 12) und deren Ableitung folgt iibrigens der Satz: Wenn 
eine V,, durch erweiterte konforme Transformation (9. 1) euklidisch gemacht 
werden kann, so ist sie konform-euklidisch im gewéhnlichen Sinne 


18) Ti ist die kovariante Ableitung unter Benutzung der Ubertragung (9. 11a). 
%*) Der Satz ist auch noch richtig fiir ursprungstotalisotrope ebene G,-en, wie ohne 
Beweis mitgeteilt sei. 


4* 
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Uber Differentialsysteme, welche aus multiplikativen 
Klassen mit exponentiellen Singularitaten entspringen. I. 


Von 
Hetmut Rowere in Wiirzburg. 


Den vermutlich ersten Schritt zu einer itibergeordneten Theorie fiir ver- 
schiedene spezielle Funktionen bedeuten die Arbeiten von R. K6Onic [2] und 
R. Kéntc—H. Scumipt [7]. Sie umfassen u. a. die TSCHEBYSCHEFFschen 
Polynome, die LEGENDEschen und GEGENBAUER -NIELSENschen Funktionen 
und gewisse von PINCHERLE angegebene Polynome. Etwas friiher bereits 
wurde von R. K6nie [3]—[5] in seiner Klassentheorie das geeignete Hilfs- 
mittel zur Untersuchung von Differentialsystemen geschaffen. Mit ihr baut 
H. Scumipt [9], der kurz vorher die komplementire Klasse zum ersten Male 
fiir ein nicht-hypergeometrisches Differentialsystem studiert hatte [8], seine 
Arbeit auf, die zu weitreichenden Resultaten hinsichtlich der Art eines Diffe- 
rentialsystems und der Art des zu ihm adjungierten Systems fiihrt. Diese Ar- 
beit faBt die Theorie der meisten speziellen Funktionen, die einem Differential- 
system vom Fucusschen Typ geniigen, zu einem einheitlichen Ganzen zu- 
sammen. 

Die hier angestellten Uberlegungen fiihren iiber H. Scumipr hinaus und 
liefern eine Anzahl] von Funktionssystemen als Spezialfalle. Vor allem um- 
fassen sie auch Differentialsysteme mit Stellen der Unbestimmtheit. Dadurch 
gelingt es fiir die meisten der gebriuchlichen speziellen Funktionen, falls sie 
durch ein (lineares) Differentialsystem definiert sind, eine tibergeordnete 
Theorie abzuleiten. Das wesentliche Milfsmittel ist wie bei H. Scumript die 
R. Kéntasche Klassentheorie. 


n 
Wahrend H. Scumipt ausgeht von der durch // (z — a,)"" erzeugten 
n v=0 
Klasse, bildet hier JZ (z — a,)**e"™, r(z) rational in z, den Ausgangspunkt. 
v=0 


In ihrem aéuBeren Aufbau schlieBt sich die Arbeit an die H. Scumiptsche Theo- 
rie an, soweit sie nicht andere, eigene Methoden verwendet, die H. Scumipt 
in seinem Spezialfall nicht benétigt. Die arithmetische Grundlage geht in 
ihren Gedanken zuriick auf die R. Kéniasche Theorie fiir den einfachsten 
Fall » = 1 der relativ zur schlichten Ebene multiplikativen Funktionen [3] 
bis (5|. Uber R. Kénie hinausgehend sind in unserem Fall die Klassenfunk- 
tionén mit Stellen der Unbestimmtheit in Form von exponentiellen Singu- 
laritaéten behaftet. Die arithmetische Theorie lauft in der vorliegenden Arbeit 
vollkommen parallel zu der von H. Scumipt a. a. O. verwendeten Speziali- 
sierung der R. KOnicschen Gedankengange. Weil es sich jedoch hier um all- 
gemeinere Klassen handelt, konnte nicht unmittelbar auf die Arbeiten von 
R. Kénte bzw. H. Scumipt verwiesen werden, falls fiir die arithmetischen 
Grundlagen nicht gréBere Vorarbeiten beim Lesen der Arbeit erforderlich 
sein sollten. 
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Im ersten Teil der Arbeit werden die arithmetischen Eigenschaften der 
Klasse entwickelt. Dabei zeigen sich immer wieder deutlich Parallelen zur 
Theorie der Algebraischen Funktionen. Die Definition des Multiplums erfolgt 
in der gewohnten Weise. Dabei gelangt man sehr schnell zum RIEMANN- 
Rocuschen Anzahlstheorem, das hier in zwei Sitze zerfallt (Satz 2, Satz 2’). 
Entsprechend der Dualitét Funktion — Differential werden die Elementar- 
funktionen und die Elementardifferentiale vollkommen gleichberechtigt de- 
finiert. Es ergibt sich eine ,,Partialbruchzerlegung’, die ganz analog liuft wie 
die aus der Theorie der Algebraischen Funktionen bekannte. Als Nachstes 
treten die Elementarfunktionen und -differentiale zweier Variablen auf. Auch 
die zugehérigen Ableitungssitze haben ihr gelaéufiges Analogon, das aller- 
dings oft in Nichtbeachtung der erwahnten Dualitat nur fiir die Differentiale 
angegeben wird. In den folgenden Vertauschungstheoremen tritt diese Duali- 
tat zwischen Klasse und komplementirer Klasse einerseits und Funktionen 
und Differentialen andererseits sehr klar hervor. Aus diesen drei Theoremen 
folgen die Reduktionssiatze, welche — analog den Algebraischen Funktionen — 
gestatten, fiir die Klasse eine endliche Basis aufzustellen, falls man zwei Funk- 
tionen, die sich nur durch eine Ableitung unterscheiden, identifiziert. An- 
schlieBend an die Reduktionssiitze folgen Aussagen tiber die Reduktions- 
koeffizienten, die in einem gewissen Kérper enthalten sind. 

Der zweite Teil bringt dann die Untersuchung der Integrale tber Klassen- 
funktionen. Im dritten Teil hangen die bis dahin festen Singularitaéten von 
einem Parameter ab, was zur Aufstellung und Diskussion der Differential- 
systeme fiihrt. 


§ 1. Definition der Klasse. 


Seien in der schlichten Ebene » + 1 im Endlichen gelegene Punkte 
Gy, . . -» @, gegeben. Jedem dieser Punkte ordnen wir eine ,,Charakterisierungs- 
funktion“ f, (z) zu: 


vy —1,» Cy, —2,» _ ) 
(i) » (Zz (z os ” 1, ex f = eee ’ . ' 
f ( ) P) zZ— dy, (Y» " 1) (g—a,)"— 25 
mit cy, +0; ferner soll fir c, -1s =a, gelten: 
(1a) 0<R (a,) <1. 


Weiter ordnen wir dem Punkt z = « die Charakterisierungsfunktion /,. (z) zu: 


z “Yor1,” _ ee an Tee 
(loo) foo (z) « exp | Cyc? 0 % Yo+1 ~ j 
mit ¢y. + 0 fiir y. 20 bzw. 
foo (z) = 2~ “ee 
fiir yo = — 1. In beiden Fallen verlangen wir fiir c,_ + 1,0 = Goo: 
n 

(loa) too = — » a, (mod 1); 0S R (an) <1. 

v=0 
a, heiBt der zu a,(co) gehérige reduzierte Exponent, A, = e**'*» der zu- 


gehorige Multiplikator. Es ist also A, + 0. 


Definition 1: Unter der multiplikativen Klasse k verstehen wir die Ge- 
samtheit der Funktionen y +/ (z), welche den Bedingungen geniigen: 
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1. Bedeutet € die von den a, nach oo durch einander nicht iiberkreuzende 
Schnitte aufgeschlitzte Ebene, so ist f(z) in €, abgesehen von den Punkten a, 
und gegebenenfalls co, meromorphen Verhaltens. 

2. Ist 2, der von a, nach oo verlaufende Schnitt und bezeichnen wir mit z+ 
die bei Durchlaufung von &, in Richtung aus a, nach oo auf dem rechten Ufer, 
mit z~ die auf dem linken Ufer von &, gelegenen Punkte, so ist 


f (2+) =A, f (27). 


3. In a, (co) ist der Quotient f (z):f, (z) (f (z): foo (z)) rationalen Verhaltens. 
Offensichtlich ist 


" fot) cba, 
(2) W (z) = I1 f, (2) - =p Ss" 0s, 
vy=0 bad v=0 
eine Klassenfunktion. Aus Def. 1 folgt fast unmittelbar, dal k identisch ist 
mit der Gesamtheit der Funktionen R (z) W (z), wenn R (z) die Menge der in z 
rationalen Funktionen durchlaiuft. Da 
%,~ 3 
. Ci» 


(1b) fr (z) =f, (2) & 


y—A 
A=0 (z—a,)’” 


Yotl 


(leo b) feo (2) = — fo (2) S Caw z’? 
A=0O 


ergeben sich sofort die folgenden grundlegenden K lasseneigenschaften: 
1. mit y € k& ist auch R (z) ye k. 
2. mit y, €k, y, €k ist auch y, + y, € k. 
3. mit y € & ist auch of € 


A 


In der Folge wollen wir auch Teilmengen von k, welche diesen drei Be- 
dingungen geniigen, als Klassen bezeichnen. 

Die ganze Zahl p = a» + a, +--+: + a+ ao nennen wir nach R. Konic [5] 
das arithmetische Geschlecht der K asse. Das Geschlecht ist eine nicht nega- 
tive ganze Zahl < n + 1. 

Von der Klasse k ausgehend erhalten wir weniger umfassende Klassen 
(da8 die folgenden Teilmengen von k wieder Klassen bilden, ist trivial): unter 
ky verstehen wir diejenige Teilmenge von k, deren Elemente mit Ausnahme 
der a, und eventuell co héchstens in den Punkten der endlichen Menge 8, 
welche keinen der Punkte a,, oo enthilt, singulir werden; entsprechend ver- 
stehen wir unter k, diejenige Teilmenge von k, deren Elemente auBer den a, 
und gegebenenfalls « keine weiteren Singularitéten mehr aufweisen. 


§ 2. Divisoren und Multipla. 


Nunmehr weisen wir jedem Punkt von € ein Symbol zu und auBerdem 
noch jedem Punkt des rechten Ufers der Schnitte 2,,v = 0,;---,n. Speziell 
seien den a, die Symbole a,, dem Punkt « das Symbol a. zugeordnet, ferner 
den Punkten 5,€%8 die Symbole 5,,. 

Ist p gew6hnlicher Punkt, d. h. von den a, und von a~ verschieden, und 
gilt in einer Umgebung von p die Entwicklung’) 


1) Mit ¢ sei von nun an die gewéhnliche Ortsuniformisierende bezeichnet, also t = z — p 
bzw. t= 1/z. 
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y= t* B(t) mit ¥ (0) + 0, $B (¢) Potenzreihe in ¢ 
bzw. fiir p = a,, Qo die Entwicklung 
y:f, (z) = B(t)} mit $ (0) +0, 


so heiBt « die Ordnungszahl von y im Punkte p. Ist m < «, so heiBt y Mul- 
tiplum von p”; wir sagen auch: y ist teilbar durch den Divisor p”™. Ist y 


teilbar durch p,'',..., p;"', so nennen wir y teilbar durch den Divisor 
f= p,"'-----p/" Nach diesen Festlegungen beweisen wir den 

Satz 1: Jede nicht identisch verschwindende Funktion aus k ist genau 
teilbar durch einen Divisor der Gesamtordnung q -p; umgekehrt ent- 


spricht jedem Divisor dieser Gesamtordnung eine bis auf einen Zahlenfaktor 
eindeutig bestimmte Funktion aus k. 

Beweis: Sei y = R (z) W.(z). Der Term R (z) liefert als rationale Funktion 
keinen Beitrag zur Gesamtordnung des Divisors, so daB nur noch W (z) zu 
betrachten ist. Nach (2) hat W(z) in jedem endlichen Punkt die Ordnungs- 
zahl 0. In a, gilt: 


n” 


j (z) — £~ a c, 
’ } g i 
i (2) t B (4) = t- 7 P(t), BO) +0, 
d.h. W(z) ist genaues Multiplum von ax’, womit der erste Teil des Satzes 
bewiesen jst. 
Sej 
l k l 4 : 
ie Ma,” Ip, eae; lo+ 1+ S &, p 
geveben. Dann ist 
r~ l a ee 
y= IT (z—a,)* 1 (z —§,) ¢ Wiz) 
’ 0 e 
sicher Multiplum von 
Q’ = Mal IT phe. 
’ 0 e 
In ax kommt: 
y : ‘, z k, —p 
we ho’ &” BOS: OM40 


Ist nun y, ebenfalls Multiplum von O, so ist der Quotient aus y und y, in der gan- 
zen Ebene eindeutig und endlich, so daB er sich nach dem LiovuvILLEschen 
Satz auf eine Konstante reduziert. 
Satz 1 sprechen wir noch in einer anderen Form aus: 

Satz la: Jede Klassenfunktion, die durch einen Divisor der Gesamtordnung 
q> — p teilbar ist, verschwindet identisch. 

Sei gegeben der Divisor 

© = Ma,” My. a!”: O = Ma,” yp, 
v=0 ‘ e . v=0 P e . 

dann besitzt das Ideal J (Q’) die Basis 


y= II (z— a,)"” HM (z— P,)'® W (z). 
v=0 e 


j 
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J (Q’) ist identisch mit der Menge der Funktionen g (z) y, wobei g (z) die 
Menge der Polynome in z durchlauft. Soll nun g (z) y auBerdem noch Mul- 
tiplum von © sein, dann ist notwendig 


0Osms—p—gq, 


wenn m der Grad von g (z) und g die Gesamtordnung von © ist. Umgekehrt 
ist diese Gradbedingung auch hinreichend dafiir, daB g(z) y Multiplum 
von © ist. Daraus folgt der 
Satz 2: Ist g=— p die Gesamtordnung des Divisors 0 = 0’ a./”, so existie- 
ren in k genau Up = —q— p+ | linearunabhangige Multipla von ©. Stellt y 
eine Idealbasis von J (%’) dar, so bildet y,...,2z~¢—” y eine Multiplabasis 
von ©. Ist dagegen g > — p, so existieren in k keine Multipla von ©. 
Fiir O = 1 erhalt man die iiberall endlichen Funktionen von k. Fiir ihre 
Anzahl o gilt nach Satz 2: 
0 fir p> 0 
(3) st TY 


Im Falle p= 0 normieren wir die Basis @ (z) der iiberall endlichen Funktionen 
so, daB 


y (z)/t2_ = 1, 


wenn y/t* der Koeffizient von ¢* in der Entwicklung von y nach Potenzen 
der Uniformisierenden ist. 


§ 3. Komplementire Klasse. Differentiale. 


Definition 1: Unter der zu k komplementiaren Klasse k verstehen wir die- 
jenige Klasse, welche durch 

1. dieselben a, wie k und 

2. die Charakterisierungsfunktionen 


° weed (z — ay) ‘*» . ’ aa = 

b= Te MY leO= Le 
te {0 R(a) =0 

me = 11 Ria,)> 0 


bestimmt ist. 
Setzt man sinngem4B als Basis von k 


(4) W (2) = = 'T i (2), 
so gilt: 

W (2) W (2) = Il (2—a,)"* = Z (2). 
Den Divisor ces 


3 =a.” I ay 


nennt man den Verzweigungsdivisor der Klasse. Seine Gesamtordnung ist 


tx + de, = pt PD. 
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Nunmehr wollen wir die Differentiale aus k betrachten. Uber die Zugehérig- 
keit zu k ist nichts mehr zu sagen; dagegen haben wir noch den Begriff der Ord- 
nungszah! fiir Differentiale festzulegen. Ist p eine gewéhnliche Stelle und 
gilt in einer Umgebung von p die Entwicklung 

dw=t(t)dt mit $(0)+0 
bzw. fiir p = a,, a. die Entwicklung 
i, (2)dw=tB(t)dt mit BO) +0, 
so heiBt « die Ordnungszahl von dw im Punkte p. Aus dieser Definition er- 
gibt sich der 

Satz 3: Das Differential ydz aus k ist dann und nur dann Multiplum von 0, 

wenn y durch © 37 ' a2 teilbar ist. 
Zusammen mit Satz 1 kommt: 

Satz 1'; Jedes nicht identisch verschwindende Differential aus k ist genau 
teilbar durch einen Divisor von der Gesamtordnung g = p— 2; umgekehrt 
entspricht jedem Divisor dieser Gesamtordnung ein bis auf einen Zahlenfaktor 
bestimmtes Differential aus &k. 

Satz l’a: Jedes Differential aus k, das durch einen Divisor der Gesamt- 
ordnung g> p — 2 teilbar ist, verschwindet identisch. 

Eine Multiplabasis von Differentialen fiir den Divisor 0 erhalt man in 
der Form y; dz, wenn die y; eine Multiplabasis von Funktionen fiir den Di- 
visor O88 ‘a2 bilden. Das fiihrt uns zu 

Satz 2’: Ist gS p—2 die Gesamtordnung des Divisors 0 = 0’ Qa”, 80 
existieren in k genau Vp =— q+ p—1 linearunabhangige Differentiale, die 
Multipla von © sind. Ist y eine Idealbasis von J (0’ 8’—"), so ist ydz,..., 
z—«+—2 ydz eine Multiplabasis von ©. Ist q> p— 2, so existieren in k keine 
Differentiale, die Multipla von © sind. 

Satz 2 und Satz 2’ liefern zusammen das bekannte.RigeMann-Rocusche 
Anzahlstheorem, wie man sich leicht iberzeugt. 

Setzt man speziell O = 1, so erhalt man die iiberall endlichen Differentiale 
aus k; fiir die Anzahl o der linearunabhangigen gilt nach Satz 2’: 

0 fir p=0 
(5) : _ ie 

p—i fir p>0o. 

Damit folgt die Anzahl der linearunabhingigen iiberall endlichen Differen- 
tiale aus k zu: 
: 0 fii =0 

6) s=} _ 
p—l fir p>0. 
Nun ist aber 


ry —% Ui = a 
y= Ht (s—¢,) W (zx) — W (x) 
Idealbasis von J (3’~"). Damit bilden 
dz 2?—"d@z 
Way"? Wee) 


eine Multiplabasis der iiberall endlichen Differentiale aus k. Von dieser Basis 


ausgehend gelangen wir zu einer neuen, ap'?,, welche durch die Normie- 
rungsbedingungen gegeben sei: 
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(6) 





ap (2) ay , 
= ac a = 6,, i,k=l,...p—l1. 


Da die alte Basis in a. die bzw. Ordnungszahlen 0, .. ., p — 2 aufweist, sind 
die Normierungsbedingungen (6) zu erfiillen; daB das System d y tatsiichlich 
eine Basis bildet, folgt aus der linearen Unabhiangigkeit, die sich unmittelbar 
aus den Normierungsbedingungen ergibt. 

An diese Ausfiihrungen schlieBen wir an die 

Bemerkung: Ist y eine Funktion aus k und dw ein Differential aus k, so 
ist ydw ein rationales Differential, so daB gilt: 

> ydw=0. 


Residuen 


§ 4. Elementarfunktionen und -differentiale einer Variablen. 


Definition 2: Eine Klassenfunktion ©” (z,b) aus & hei®t Elementar- 
funktion der Ordnung y fiir die Stelle b, wenn sie 


a) falls ) gewohnlich: 1. Multiplum von b~’a,”*" ist, 

y21 2. in 6 den Hauptteil : hat, 

F 

b) falls b= a,,+ a: 1. Multiplum von b-’a,,’*" ist, 

yl 2. in db den Hauptteil - hat, 
c) falls b = aw: 1. Multiplum von Qa’ ist, 

y>Pp 2. in Go die Entwicklung aufweist: 

(y) {y) 
; 1 . Mi , Mp-1 
A) p>: tay. ta ey : 


B) psl: ; + t1-?§ (é). 


Dabei seien die M}” ; vorliufig noch unbestimmt. 

Ahnliche Definitionen, wenn auch allgemeinerer Natur treten ebenfalls 
bei den Algebraischen Funktionen auf, z. B. R. Kénte (6), S. 77. 

Unter der Voraussetzung der Existenz der ©” leiten wir auf Grund der 
Bemerkung des letzten Paragraphen die Gleichungen her: 


diy 3 
d + Qo: at [yg + Ez, diet = 
(7) ay ” i=1,....p—1. 
= Ga: at [gst Me- =0 
Goo 


Damit sind die in Def. 2 noch offen gelassenen GréBen bestimmt. 

Nach Satz la sieht man sofort, daB es héchstens eine Elementarfunktion 
gegebener Ordnung und Stelle geben kann: die Differenz zweier hypotheti- 
scher Elementarfunktionen gleicher Ordnung und Stelle wire durch — 
teilbar und somit identisch 0. 

Die Existenz wenigstens einer Elementarfunktion vorgeschriebener Ord- 
nung und Stelle weisen wir durch Konstruktion nach, womit sich gleich- 
zeitig ein expliziter Ausdruck fiir die €”” (z, d) ergibt. 
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Es bilden die Funktionen 


l. D+ Aa: = a. Sere - = eine Multiplabasis fiir 5” a;?** mit y21; 
(e—dy ‘— 
2. b= aa: W(z),...,2 ”W(z) eine Multiplabasis fiir aa” mit y= p. 


Somit erhalt man: 
a) falls b gewdhnlich: 


. : l . . . 
Es gilt: WG) Cot C,t+--:,C g+9. 
: ; C Cy —1 . 
(8a) Setzen wir: ©” (z, d) . fess ) W (z), 
\ (z —d) < d J 
so kommt in b: ¢’ ©” (z, d) l t’ B (t). 
b) falls b = a,, + Qa: 
: fy (z) 4») A») dv) 
Es gilt: W iz) o + Ci t , Co 0 
ow ow 
. = y—1 , 
(8b) Setzen wir: €”” (z, a,) = .° W (2), 
(z — ay) t—a@ 
so kommt in a,: t e” (z, a)=1+? Rid). 
c) falls b = du: 
2” z) 2) (co Axx 
Es gilt: eee CO + CPP t+ ---, CO? +0. 
8c) Setzen wir: ©” (z, ax) = {Ch 2”~? + --- + C,}W (2) 
(8c) Setzen wir: ©" (z, a.) = {Co “z { y-—p3 (2), 


so kommt in a,: t’ ©” (z, a.) =1+0~?*'*B @. 
Damit sind die Elementarfunktionen explizit aufgestellt. Mit ihrer Hilfe 
soll jetzt die ,,Partialbruchzerlegung* der Klassenfunktionen durchgefihrt 
werden (vgl. R. Kénie (6), S. 78). 
Sei y ein Element von &. Fir die Entwicklung von y in den Polstellen p 
gilt dann, wenn y die héchste Polordnungszahl ist: 
ee. eee » 
y er ° 


Wir verabreden: unter dem ,,effektiven Hauptteil‘‘ von y in p; verstehen wir: 


. Gyr Cj 
Dj = Ax: ” reees , v=! 
sonst 0. 
° Cjy Cip “ 
pj Qo: F set 4 P > V=ePp 


Wenn im folgenden von Hauptteilen schlechthin die Rede ist, meinen wir 
entweder den Hauptteil im gewéhnlichen Sinn oder den effektiven Haupt- 
teil, je nachdem, welcher der beiden der umfassendere ist. 

Wir betrachten die Klacsenfunktion 


yt=y— SF on €” (z, p). 


— 


eff. Hauptt. 
Da y* in jedem endlichen Punkt eine nicht-negative Ordnungszahl aufweist 
und auBerdem durch a.”*  teilbar ist, verschwindet sie nach Satz 1 a identisch. 
Also erhalten wir die Partialbruchdarstellung in k: 


(9) y= > Cik ge (z, p;) ° 
eff. Hauptt. 
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Nach der Bemerkung des vorhergehenden Paragraphen gilt bei Summation 
iiber die Hauptteile: 
yp, a9 


Chk at he 
tj 


(10) - 0 ¢=1,...,.p—I;p>1. 


i,k 
Damit bestehen fiir die Koeffizienten der Hauptteile fiir p> 1 genau p— 1 
Bedingungsgleichungen. Wahrend (9) den Abbau der Klassenfunktionen 
liefert, soll nun auch der Aufbau der Klassenfunktionen durchgefiihrt werden. 
Dazu geben wir die p; und dieihnen zugeordneten c;, vor und bilden die Klassen- 
funktion: 
1 hy € (z, p,). 
y _~ Cjk »;) 
eff. Hauptt. 

Behauptung: Erfiillen die c;, fiir p> 1 die Bedingungen (10), wihrend 
sie fir p< 1 vollkommen willkirlich sind, so weist y die durch die c;, vor- 
geschriebenen Hauptteile auf. 

DaB in jedem Fall im Endlichen die gewiinschten Hauptteile vorliegen, 
ist trivial. 

1. a... ist nicht unter den p; enthalten. 

a) pl: y ist durch ax” *' teilbar, so daB in a. kein Hauptteil auftritt. 
wie es auch sein soll. 

b) p> 1: y ist durch a”*’ teilbar, so daB die Polordnung in a, nicht 


gréBer als p — 1 sein kann. Der Koeffizient von ae t+=1,...,p—1, wird: 
- ' . dy” 
Cxoi = Cik E(t, p ) -i=-—) Cik - =0, 
: St j j lta + j dt 1 —1 


so daB die Behauptung auch in diesem Fall gilt. 

2. Sei p, = do. 

a) p<1: Da die €” (z, p,), j= 2, 3,..., durch a;”*? teilbar sind, liefern 
diese Terme keinen Beitrag zum Hauptteil in a,.; dieser: wird also einzig 
durch die €“ (z, p,) bestimmt. Wegen (8c) und der folgenden Gleichung 
liegt hier der gewiinschte Hauptteil vor. 

b) p> 1: In a, erhalt man als Koeffizienten von ta, s=1,....p—1 
(niedrigere Potenzen haben wegen (8c) und der folgenden Gleichung schon 
die richtigen Faktoren, héhere Potenzen kommen wegen der Teilbarkeit durch 


a;,”*' nicht in Frage): 
Y an Ye k) —f ’ (k) = 
Coi= 2 Dy eye E™ (z, pj) to. + Y rz E™ (z, p,)/ta, 
jel FE kzp . 
1g, do” dy 
=— SY Se. — — Se = 
het het “i - am “1k k-1 
joie SS jye= m.% a: 
i: y A dy re 
_ 1k - we te | 
kip-1 dt ue- 


Somit ist die Behauptung allgemein bewiesen. Mit diesen abschlieBenden 
Betrachtungen kann der Aufbau und Abbau der Klassenfunktionen als er- 
ledigt angesehen werden. 

Definition 2’; Ein Klassendifferenzial d%” (z,>) aus & heiBt Elemen- 
tardifferential der Ordnung y fiir die Stelle b, wenr ¢: 
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a) falls b gewdhnlich: 1. Multiplum von }~” a2, * ist, 


y21 2. in b den Hauptteil = - hat, 
b) falls b = a,, + a~: 1. Multiplum von 6~” a%~? ist, 
y21 2. in b den Hauptteil * hat, 
c) falls 5 = aw: 1. Multiplum von a,,” ist, 


y2j—p+2 2. ina, die Entwicklungen besitzt: 


A) p> 0: {+P Bolder 
1 nm” 


B) p=0: {142 5 gilar. 
| x? t 
Fir p = 0 folgt analog zu (7): oe 
Y 
D + a.: P (2)/_ y—-1 + dg” _(,b) = @, 


(11) ~: 
D= ao: y (2))_7-1+ NY =0. 
Hieraus bestimmen sich die NY”: Zur Frage der Eindeutigkeit und Existenz 


gilt das schon bei den Elementarfunktionen Gesagte. Die Aufstellung der 
Elementardifferentiale erfolgt wie dort, und zwar erhalten wir: 


a) falls ) gewohnlich: 
Es gilt: W (x) = C, + C,r+--+,0, +0, 
e(”) _{_G% ....4 G-1\_de 
(12a) und d§ (2,6) ={- ay + 3—aS We)’ 
b) falls b = a,, + Aa: 


Es gilt: ae on Hs Cres... OO a 0, 





hz) fi ~~ 
1 £0) te 9) = {SS erat r=1 az 
(12b) und d¥’" (z, a,) ome +o wa 
c) falls b = aa: 
Wie) Men, Me nin 
Es gilt: 2? foo (z) = O% + Of r++, OF +0, 
(12e) und d§” (x, a.) = — {Of 27*?-* +--+ Oya} gee. 


Man ersieht ohne weiteres, daB im Fall ¢) nicht - positive Ordnungen auf- 
treten kénnen und zwar folgt nach der Festlegung der Basis fiir die tiberall 
endlichen Differentiale (6) : 


(13) d§"—* (x, aco) = d @™ (z) fek....9—2 


Ahnlich wie bei den Funktionen kénnen wir fiir die Differentiale eine 
Partialbruchzerlegung durchfiihren. Wir definieren wieder den Begriff des 
effektiven Hauptteils. Unter ihm verstehen wir im Punkt: 


Pj F aot ape »v2i 
0. 
_ ° Se. 4 ac eet de p+2 2 ecnes 
j= Ge? —, ‘t+lapee YS— Pt 
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Zum Begriff des Hauptteils schlechthin gilt wieder das schon oben Gesagte. 
Es gilt dann die Partialbruchzerlegung 
(14) dio— SY cd h (2, py). 

eff. Hauptt. 
Geben wir nun fiir den Aufbau der Differentiale die Polstellen p; und die 
zugehérigen c;, vor, dann kénnen wir wie oben beweisen: 
Erfillen fir p = 0 die c;, die Bedingung 


(15) Sie P (2)jqgh-1 = 05 
wiahrend sie fiir p> 0 vollkommen willkirlich sind, so weist 


dw= SF ond §(z, p)) 
eff. Hauptt. 
die durch die c;, vorgeschriebenen Hauptteile auf. 
Damit ist der Aufbau und der Abbau der Differentiale bekannt. 


§ 5. Elementarfunktionen und- differentiale zweier Variablen. 


Definition 3: Eine analytische Funktion Ee” (z, x) der beiden Variablen 
x, z heiBt Elementarfunktion zweier Variablen der Ordnung h, wenn fiir ge- 
wohnliches, festes x = f, gilt: 


(16) E™ (2, t) = €” (2, %). 


Die Existenz der E” vorausgesetzt, folgt nach Satz la sofort die Einzig- 
keit: bei gewo6hnlichem z hat die Differenz zweier hypothetischer Elementar- 
funktionen h-ter Ordnung im Endlichen iiberall nicht negative Ordnungen, 
wahrend sie durch a,,”* * teilbar ist und damit fir jedes gewohnliche z iden- 
tisch verschwindet. Deshalb muB die Differenz identisch verschwinden. 

Offensichtlich ist 





(1) aS 
(17) ER" (2, z) = =) Va 
Ferner betrachten wir: 
1 & go — oe 1 I _ 
isa ° "aso {> wel” ~ 


hi @-a)! #7 1 
"4 12, ht (;) a rs ere y (¥ (z) )} W (z) = 


fi. é# l 1 
= z = |) * aa i } MF (2)- 
2,71 sa (we) =—g=TT| @) 
Wahlt man z= fr, gewdhnlich, so sieht man durch Vergleich mit (8a): 


:.¢ (1) _ g(A+1) 
moe 2 @ADj2=7,—-F  &t- 


Das liefert uns den Ableitungssatz: 


. a 
(18) BP ** ¢z, *)= 75 Be x). 
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Die Elementarfunktionen und -differentiale zweier Variablen sind auch 
in der Theorie der Algebraischen Funktionen geliufige Bildungen (vgl. K6- 
nie (6), S. 85 usf.). Ebenso existiert dort der Ableitungssatz und die wei- 
teren im Folgenden abgeleiteten Theoreme. 


; , 1 , 
Jetzt wollen wir E™ (z, x) nach t = x— d-bzw. t = =: entwickeln. 


1. Sei ft, gewohrlich, x — x, = 1, = = <1. Dann gilt: 
— 
oo A co 
EM (2, 2)= ¥ Ss . . : W (2) >” A,11(2)¢ , 
{ i=o (z — Ze)" * W (x) ¥=0 ae 


wenn noch zusitzlich |x—2z,| <r, wo r der Konvergenzradius der Ent- 
wicklung 


1 Y 
W(x) Cot Qtt-:: 
ist. Fir A, (z) kommt: 
Cy CY lwp (7 +1) 
Ay + = — sse Jf La V i Zz. 
Ay +1 (2) rrgmaer Z 3 s—ail VW (z) = € (Z, Eo) 
2. Sei tp = @,, # Qn, Z—A,=T, |— : a 1. Es kommt ebenso: 


A (y+1) 
€ (z,a,) Tv , 
0 


ie | 


f, (x) B® (z, x) = 


(x) y a 
hr c+ of 


wenn noch |z — a,. <r, r Konvergenzradius von W (x) Cy tte. 


, 1 ‘ _ 
3. Sei fp = Aa, T = zit? <1,\t| <Min|a,*). Es kommt 


1) dz 7 i b ” ; foo (x) : a 
foo (2) B™ (2, 2) > = - mig BS td 
"a Tt 
_ »-1 v voy foo (2) - oh . (y+) y 
i ee Wi2)= Y EF” taq)t 
v=0 t” W (zx) y=p-—l1 


mit |t <r, r Konvergenzradius von 
foo (2) oo) 20) 
PW (z) Gr + s+. 
Beachten wir noch den Ableitungssatz, dann lautet unter den entsprechenden 
Konvergenzbedingungen der Entwicklungssatz, fiir welchen jedoch nur der 
im folgenden bendtigte Anfang der Serie angeschrieben sei: 
Entwicklungssatz : 


1. t, gewohnlich: KE” (z, x) = > E" t+» (2, fp) t 
y¥=0 


E™ (z,z)= Dy gt 1) (2, ) yo 


y=0 
2. Lo = Gy, + oo: E™ (z, z) = 1 Py E"t+Y (2, a,) a 
fe (=) , =o 


f 


1 . (y +1) y-1_ 
E@) Xo? € (z. a,) t 


oe y x Ci, gr’ti-» (z. a,)| hes 


y=O0'l=0 


gE” (z, z) = 
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: 1) dz 1 ve ( 
3. to = A: E' (z, x) de = foo (2) 2" (z, Aco) v 
2 I w 
Bs 2) FE Fay (Vt Oe an)e? t+ 
yY=p- 


co ry—p+1 
+ xy Dm C; o C7 Nz, a.)}e”-"= 
y=p+il A4=0 
wenn wir noch setzen: c,, = 0 fir A> y,—1, baw. A> yo + 1. 
E” (z, z) ist also die erzeugende Funktion der Blomenterfunktionen einer 
Variablen. 
Definition 3’: Ein analytisches Differential dF” »( (x, z) der beiden Varia- 
blen z,z hei®t Elementardifferential zweier Variablen der Ordnung h, wenn 
fir gewdhnliches, festes z = 4. gilt: 


(19) d F™ (x, 49) = d&™ (2, a). 

Analog den Elementarfunktionen findet man den 

Ableitungssatz: 

(20) dF*+% (2,2) =1 2F FO (2,2); d¥ (x, 2) =. "Mae 
s A! ez" Ati y z—z W(z) 


Die Bildungen der Elementardifferentiale zweier Variablen und der zu- 
gehérige Ableitungssatz treten in der Literatur ziemlich haufig auf (vgl. 
Konic (6), S. 85 usf.; Buiss (1), S. 111 usf..) 

Unter den entsprechenden Konvergenzbedingungen erhalten wir wieder 
den Entwickiungssatz, fiir den auch jetzt nur die beiden ersten Stufen ange- 
schrieben seien: 

Entwicklungssaiz: 

1. % gewShnlich : d F™ (x, 2) = - d&” *” (x, G0) 


y=0 


dF (2, z) = y yd §"*” (2, adit? 


y=0 
2. 9 = Ap + Ao: dF” (x, z) =f, @) Y d&’*” (x, a,) 
aP a2) — heal Bye? ayets 
y= 


4 = [ sy ¢,, 0%" 42-» (z, a,)] gr} 


y=0 A=O0 


3. 39 = Aco? dF” (2, z) = foo (2) » at” (x, ac) 
y=—ptl 
dF” (x,2)=—fo(e){ 3 745° *” (x, a5) "+ 


vye—pt 
o ytp—l i =— 
+ FS timd §"*1-(2,00.)]"=} 
y=—ptl A=O0 


wenn wir noch setzen c,, = 0 fiir A> y, —1, bzw. A> yor 1. 
Mathematische Annalen. 123. 5 
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§ 6. Vertauschungstheoreme. 


In diesem Paragraphen betrachten wir vorerst in gE” (z, 2), ar” (x, z) 
die ersten beiden Variablen als fest und fiihren nach der zweiten die Partial- 
bruchzerlegung durch. Weil man nach der Partialbruchzerlegung die ersten 
Variablen wieder variieren kann, erhalt man bestimmte Identitaéten in zwei 
Variablen. Es zeigt sich, daB in diesen Identitaten je zwei der 


E* dF”, ar” 


der gleichen Ordnung verknipft sind. Man erhilt die Zusammenstellungen: 


BM dz +d¥™ : Vin Vertauschungstheorem I. Art h-ter Stufe 


E™ _e” . Vim Vertauschungstheorem II. Art h-ter Stufe 
ar” +4F”: 


Die Relation zwischen d F”, &” kann man durch Vertauschung von k und 
k auf V, zuriickfiihren. 

Fiir unsere Zwecke bendtigen wir nur die Vertauschungstheoreme 2. Stufe, 
so da8 wir nur die Fille h = 1,2 herleiten werden. Die Theoreme hoherer 


Stufe wiirde man auf die gleiche Art wie die 2. Stufe erhalten. Sei 4 vorerst 
gewohnlich und fest. 


I. Art: Wir betrachten E“*” (z, x) dz, h=0,1 als Differential aus & und 
zerlegen in Partialbriiche. Als singulire Stellen kommen in Frage 
l. emg 2. z= 4, 3. © = Aw. 
1. z= 4: der Hauptteil wird nach dem Ableitungssatz 
1 a 1 \_ (-1+! 
A! -¥(s=s)° (x —2z)*+? , 


Virr, | Vertauschungstheorem III. Art A-ter Stufe 


dargestellt durch 
(— 1)°* g r+ 1) (x, z). 


2. x = a,: der Hauptteil wird nach dem Entwicklungssatz mit 
chy = 0; ch? = c,: 


%-l » 
— EF Lee ear”, 
y=0 A=0 
dargestellt durch: 
—j} y 
al Z x Pe a +1—A) (z, a,) ager” (x, a,) ; 
y=0A=0 
3. x= a,..: nach dem Entwicklungssatz wird der effektive Hauptteil gleich 
Yotp—2 at ww g% +1-4 (z, a.) TY -7@, 
y=p-1 A=0 
dargestellt durch : 
Yootp-2 y—pt+l ” oe 
y=p-1 A=0 


Fir y~ <0 tritt hier kein effektiver Hauptteil auf. Zusammenfassend: 
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E—E™ (z, z)dx+aF™ (z,z)=0 


E™ (z,2)d2—dF” (z, a > 5 er. Et) 2, 0) dH (x, a,) + 


v=On=0A=0 
Yoo t+ P—2 u—ptl 


+ FS JF ein’ t*"(z, 00) dG" (2, an); 
p=p-—l A=0 


wobei die letzte Summe fiir y.. < 0 wegfillt. 
II. Art: Nunmehr zerlegen wir E“*» (z, z), h=0,1 als Funktion aus & 


in Partialbriiche. Als singulére Stellen kommen wieder nur die obigen in 
Frage. Die einzelnen Beitrige dieser Stellen sind: 


l2z=%j: (- at E@t eg, z). 
2. x= a,: beachtet man, daB die Charakterisierungsfunktion nicht mehr 
/, (z), sondern f, (z) ist, so lautet der Term: 
%, + 


«, €** (z, a.) E (2, a,) — ys ' $ of FID 2g) E%t+4— @ @), 


y=0 A=0 
3. x =a: der Beitrag wird 
Yotto-P—-2 yv—ptl 


U +1—A) ‘ +e,—y—2) 
- = de’ (2, ao) E+ *ae (2, Qe). 
y=p-1 A= 


Ist jedoch 
Yo <p+ p+ l—eq, 


so verschwindet dieser Beitrag. Also: 


E™ (z, 2) + B® (2, z) = Le, €™ (z, a,) E™ (z, a,) 


E® (z, 2) — E™ (x, 2) = 2 e, E® (z, a,) E™ (x, a,) — 


n ¥,t+% -—1 2 


a 
a xy Zz C, Mii (2, a,) E%* “ (x, 0 ast 
vy=0 yw=0 A=0 


Yootfeo—P—2 w— e 


- £ SZ met, 05) Petron" 9 (a; ta); 
p=p-—l1 A=0 
wobei die letzte Summe fehlt, wenn y.. < p+ p + 1— eq. 

Ill. Art: Nunmehr halten wir 4 fur den Augenblick fest und zerlegen 
ad F*+» (x, z)dz,h = 0,1 als Differential aus k. Als singulire Punkte kom- 
men in Frage: 

l.z=f 2. z= 4, 3. == Qe 

Die Beitrage lauten: 


1 (—1)t a Pot, 2)dz 


%p— 4-1 


2. x y oY ag’ t D(z, a,) dy» —” (z, 4,) 


y=0 A=0 
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p—h—e 
3. (—1ht* Dh) dS" *” (2,00) dRo- 79" (2, a5) + 


oo 
y=—pt+l 
— 


— 


Yoot P= ec = ww ee as 
+ = ZS Hg’ * cn) égrr* "Gs, an). 
y=—p+1 imo 
wobei die entsprechenden Summen nicht auftreten, wenn 
P— fo <—pt+h+1 bzw. yron<—p - pt+eot l. 
Somit folgt: 


it. .. . 
dF (z,2)dz+dF" (z, 2)dx=— Py dG" * (2, Geo) dH ~*~" (2, eo) 


w=—pt+l 
dF (2,2) dz—d F® (z,z)d2= 


n ¥—~*,— lp 


’ 4 , ~(u¢+l—A olY,— &4— i 
a2 2 «A 1,d Re * (x, a,) dR” —” (2, 4,) + 
v=0 p=0 A=0 
p—1—e,, : 
’ +(e +1 (1—4—et,,) : 
+ SF pag?” (x, 00)dF “~*? (z, deo) + 
e=—p+l 
Yoo t P—teo ue+p-—l 
= ~ =(u+1—A) (2+ ¥og—# —£o0) 
+ Z a And} (2,00) dy ~"? "~*™" (2, 4,,). 
u=—pt+1 i=0 
Dabei fallen die entsprechenden Summen weg, wenn 
PP — bo <— pth+1 bew. yo <— p— P+ fot 1. 


Um die Vertauschungstheoreme héherer Stufe explizit anzugeben, hitte 
man auf die Entwicklungssitze hoherer Stufe zuriickzugreifen. Diese werden 
aber in ihrer allgemeinen Form sehr uniibersichtlich, falls W (z) Exponential- 
faktoren enthalt. Treten jedoch solche nicht auf, so haben die Entwicklungs- 
siitze und die Vertauschungstheoreme hiéherer Stufe eine relativ einfache 
Gestalt, wie man bei H. Scumipr (9) sieht. 

Die Vertauschungstheoreme gestatten uns nun, die Klassen auf eine end- 
liche Basis zuriickzufihren. 


§ 7. Reduktionssitze. 


Wir werden von jetzt an V,, wegen seiner iibersichtlicheren Form, und 
nur deshalb, bevorzugen. Um die Reduktion auf eine endliche Basis durch- 
zufiihren, brauchen wir den Begriff der Kongruenz. 

Definition 4: Zwei Klassenfunktionen heiBen kongruent, y, = y,, wenn 
ihre Differenz y, — y, gletch der Ableitung einer Klassenfunktion ist. 

Es gilt: 


dF (x, 2) = 2 g PY (x, 2) = 2% pe, ay dz. 
@z Oz 


Dies liefert uns vermége des Entwicklungssatzes und nach V;, bei Entwick- 
lung nach t und Koeffizientenvergleich: 
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1. x=} gewdhnlicn: 





: m %—1ly,—H—1 (y,— #— a) 
y€°*% Zoe =| by «, £e" ais Cee y~1 €%* (z,4,) + 
e=0 p=Ol s=0 dt T 
+p—2 +p—u-—2 i 
(21,) ,™ . Yoot P—# 2 dF *~ 2) (x, a) y-1} EF (eg) 
u~p-1 i=0 sae dt [ty alii 
2. = A), + Aw: 
a To 
y ge” +) (z, a;) = x C3; ei +y-—A) (z, a;) = 
i= 
2 51 |, aM *—D (2,04) (u+1) 
22.) m— >’ 2 a ~ + z 
= ya fae de he dt Ita; fo ( a) + 


Yoot P—2(¥Q,+Pp—u—2 &(¥q,—¢—A) 
" dH #— A) (x, 00) (u +1) 
+ J } ; y-ur € (2, Aso) 
u=p—1 io dt Ita; 
3. 2=a,: 
A) y2p—1: 


Yootl 
(y+1 {y y¥+2—A 
—(y + 2) E7F” (2, an) + ST Cree EFM *E-* Og gy we 
A=0 


mn y¥,—1(7,—u-1 d%%—*—7) 
: . ; 4 "? (2, Qe) (u +1) 
(23,) =-y § { yey sf e ( @,) + 
. r=0 p=0l imo et Mag 
Yotp—2 Yate—P~8 dF Ya #— 4) (x, a.) (u+1) 
+ £ FS te q /x,7*? & (Z, oo) 
w= p—l 4=0 . a 
B) y<p-l: 
Yotv+2—p ( +2-a) 
, Yoot ¥+2—- 
a Caco E > (2, Ao) = 
A=0 


nm %—1(¥,—-H—1 Ry, — #— A) 
(23,) == Ps Ps Py Cay ah = A — Iz y+ , et ” (z, a,) + 
v=0 w=0( s=0 dt Goo 


Yoot P—2(7¥ 5+ P+u—2 . mans 
iad x Sg, a8 #— (2, a) r+] EFM 4) 
TT 4 = SS » Aco). 
u=p-1 i=o dt [Tas 


Dabei fallen fiir y.. < 0 diejenigen Summen weg, bei welchen die Summation 
versagt. 

Wie man sich leicht iiberzeugt, sind (21 y), (22) nur fiir positive y nicht- 
trivial. Im Fall 3B) ist nur die Formel (23,~ 2) von Interesse, weil die ubrigen 
Formeln auf der rechten Seite 0 aufweisen. 

Hitten wir nicht nach Potenzen von rt, sondern nach Potenzen von ¢ ent- 


wickelt, so waren wir auf die Reduktionstheoreme fir die ag” gestoBen. 


Von diesen interessiert uns aber nur der zu 3B) analoge Fell. Wir erhalten 
dabei: 
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Yot PTY " : 
P Crc0 BMT” F2-9 (2, Ooo) = 
A=0 
my ll w int1-2d | an Ss 
(24,) =-S' Did a€ (2, O) jg 7+ de” (x, a,) + 
vy=0 w=0 lA=0 " "Sa0 


Yot 93 (n—p+i (u1+1—A) | stfa—0 
+. PJ Pa C10" (2, Qco)jp ¥+1 d¥ = "" (eG). 
u=p—l A=0 Ao J 
Auch hier ist nur die Relation fiir y = —p nichttrivial. 
Aus den Gleichungen (22,) lassen sich die e” (z, a;), y= y;*', aus den 
Gleichungen 3 A) die e” (2, Ao), YS Yo+ p+ 1 bestimmen. (23, —>) liefert 
schlieBlich noch ¢” (z, My), da der Koeffizient wird: 


W (zx) 2” foo (x) wate Sa 
“oo fo(z) /x=a, Wiz) /r=x Coo Co cf 


und somit von 0 verschieden ist. 
Damit erhalten wir den 


Reduktionssatz fiir k, und ky: Die Funktionen der Klasse k, lassen sich redu- 
zieren, d. h. sind kongruent einer Linearverbindung, auf die 


No= Yot Nt * +++ Wnt Yoo 
Elementarfunktionen 


EM(z, ay), ..-, E*~” (z, a4), E™ (z, a,),..«, 
gn) (z, a,); ¢&” (z, Aes), wwe gat P) (z, Aco). 


Analog bekommt man aus dieser Basis fiir k, sofort eine Basis fiir ky durch 
Hinzufiigen der Funktionen 


¢ (z, b,), eeeg ¢ (z, Bn) ’ 
so daB man fiir kg eine Ny-gliedrige Basis angeben kann mit 


Ng = Not m= yot-'*+ Yot mM. 


Ist y= —1, dann werden zur Reduktion keine Elementarfunktionen der 


Stelle a. benétigt, so daB man die entsprechenden Funktionen in der Basis 
zu streichen hat. 


Nun beweisen wir den 
Satz 4: In kg gibt es Ng kongruenzunabhingige Funktionen. 
Geweis: Wir zeigen zuerst die Richtigkeit unserer Behauptung fiir ky. Sei 
n 
(25) y, = (z —c)* IT (z- a,)" W (z); p=0,...,N,—1 
v=0 
mit geeigneten, noch festzulegenden /,. Waren nun diese Funktionen linear- 


abhingig, dann miBte es ein System von nicht lauter verschwindenden 
Zahlen c, geben, so daB 
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D. h. es miiBte mit rationalem A (z) gelten: 


N,-1 n l d 
¥ c,(2—cy HI (2 —a,) > W (2) = 4 {h(2) W (2)} = 
»=0 sd 


oa 
n %=-% Yoo 

= {i (z) the p i = . — Sermz=— 1} W (2). 
v=0 A=O (z—a@,)¥*?—4 joao 


Da die linke Seite der Gleichung genau teilbar ist durch 
n 
IT a,", 
»=0 
gilt dies auch fiir die rechte. Daraus folgt aber: 
n 
h (z) =g (z) IT (z—a,)" +", 


v=0 


wo g (z) ein Polynom von z ist. Soll h (z) nicht identisch verschwinden, dann 
muB g (z) notwendig einen Grad gq =0 haben; da weiter die Faktoren von 
W (z) auf beiden Seiten Polynome sind, miissen sie wegen der Identitat beide 
den gleichen Grad haben, so daB gelten muB: 


n 
q¢ Mi+yd+yvyosNe—1+ DS 1,, voz. 
v=0 v=0 


Daraus ergibt sich aber g < — 1, im Widerspruch zur Graddefinition. Wahrend 
im Falle y.. => 0 der Faktor der rechten Seite immer den Grad 


.. 
q + PD (l, . Y ») T Yo 


v=0 
erreicht, d. h. fiir jedes System /,, ist dies fiir y.. = —1 nicht mehr der Fall; 
wahlt man aber die l, so, daB 
n 
Zz (l, T Vy T a,) > 0, 


0 


dann wird auch hier wieder dieser Grad erreicht, womit dann auch der obige 
SchluB gezogen werden kann. 
Es folgt also h (z) = 0 und hieraus 


N,-—1 
2 tn (2 c)* 0, 
wp=0 


was das Verschwinden samtlicher c, im Gefolge hat. Damit ist gezeigt, dab 
die Funktionen (25) unter den Einschrinkungen fir y. 1 tatsachlich 
unabhangig sind. 

Um den Satz fiir kg zu beweisen, gehen wir so vor: die zur Basis von k, 
hinzukommenden Funktionen weisen im Endlichen je einen schlichten Pol 
1. Ordnung auf; diese Pole sind voneinander verschieden. Ein Pol 1. Ordnung 
kann nicht durch Ableitung einer Klassenfunktion erzeugt werden, wenn er 
in einem gewodhnlichen Punkt liegt; soll die Ableitung der Klassenfunktion 
R (z) W (z) in einer gewéhnlichen Stelle einen Pol 1. Ordnung aufweisen, so 
muB8 R (z) in dieser Stelle wenigstens einen Pol !. Ordnung haben, woraus sich 
aber fiir die Ableitung ein Pol héherer als 1: Ordnung ergibt. Aus demselben 
Grund kann auch keine Abhingigkeit zwischen den Funktionen der fiir ky 








72 H. Réuew: 


angegebenen Basis existieren. Damit ist der Satz bewiesen. Wir kénnen 
nunmehr sagen, daB die im Reduktionssatz auftretenden Basen jeweils auch 
,minimale“ Basen sind, d. h. nicht mehr reduziert werden k6nnen. 
Es war 
Ng= Yot**'t+ Pot ™m. 


Sei nun y~ = 0. Wiirde man durch eine linear gebrochene Substitution z = oo 
zu einer regulaéren Stelle machen, dann wirde im Endlichen eine neue singu- 
lire Stelle auftreten mit y’= y. + 2, wie man aus (1,.) erkennt. Wir wiirden 
also in der transformierten Klasse zu einer ,,Stammzahl"* 


Na’ = vot + Yat vy +m—1=Ng+!1 


gelangen. Diese Erscheinung fihrt sich darauf zuriick, daB zwar die Ele- 
mente der Ausgangsklasse nach der Transformation der transformierten Klasse 
angehéren, die Elemente der mit der transformierten Basisfunktion und den 
transformierten singularen Stellen gebildeten Klasse z. T. jedoch nicht in der 
Ausgangsklasse enthalten waren’). 

Nun wollen wir eine wichtige algebraische Aussage tiber die bei der Re- 
duktion auftretenden Koeffizienten machen. Es ist 


Wiz) ZX) W (z) 700) 
= C5’ {1+¢48 (t)};7=—0,..., - = C 1+ (t)}, 
hay ~%o + eB) ‘te 
wobei die Koeffizienten von § (t) dem Koérper 
f= E(Cqg, - - +s Cy — 3.0, - - +» yoo gy, cor Br - - +» By) 


. ? ’ l 
entnommen sind. Ferner ist, wenn wir formal setzen: —= 


(26) &™ (z, a,) cy | iz # fee 0 ok axa) W (z); » = 0, ---n,00 
mit d” <t und Ch” CY = 1. 

Sei nun die Funktion y = R (z) W (z) aus k, gegeben. R (z) soll nur Koeffi- 
zienten aus dem Kérper f, aufweisen. Bildet man nun den Erweiterungskérper _ 
(27) Ry = R, (f, f,), 
so wird der effektive Hauptteil in a,: 


6”) 
uv) : oe ~ er 

(28) Co Sap + ! y = 0, --- 2, co 
mit 6,’ € &,. Des weiteren gilt die Darstellung 

a) x” d 

gr +(y) pyr) ° eee y+? Ss = *) 

(26’) di’ (x, a,) = Co \ie—-a)’*? + see} Wiz) sp=uQ,..., %, 
mit dy’ ¢t. Damit ergibt sich speziell: 
‘ d¥” (x, ay) Pe) ci) vk) +. yk) 
(29) 7 a Co Co’ di mit dj,’ €f. 





*) Diese Bemerkung verdanke ich einem frdl. Hinweis von Herrn Prof. H. Scumiprt- 
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SchlieBlich kann man folgern: 


Ss Ye ‘ - Yoo 
(30) €” (z, aj) = CP YOO? Y de? E™ (z,a,) + CP CS YS deD €? * (z, a0) 
v= 0 w=1 w=0 
mit j = 0,..., n, 0; d ¢f. 
(23,_2) lautet: 
4 Ye ® Yo 
(31) Om SCD DY dy, €™ (z, 0,) + CO” ZY dyo E? +” (2, ace) 
v=0 p=l w=O0 
mit d,, € £, d,,, 9+ 0. So erhalt man aus (28) vermége (30), (31) die reduzierte 
Darstellung von y: 
, Fs Sa eo eee 
y = R(z) W (z) =O x ew (z, M9) + D' Co’ J e,,, E*” (z, a,) + 
ae 


v=1 w=1 


(32) ‘ 
4 cho? Xue e + Pp) (z, Qeo) 
p= 
mit e,, € Ro. 
Gehen wir jetzt von k, zu kg tiber, so haben wir noch die Elementar- 
funktionen fiir gewéhnliche Stellen zu betrachter. Setzt man 


: 1 
W (6,) = D,,.W (b,) = D; 


und ist der Erweiterungskérper 
(27a) Ke = Rw (Ny, b,, . . .. Om) 
gegeben, so wird der Hauptteil von y in 6, von der Form: 


, 6) 6 (‘)- 
(33) Nee S iain at (2 — ba) mit bu € Rs 
und ferner 
&(y) > 
(34) <5 e ee = CD, 8 mit IL? € Ms, 
A 


so daB sich die reduzierte Darstellung fiir Funktionen aus ky ergibt: 


a 


el n Ye 
0) > (m) ' * 7m”) (#) \ 
y=Co YL ey E" (2,09) + Y Co Dd Cy E” (2, a,) + 


(35) a%&1 v=1 w=l 
pho) > (u + p) . es , (1) 
+ Co —_ Cu € (z, Aco) 7, “a. D, d, € (z, b,) 
w=0 A=1 


mit Cus € Rs, d, € Rs. 
Wir fassen zusammen in 
Satz 5: Sei Ry ein Kérper, der die GréBen 


Coo, = + +> Cyc. +5. co, Ber: + +> Bur Og. - +s Om 


enthalt; sind dann die Koeffizienten von R (z) diesem Kérper entnommen, 
so gilt fiir die Klassenfunktion y = R (z) W (z) die reduzierte Darstellung (35). 
In Satz 5 kann man anstelle der Funktionen 


€™ (z, a,), E™ (z, b,) 
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auch die Funktionen 
of e (z, a,), D, Ee (z, b,) 


als Basis einfiihren. Die Elemente dieser Basis haben die Eigenschaft, daG 
die ihnen entsprechende rationale Funktion R (z) nur Koeffizienten aus &y 
aufweist. Das fiihrt uns dazu, aus k, bzw. ky Teilklassen auszuscheiden da- 
durch, daB man fiir die rationalen Funktionen R (z) nur noch solche zulaBt, 
deren Koeffizienten aus einem Kérper & desselben Typs wie %g entnommen 
sind. Diese Teilklassen (daB die so definierten Mengen Klassen bilden, ist 


trivial) nennen wir k, (&) bzw. ky (SR). Fiir jéde dieser Klassen kennen wir 
bereits eine Basis: 


PAO (1 aah Ye—1 ~A1 , 
Co” E™ (z, a5), ---, Ch” E°*~ » (z, ag), CL? E™ (2, a,),.... EH E%™ (z,-a,), 


(36) . oe ee 7 . 
CH €™ (z, ao), --- Co” E% +” (z, a.), D, E™ (z, 6,),.-., Dm E° (z, Byn)- 


Fiir eine beliebige Basis von ka () gilt der 
Satz 6: Zwischen je Ng + 1 Funktionen von kg (8) besteht eine Kon- 
gruenzabhangigkeit mit Koeffizienten aus &. 
Beweis: Nach Satz 5 finden wir fiir die Nz + 1 Funktionen y; die reduzierte 
Darstellung: 
Ye—1 — n Ye = 
y= eli) COG (z, a) + » x ) Of E” (2, a,) + 


— 
w=l v=1 p=l 


TO ae wee ™ « . 
+ » ee Ch) EFT" (2, a.) 4 > e. +2 D, E (z, b,,) 
p=0 aw=l 
mit ¢)) € &. Verschwinden alle e{), dann ist nichts mehr zu beweisen. Sei 
also der Rang r der Matrix (ec?) groBer als 0. Der Rang *~4ert, sich nicht, 


wenn man in die Matrix noch die Spalte 


babe) 


YNngil 


einfiigt. Da alle (r+ 1)-reihigen Determinanten dieser neuen Matrix ver- 
schwinden, erhalt man wenigstens eine Kongruenzabhingigkeit mit Koeffi- 
zienten aus &; denn bei der Entwicklung jener (r + 1)-reihigen Determinanten, 
die ein Stiick der eingefiigten Spalte enthalten, nach den y; kénnen nicht 
alle auftretenden Koeffizienten verschwinden, weil sonst der Rang von (e) 
kleiner als r sein miBte. 

Damit fassen wir Satz 5 allgemeiner: 


Satz 5a: Ist €,.. ., E"%) eine Basis von kw (R), deren Elemente & ent- 
nommen sind, so gilt fiir jede Funktion y der Klasse die Reduktion 
Nx 
y= 5 ¢,€” 
ual 
mit e, € R. 

Die Zuordnung y-- ydz zwischen Funktionen und Differentialen der 
Klasse k ist umkehrbar eindeutig; bei dieser Zuordnung bleiben die Begriffe 
kongruenzabhingig und kongruenzunabhingig erhalten. Das zeigt, daB durch 
die Verwendung der Differentiale auch keine stirkere Reduktion der Klasse 
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erzielt werden kann. Wegen Satz 4 liefert auch keines der anderen Vertau- 
schungstheoreme eine weitergehende Reduktion. Die Zahl Ng, die Stammzahl, 
ist eine Invariante der Klasse, d. h. unabhingig davon, ob man Funktionen 
oder Differentiale zugrunde legt und welches Vertauschungstheorem man zur 
Reduktion beniitzt. 
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Conditioned Disjunction as a primitive connective for the 
m-valued Propositional Calculus. 
By 
Aan Rose in Aberdeen. 


It has been shown by Post’) that in the 2-valued Propositional Calculus 
the conditioned disjunction function with the same truth-table as (X & Y) 
v (Z & Y) together with the logical constants ¢ and / form a complete set 
of independent connectives. CHurcH has given a separate proof*) of this 
together with a proof that if the conditioned disjunction function is written 
|X, ¥,Z] the dual of any expression can be obtained by writing the expression 
backwards and interchanging the letters ¢ and f. 

We consider here the corresponding problem for the m-valued propositional 
caleulus*). We denote the truth-values by 1, 2,...,m where 1 is the desig- 
nated truth-value. We take as primitives the logical constants 1, 2,...,m 
together with the conditioned disjunction function [Y, X,, X,,..., Xm, Y] 
which has the same truth-value as X, when Y has the truth-value n (n= 1, 
2....,m). If we take J; (X) (i= 1, 2,..., m) as the function which has the 
truth-value | when X has the truth-value i, and which has the truth-value m 
when X has a truth-value different from i*), the conditioned disjunction 
function has the same truth-table as (X,&J,(Y)) v (X,&J,(Y))v... 
v (X,, & J,, (Y)). Thus this function may be read “X, or X, or... or X,, ac- 
cording as Y has the truth-value 1 or Y has the truth-value 2 or... or Y has 
the truth-value m“. Y is written at both ends of the expression in order to 
preserve symmetry. This symmetry can be preserved by writing Y in the 
middle only when m is even. It will be shown that our primitives form a com- 
plete set of independent connectives. A theorem about duality will then be 
proved. In the case m= 2 this theorem reduces to the theorem proved by 
CHURCH). 


We first prove functional completeness by induction on the degree of the 
function considered. 

All functions of degree 0 can be defined in the system since all these func- 
tions are taken as primitives. 

We now assume that all functions of degree n can be defined in terms of 
the primitives and deduce that all functions of degree n + 1 can be defined 
in terms of the primitives. Suppose that the function ® (X,, X,, ..., Xn+1) 
takes the same truth-value as Y; (X,, X,,..., X,) when X,4 1 takes the 


') Post, Emit L.: The Two-Valued Iterative Systems of Mathematical Logic. Ann. 
of Math. Studies, No. 5, Princeton, N.J. 1941. 


*) CuurcH, ALonzo: Portugal. Math. 7, 87 (1948). 
_ *) See Emit L. Post: Amer. J. Math. 43, 163 (1921); LuKastewicz, Jan, a. ALFRED 
Tarski: C. r. Soc. Sci. Lettr. Warsaw, Cl. IIT, 23, 30 (1930). 


*) Cf. Rosser, J. B., a. A. R. Turquerre: J. Symbol. Log. 10, 61 (1945). 
5) Op. cit. 
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truth-value i (i= 1, 2,...,m). YW; can be defined in terms of the primitives 
by our induction hypothesis. Then @ (X,, X,,..., X”41) can be defined by 


® (X;,, Xq, . - -, Xn41) = ay. (Xn41, Py, Ps... -, Pos Xn41]- 
Thus the system is functionally complete. 

We now consider the independence of the primitives. Conditioned dis- 
junction cannot be defined in terms of the other primitives since these other 
primitives are all constants. It follows from the truth-table for conditioned 
disjunction that in terms of this function and the loviee! constants 1, 2,..., 
t—1,i+1,...,m(i=1,2,...,m) we cannot define any function which 
always takes the truth-value i. For, if X,, X,,..., X» all take truth-values 
different from i, [Y, X,, X,,..., X, Y] takes a truth-value different from i, 
and therefore any propositional function of X,, X,,..., X,(A-= 1,2,...) 
takes a truth-value different from i when X,, X,,..., X, all take truth- 
values different from i. Thus our primitives are independent. 

We now consider the question of duality. In the 2-valued propositional 
calculus we can define the dual of a function ® (X,, X,,..., X,) as follows. 
Let u; = f when ¢; = t, and let u; = ¢ when t;= f. Suppose that ® takes the 
truth-value 9 (t,; tz, ...,t,) when, for all i, X; takes the truth-value t;. Then 
$4) &@ ae X,,) takes the truth-value opposite to @ (t,, ta, ..., t,) when, 
for all i, X; takes truth-value u;, Y is said to be the dual of ®. This definition 
may be generalised to an m-valued system as follows. 


Suppose that ® (X,, X,,..., X,) takes the truth-value ¢ (t,, tg, . . ., ty) 
when, for all i, X; takes the truth-value t;, and that VY (X,, X,,..., X,) takes 
the truth-value y (t,, t,,...,¢,) when, for all i, X; takes the truth-value ¢;. 
Then if, for all ¢;, 

@ (t, te, -- -> ty) = m—yp (m—t,+1,m—t,+1,...,m—t,+ 1)4+1, 
Y is said to be the dual of @. 

Thus, since the logical constant i (i = 1, 2, . . ., m) always takes the truth- 


value i, the dual of 7 is m —i+ 1. 

Let the duals of Y,, U,,...,An, B be C,, €,,...,€,,,D respectively. It 
will now be shown that the dual of [%, %,, W., ..., Wn, B) is (D, Cn, Em—1,---, 
€,,D] so that the dual of any expression can be obtained writing the expression 
backwards and interchanging the constants i and m—i+1 (i= 1,2,...,m). 

When % takes the truth-value i, [6, M1, UW, ...,W,, 8] takes the same 
truth-value as Y;. But when D takes the truth-value m —i+ 1, [B, ©, 
_ Sear €,,D] takes the same truth-value as the (m—i+ 1) th. € in 
, 5 on See €,,D], i. e. as ©;. Thus when D takes the truth-value 
m—i-+1 and €; takes the truth-value equal to the difference between 
m+ 1 and the truth-value of U;; the truth-value of [D, G,,, €,,—,, ..., ©, D] 
is equal to the difference between m+ 1 and the original truth-value of 
[B, UW, UW, ..., W,, B). Hence, since €; is the dual of Y; and D is the dual 
of B, [D, €,,, €,,—1, .- -, ©, D] is the dual of [B, W,, A, ..., A,,, B)]. Hence 
the dual of any expression can be obtained by writing the expression back- 
wards and interchanging the constants i and m —i+ 1 (i= 1,2,...,m). 

We note in conclusion that the LUKASIEWICz-TARSKI negation function ®) 
can be defined by 

W = ay, (UW, m,m—1,...,2,1,H). 


*) Op. cit. This is also the second negation function, = X, of Posr, see footnote *). 
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Hence, if 8 is the dual of Y, the dual of © is 
(8, m,m—1,..., 2, 1,8], 


i. e. 8. Thus we have proved the following Theorem: Jf € is a formula of the 
m-valued Propositional Calculus in which the primitive functions are conditioned 
disjunction and the constants 1, 2,...,m, and € is written without any abbre- 
viations other than abbreviation by means of the LUKASIEWICZ-TARSKI negation 
function defined as above, the dual of € can be obtained by writing the expression 
backwards and interchanging the constants i and m —i+ 1 (i= 1,2,...,m). 


( Eingegangen am 29. September 1950.) 











Math. Annalen, Bd. 123, S. 79—95 (1951). 


Uber die Wertverteilung der erzeugenden Funktionen 


° Rremannscher Flachen 
mit endlich vielen periodischen Enden. 
Von 


Kaus Poéscut in Karlsruhe. 


1. Die Rremannschen Flichen mit p periodischen Enden sind seinerzeit 
von ULLRICH") eingefiihrt worden im Hinblick auf das Umkehrproblem der 
Wertverteilungslehre. Sie bilden eine Flachenklasse vom parabolischen Typus?), 
sind nur iiber endlich vielen Grundpunkten a,, a,,...,a, verzweigt und 
besitzen bei p Enden p logarithmische Windungspunkte. Die in z + oo mero- 
morphe erzeugende Funktion einer solchen Fliche ist daher sufolge des Rand- 
stellensatzes von AHLFORS-DENJOY*) mindestens vom Mitteltypus der Ord- 
nung p/2. Die Wachstumsordnung kann, wie noch niher ausgefiihrt wird, bei 
besonderem asymmetrischem Aufbau der Flache diese untere Schranke iiber- 
steigen. Ordnung, Defekte und Indizes der Erzeugenden lassen sich allein 
aus Daten des Streckenkomplexes berechnen; dies ist ein Ergebnis von Wrr- 
TicH*). Fiir die geschlossene Uniformisierung einer solchen Fliche kennt man 
nur Beispiele in einfachen symmetrischen Fallen, keines bisher im genannten 
bedeutsamsten Fall der Wachstumserhéhung gegeniiber p/2. Um ein schlichtes 
Bild einer solchen Flache zu gewinnen, das die -Werteverteilung iibersehen 
1a6t, muB man zu anderen Hilfsmitteln greifen. Es handelt sich insbesondere 
um die Methode quasikonformer Abbildungen, gestiitzt auf einen von WiTTicn®) 
allgemein bewiesenen Verzerrungssatz, die hier zum Ziele, d. h. zu Aussagen 
iiber Ordnung, Defekte und Indizes der algebraischen Verzweigtheit, fiihrt. 
Man nimmt zunichst eine Zerschneidung der Fliache in endlich viele Teile 
vor, die fiir sich uniformisiert werden, und setzt die Bilder der Teile aneinander, 
indem man die Randzuordnungen durch passende quasikonforme Hilfsabbil- 
dungen erzwingt. Dabei mu8 die Abweichung einer solchen Abbildung (+t 
von der Konformitaét, gemessen durch D;;;— 1, geniigend klein sein, d. h. 
D;\, mouB fiir |f| + co hinreichend schnell + 1 streben, oder aber ein solches 
Gebiet der ¢-Ebene, in dem nicht D; |, = 1, beispielsweise von Streifenform sein, 
damit der erwaihnte Satz anwendbar bleibt. Es werde etwa ¢ + oo auf t+ « 
quasikonform abgebildet. Dieser Satz verbiirgt bei Konvergenz des Integrales 


(la) [f (Deje— 1)] d log €}, (e@ = @»), 


1) Zum Umkehrproblem der Wertverteilungslehre. Nachr. Ges. Wiss. Giéttingen, 
N.F. 1, Nr. 9 (1936). 


*) Wrrricn, H.: Uber die konforme Abbildung einer Klasse Rremannscher Flachen. 
Math. Z. 45 (1939). 

*) Vgl. z. B. E. Uttricu, Flachenbau und Wachstumso-dnung bei gebrochenen Funk- 
tionen. Jber. dtsch. Math.-Ver. 46 (1936). 

*) Uber eine Klasse meromorpher Funktionen. Arch. Math. 1 (1948). Diese Note 
stellt das Referat iiber eine bisher unveréffentlichte ausfiihrliche Arbeit dar. 

5) Zum Beweis eines Satzes iiber quasikonforme Abbildungen. Math. Z. 51 (1947). 
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die Existenz einer endlichen positiven Zahl «, so daB 


(1b) t}= a|/C\(1 + €(¢)) 
| dt 
Max | > 
mit ¢(¢)+0 fiir |¢|+ 00. Dabei . t, wie iiblich, unter D-;,= — THT der 
et 


Dilatationsquotient der Abbildung im Punkte ¢ zu verstehen. 

2. Der in dieser Untersuchung eingeschlagene Weg unterscheidet sich vom 
Vorgehen Wrrrticus hinsichtlich der Zerschneidung der Flache und der not- 
wendigen quasikonformen Hilfsabbildungen.. Man geht wiederum von der 
Darstellung mittels des Streckenkomplexes y aus; durch y in der z-Ebene, 
die Grundpunkte a; (j = 1, . . ., g) und die Zerschneidungskurve € sei die iiber 
der w-Ebene ausgebreitete Flache % gegeben*). Die erzeugende Funktion ist 
dann nach allgemeinen Satzen bei entsprechender Normierung eindeutig be- 
stimmt. Der Komplex der Flachen mit p (= 1) periodischen Enden besteht 
aus einem Kern mit endlich vielen Knoten und den p Enden E, (u = 1, . . ., p), 
deren jedes eine endliche Periode besitzt, die sich in Knotenzahl und Aufbau 
in infinitum wiederholt. Kern und Enden sind durch an p getrennten Stellen 
vom Kern nach auBen laufende Glieder verkniipft. Zwischen den Enden 
liegen die logarithmischen Elementargebiete. Von den logarithmischen Win- 
dungspunkten kénnen mehrere oder auch alle iiber demselben Grundpunkt a, 
liegen. Das im folgenden angewandte Zerschneidungsverfahren besteht nun 
darin, innerhalb der p logarithmischen Elementargebiete Schnitte zu fiihren, 
die in bestimmter Weise in den betreffenden logarithmischen Windungspunkt 
einlaufen und die Flache, abgesehen von einem endlich vielblittrigen, den 
Kern enthaltenden Teil f, in p Teilflichen zerlegen. Dabei wird es vorteilhaft 
sein, gewisse elementare Abainderungen der Zerschneidungskurve €, die die 
Punkte a; in der w-Ebene in Nummernfolge (mod qg) verbindet, vorzunehmen ; 
gemeint sind Abanderungen innerhalb punktfremder Kreise mit den a; (j = 
= 1,...,q) als Mittelpunkten — solche Kreise lassen sich wegen der Endlich- 
keit von q stets angeben —, die auf Flichenaufbau und Streckenkomplex 
ohne EinfluB sind’). Und zwar werden aus spiter ersichtlichen Griinden 
Teile von € in der Umgebung derjenigen a;, iiber denen mindestens ein loga- 
rithmischer Windungspunkt liegt, durch Geradenstiicke ersetzt. Wahlt man 
dann die p Schnittkurven passend, so erhilt man als Bilder der Flichenteile 
p schlichte Gebiete, die sich wenig von Halbebenen unterscheiden. Eine erste 
quasikonforme Abbildung fihrt sie dann genau in solche — etwa obere und 
untere Halbebenen p komplexer Hilfsebenen z, — iiber; gewisse Halbum- 
gebungen von z, = 0 werden dabei nicht beriicksichtigt. Nach Korrektion der 
Randpunkte auf der reellen Achse, was mittels einer zweiten quasikonformen 
Abbildung im Verein mit einer Streckung geschieht, lassen sich dann die einzel- 
nen Halbebenen aneinanderfiigen. 

Diese Verheftung ergibt so als Bild von (¥ — ZX) eine aus p Halbblittern 
aufgebaute Rremannsche Flache iiber einer s-Ebene, aus der eine Umgebung 

*) Die Eigenschaften des Streckenkomplexes werden als bekannt angenommen. 8. hier- 
zu insbesondere G. Etrvinc, Uber eine Klasse von RremMannschen Flachen und ihre 
Uniformisierung, Acta Soc. Sci. fenn. N.S. Nr. 3 (1934), u. R. Nevantiyna, Eindeutige 
analytische Funktionen, Berlin 1936, auf welche Darstellung hinsichtlich der vorkommen- 
den Begriffe verwiesen sei. Die Bezeichnungsweise schlieBt sich an Wrrtticu, |. c.*), an. 


*) Vgl. E. Draps, Uber die Darstellung Rremannscher Flachen durch Streckenkom- 
plexe. Dtsch. Math. 1 (1936). 
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des Windungspunktes s = 0 auszuschlieBen ist. Diese ist ideal-zusammen- 
hangend, denn die Punkte ihrer beiden freien Ufer sind noch nach einer be- 
stimmten Vorschrift zu identifizieren. Dies gelingt schlieBlich mit Hilfe einer 
geeigneten allgemeinen Potenz s= Z**+**, wodurch man also als quasikon- 
formes Bild von 'z| << oo die punktierte Ebene |Z| < oo erhalten hat, — jeweils 
bis auf eine Ausnahmeumgebung des Nullpunktes. Besteht dabei die Kon- 


vergenz von 
h(R)= {f (Dz\,—1)|dlogZ 
(R) = ff (Da\2— 1) |dl0g 2] 


bei geniigend groBem R, etwa R = Ry, so folgt aus dem Verzerrungssatz (1), 
daB fiir groBe |z| Kreise |z|= const nahezu wieder in Kreise Z|= Const 
iibergehen und umgekehrt; dies erlaubt dann, Wertverteilungsaussagen von 
der Z-Ebene in die z-Ebene zu iibertragen. 

3. Fiir die partielle Uniformisierung geht man von folgender grundlegenden 
Tatsache aus®): 

Jedes pericdische Ende £,, ist die ,,Hialfte‘‘ eines Komplexes y,,, dem eine 
Flache §,, entspricht, die durch die Umkehrung von w, = R, (e*#) auf die 
punktierte z,-Ebene abgebildet wird; R,, bedeutet darin eine geeignete ratio- 
nale Funktion. Die beiden logarithmischen Windungspunkte von %,, liegen 
iiber verschiedenen oder dem gleichen Grundpunkt, je nachdem R,, (0) + R,, (cc) 
oder R,, (0) = R,, (co). Grundpunkte a, und Zerschneidungskurve € sollen fiir 
W und §%, iibereinstimmen; dabei kénnen durchaus einige der a, (im Héchst- 
falle g — 2) fiir w, = f,, (z,) gewdhnliche Stellensorten ‘sein, d. h. §,, hat iiber 
diesen a, lauter schlichte Blatter. Fiir das Folgende ist die explizite Kenntnis 
der Funktionen R,, (u) nicht erforderlich (u = e); es wird nur auf ihr asympto- 
tisches Verhalten fiir groBe |z,| ankommen, woriiber der Komplex die nétigen 
Aussagen liefert. 

Die Reihenfolge der Enden £,,, beginnend mit einem beliebig gewihlten £,, 
soll durch positiven Umlauf um den Kern gegeben sein. Es bezeichne a) den 
logarithmischen Windungspunkt, dem das logarithmische Elementargebiet 
zwischen £,, und £, , ; entspricht ;a™ liegt iiber einem der a; (j = 1; . . ., q). Fer- 
ner werde in der z-Ebene unter jenem Ufer von £,, das rechte verstanden, dem 
man bei Umlaufen des Kernes in positiver Richtung zuerst begegnet, und unter 
2 w,, bzw. 2 w;,die Anzahl der Glieder, aus denen das rechte bzw. linke Ufer einer 
Periode von E,, besteht. Vom Streckenkomplex y, der Funktionen w, = R,, (e**), 
der die Periode 2 7 # besitzt, bilde das rechte Ufer von E,, rechte oder linke 
Begrenzung, je nachdem yu ungerade oder gerade ist. Gegebenenfalls erfordert 
dies eine ganze linare Transformation in der z,,-Ebene. Aus diesen Festsetzungen 
folgt dann: 


a*—-)= R, (0), a = R, (0) fiir ungerades ~ bzw. 
a“-V— Ri (0), a” = R, (co) fiir gerades pu, 
und es gilt fiir groBe |z, | mit Rz, > 0 bzw. R z,, < 0 jedenfalls eine Entwicklung: 


1 o = l, , 
—=y = €,¢4 ye uu (L + Hy (zy), (— 14 Rz, > 0; 
(2) 
——y = de nF a (1 + 9; (z,)), (— 1/ Rez, > 0; 
wy, —a 
*) Vgl. E. Uttricn, | c.'), H. Wirrtcg, |. c. *). 
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; l , , wr 
fiir a) = oo ist w, statt qjy zu schreiben; o, und oj, sind positive ganze 
w,-—a 
Zahlen, und die Funktionen », (z,), 1. (z,) verschwinden wie eine Potenz 
(—1)*z (-—1) "42 . , = . . 
von e  *# baw. ¢ * mit einem Exponenten 2 1, wenn § z,| in der 


betreffenden Halbebene gegen Unendlich geht. 

Die Bildkurven von € in der z,-Ebene begrenzen die ,,Fundamentalhalb- 
gebiete“, d. h. die Gebiete, denen auf §,, jeweils ein Halbblatt 3 oder & ent- 
spricht. 

Eine einfache geschlossene Kurve K trenne den Kern des gegebenen Kom- 
plexes y ab. Nun werde, wie oben schon vorweggenommen, die Kurve € 
elementar so abgeandert, daB sie a“— und a™ unter fester Richtung passiert. 
Ist dies erfolgt, so nahern sich fiir groBe |z,,| die Bilder von € Parallelen zur 
reellen z,-Achse. Um dies einzusehen, betrachten wir etwa die Umgebung 
von a“~— (fiir a gelten die gleichen Uberlegungen); dort soll nun auf € 
w, —a—) = oe” mit festem # gelten®). Es folgt dann nach (2) auf €: 

- log 9 — 10 = logd, + (— 1~' 4, z, + log (1+ 9, (z,)), 
oder mit ? + argd, = 0, D,: 


(3) (— 1, z, = log |\d, 0 + iD, 6, + log (1+ n, (z,)), 


wobei das Zusatzglied mit z,, oo rasch verschwindet. Darin ist die Behaup- 
tung enthalten. AuBerdem folgt, wenn |z,| auf einem dieser nunmehr fest- 
gelegten Bilder von € gegen o geht, dann w, (z,) gegen a) strebt; d. h. in (3) 
geht 0+ 0,so daB wir auch sagen kénnen, 7, bzw. log (1 + ,) geht mit 9 +0 
auf € wie eine positive Potenz von o gegen Null. Ferner ergibt sich nun sofort 
aus dem Streckenkomplex, daB o, = w,, 0, = ;, zu setzen ist. Statt (2) 
gelten also jetzt auf € die Gleichungen: 
’ i — 

{ ba 1 D @ Las oz - 
1 On a’ | d,, e allies é . dis (1 v "Nu (z,.)), 


(4) 


| mn Dw’ 1“w’ z , 
Ww, a’ ) | d', e pu e ) Yu #(1 4 Nu (z,,)), 


und zwar gelten solche Beziehungen fir alle ~. Man beachte, daB das zu a‘? 
gehorige logarithmische Elementargebiet sowohl vom linken Ufer von £,, wie 
vom rechten Ufer von ZH, .; begrenzt wird. In der Umgebung von a™) auf € 
besteht also einerseits fiir w, die zweite der Gin. (4), andererseits fiir w, , ; die 
erste dieser Gl., wenn man iiberall ~ durch u + 1 ersetzt. 

Weiter kann aber iiber die in den logarithmischen Elementargebieten zu 
fiihrenden Schnittlinien c, noch geeignet verfiigt werden: Sie sollen auf W 
stets im gleichen Halbblatt auf a) zulaufen, d. h. in der z-Ebene keine Linie 
des ,,Graphen‘‘?°) iiberschreiten, zumindest nicht fiir groBe |z|. Ja, man kann 
dafiir von einer gewissen Entfernung vom Kern an eine dieser Linien selbst 
wihlen, wodurch man erreicht, daB c,, unter fester — naimlich mit der von € 
iibereinstimmenden Tangente auf Y% in den logarithmischen Windungs- 
punkt a” einliuft; und zwar wird man dafiir eine von einer Kernstrecke aus- 
gehende Linie waihlen, deren Ausgangspunkt vom Kern dessen dem logarithmi- 
schen Elementargebiet a) zugewandtes Ufer ungefahr halbiert™). Man kann 








*) Wird dies fiir alle p logarithmischen Windungspunkte a‘+) durchgefiihrt, so gehért 
zn jedem aj, iiber dem mindestens eines der a‘) liegt, ein solches konstantes #. 

1°) Vgl. R. NEVANLINNA, I. c. ®). 

‘t) Zumindest verlaufe c,, zwischen zwei solchen Linien und schmiege sich einer hin- 
reichend stark an. 
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dann annehmen, den Schnitt in einem Bereich gefiihrt zu haben, wo sich die 
Einfliisse der beiden benachbarten Enden £,, E, ,, nahezu ausgleichen. Die 
Skizze in Abb. 1 mag die beschriebenen Verhiltnisse an einem einfachen Bei- 
spiel mit p= 3, g = 3 veranschaulichen. y besteht dort aus einer ,.Sinusleiter‘ 
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Abb. 1. Zerschneiduny einer Fidche mit p= 3 Enden. 


E, und zwei logarithmischen Enden £,, Z,; a® und a) liegen iiber a,, a‘ 
iiber a. 

4. Der regelmaBige Aufbau der Flache, wie er sich in der Periodizitat der 
Enden ausdriickt, erlauht folgende vereinfachte Definitionen'*) fiir Wachstums- 
ordnung A, Defekt 5 (a) und Verweigungsindex # (a) der Stellensorte w = a: 


(5) A= lim 282%") | 5 (a) = 1 — lim %%* | 9 (@) = lim 


reo logr acm CCF nom ae 


mit n (r) = Max n(r, a) = n (r, a) + 0 (1) fiir alle a + a,; n(r, a) bzw. n, (r, a) 
bedeutet bekanntlich die Anzahl der a-Stellen in |z| < r, jede g-fache a-Stelle 
dabei g-mal bzw. (g—1)-mal gezahlt. 

6 (a) und # (a) kénnen nur fiir a = a, (k = 1, .. ., g) von Null verschieden 
sein, und wegen der gleichmaBigen Beschrinktheit der Ordnung aller algebra- 
ischen Windungspunkte folgt aus dem Satz von CoLLINGwooD-TEICHMULLER?), 
daB nur fiir diejenigen a, der Defekt nicht verschwindet, iiber denen mindestens 
ein logarithmischer Windungspunkt liegt. Ein solcher bringt jedoch stets 
positiven Defekt. Unter Heranziehung der Evterschen Polyederformel laBt 


sich zeigen, daB die betrachtete Flichenklasse allgemein die genaue Defekt- 
relation 


ts 


q 

(6) »' 6 (a;)+ ¥ 8 (a;)= 2 
j=1 j=1 . 

erfiillt. 


i] 


] j 


12) Vgl. R. Nevanwinna, |. c. *), H. Wirricu, |. c. *). 


13) O. Te1cHMULLER: Eine Umkehrung des zweiten Hauptsatzes der Wertverteilungs- 
lehre. Dtsch. Math. 2 (1937). 


6* 
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5. Der Durchfiihrung der Zerschneidung und Abbildung im allgemeinen 
Falle seien noch zwei einfache Hilfssatze, die die erforderlichen quasikonformen 
Transformationen betreffen, vorangestellt : 

Hiljssatz 1: Es soll die Viertelebene 3 z= y > 0, R z= x => 0 so auf sich 
abgebildet werden, daB dabei R z = 0 punktweise festbleibt, wihrend lings 
der reellen Achse die Punkte z = x ersetzt werden durch R (= = 2+ q(x)+M 
(¢ = + in), wo M eine reelle Konstante ist und g folgenden Voraussetzungen 
genugt: 

1. q (x) ist stetig differenzierbar, positiv und beschrinkt; 


r , d : 
2. es ist Ps <= 0 und fiir r+ oo gilt g+0, +0; fiir x > r sei 
M, +4q(z) ms dq a 
xr ~ idm dr 4° 


Dann gibt es stets eine fiir |z| > r iiberall stetig differenzierbare quasi- 


konforme Abbildung z-~ ¢, die dies leistet, bei der ferner D,,, fiir |z| > r@ be- 
schrinkt ist und das Integral 


h(r)= ff (Daz - 1) [d log | fir r ~rt>r) Osargzs * 
Ze2r _ < 


bei hinreichend groBem r* konvergiert, so daB also gilt: 
C a |2z' (1+ e(z)) mit e(z)+0 fiir |z| +o, wobei hier wegen q~+0O direkt 
auf « 1 geschlossen werden kann. 

Wir erbringen den Beweis, indem wir eine solche quasikonforme Abbildung 
angeben; die Punkte werden dabei lings Halbstrahlen durch z= 0 ver- 
schoben. Die Transformation werde in der log z = z-Ebene vorgenommen 


(z= + iy+2= log f= &+ i H) und ist dort gegeben durch: 











~ ~ if =~ 
z ( z ) —a FF 
a - et e +qie /+M\j 2 | ss n 
(7) " ~.é x-+ log i) e ern 
2 
g-F Abb. 2 deute die Verhiltnisse an. Mit 
> & - 
der Bezeichnung 
H (2) = log (e* + q (e#) + M) —% 
ad E+h([a) J-? — erhalt man fiir den Dilatationsquotienten 
Abb, 2. Zur quasikonformen Abbildung z+. die fiir |z| => rl) giiltige Abschatzung: 
4H + Ht — (x — 29) 95 
| Dag < De ¢D5% Dz 2= Dat < 1+ = $— —ae 
(8) x + (x — 29) Fe 
| 4H 4H? 8 dH 
1+ +— - = 
n n nd 


wobei zunichst M => 0 angenommen ist, was ate < 0 zur Folge hat. Nach 


Voraussetzung gilt fiir diese z 
dq(r) q(r)+M 
dH dr r - g(r) + M 
= ieee 1 , < ——— , 
Fa les a <}/,, wihrend H < 
r 
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(jzi=r= e®). Infolgedessen ist fiir r* > r 

_ aa 
h (r*) < 5 | [a+ m-29,)aeay 
(9) log r* 0 


» oo y , oo 3 
< se E 4g (Bt ares (Ot ay, 
r* , r 4 r 





Schreibt man darin _M| statt M,so ist diese Abschitzung auch fiir M < 0 
giiltig. Der Satz bleibt auch dann richtig, wenn gq (x) negativ und dem Be- 


trage nach beschrinkt ist und fernez <9 => 0,und wieder g>0, of + © fiir 


x-»> co, Man betrachte etwa die inverse Abbildung ¢ +z. Es gilt ja D,,- = D; ; 
Und da der Satz auch gilt, wenn man zwei Transformationen der angegebenen 
Art nacheinander ausfiihrt, so kénnen die Voraussetzungen iiber g (x) weiter 
gemildert werden. Wir wollen uns aber dabei nicht linger aufhalten. In allen 
diesen Fillen gilt: 


(10) h(r) < ome (r > ri), 


, 


Eine gewisse Umgebung des Nullpunktes wird dabei im allgemeinen von 
der Betrachtung ausgeschlossen. Wir kénnen annehmen, daB auBerhalb 
M | + \q(r) ill dq(r) 1 
“—-  ~< \-g, |= 
erfiillt ist und der Dilatationsquotient somit beschrinkt bleibt. 

Hilfssatz 1 besagt auch: Unter den angegebenen Bedingungen fiir q (e*) 
kann der Streifen 0 <932Z< 2/2 stets so quasikonform auf sich selbst abge- 
bildet werden, daB 3z= 2/2 punktweise festbleibt und lings 3z= 0 die Punktez 
iibergehen in é = z+ H (2), so daB 


ff (Dz; — 1)[d?] < co und lim ( — &) = log a = 0. 
E>F.0sis5 “Te 

Natiirlich lassen sich noch andere quasikonforme Abbildungen angeben mit 
den verlangten Eigenschaften. 

Zum anderen fiihren wir ein Ergebnis von WitticH"*) an, in vereinfachter 
Form, wie es im folgenden zur Anwendung kommt. 

Hilfssatz 2: Es sei S, ein Streifengebiet der z-Ebene, das fiir x > x, durch 
Os ys 2/2-(1—A(z)) mit stetig differenzierbarem A (x) gegeben ist. Es sei 
dabei weiter OS A(z) <1, h’(z) <0, limh’(z)=0 und fh(z)dz< ~, 

Ze 


z-—> co 


Bildet man den Teil x > z, von S, durch 


(11) f=2:0=i—-Te 


quasikonform auf Ri ¢ > zx), 0S 475 2/2ab, so gilt, wenn fiir alle x > x, > 2 
h (x) S 4/2, |h’ (x)| S "Vg, fiir diese x 
(12) Dzyp < 1+ 3\h (z)| + 3 \h’(z)|, 

#4) }. c. 5). S. 285/86. 
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und die Konvergenz von { h(x) dz zieht daher diejenige von 


z, 

co 2 

f f Dee - fae] 
nach sich. = 


Auch dieser Satz gilt unverandert, wenn statt der obigen Voraussetzungen 


die folgenden stehen: 0 > A(x) => — 1, h' (x) > 0, lim h’ (x) = 0,| fh (x) dx| <oo, 
z-—> co Io 

(12) gilt dann unverandert fiir hinreichend groBe x. Ferner kann h (x) aus 

zwei derartigen Funktionen zusammengesetzt sein. 

6. Nach diesen Vorbereitungen kann die allgemeine Aufgabe in Angriff 
genommen werden. Die Fliche ® sei gegeben durch den Komplex y in der 
z-Ebene, die Grundpunkte a; und die Zerschneidungskurve €, und an dieser 
seien die besprochenen elementaren Abanderungen bereits vorgenommen. Die 
Zahl p der Enden werde zunichst = 2 vorausgesetzt. Eine Periode des Endes 
E,, enthalte 2g) Knoten, also je gy Innenknoten (@) und AuBenknoten (x) 


und j,,, algebraische Elementargebiete, deren 2 m3 Seiten von Gliederziigen 
k,k+ 1 gebildet werden (die also algebraischen Windungspunkten der Ord- 


nung m,,. — 1 iiber a, entsprechen). Dabei lauft k von 1 bis g, « von 1 bis 
p und in einer Periode von E,, « von | bis j,,. Weiter bezeichne 

ink tuk 
(a,)= 3) m@ und g\” (a,)= S (m‘) — 1). 

a=] a=1l 
Nach Abtrennung des Kernes durch eine einfache geschlossene Kurve K fiihre 
man in den logarithmischen Elementargebieten a) die Schnitte c, in der 
oben festgelegten Weise; c,, und c, trennen, zusammen mit dem ihre An- 
fangspunkte auf der Seite von E,, verbindenden Teil von K, in der z-Ebene 
das Ende Z, ab. Durch diese Zerschneidung ist die Flache bis auf einen 
endlich-vielblattrigen Teil T in p Teilflachen zerlegt. Diese stimmen mit Teilen 
der §,, tiberein und kénnen jeweils durch die Umkehrung der Erzeugenden 
w, = R, (eu) von §, in schlichte Gebiete G, der Hilfsebenen z, abgebildet 
werden. Gema8 friiherer Uberlegungen nahert sich dort das Bild (c,_,) bzw. 
(c,) von c,—, und ¢, fiir groBe |z,| (Rt z, S 0) asymptotisch je einer Geraden 
3z, = const, nimlich 3 z,= D, bzw. 3 z, = D,, wo mit den Bezeichnungen 


von 2 


(#) 
G 


(13) q 


1 , 1 ’ ’ 
D (9 + arg d,), Dj, == (d + arg di). 
7 


M » 
Oy 


Im allgemeinen wird D, 
diesen Geraden auf (c 


, von Dj, verschieden sein. Fiir die Abweichungen von 
) baw. (c,) gilt nach (4): 


uM 





1 
| y (x,) =S3z, -—D,= uM log (f+ ny (z)) 
(14) i : 
bzw. g’ (z,) =z, — D, = —- log (1 + », (z,)) 
Wy 
wobei | n,| < ce~* %«! bzw. nj, < cf eH | Rey |, 6,21, 6. 1; p (x,)>9, 
d (xy) ; 


dQ’ (x, n 
+ © fiir z,—+ o, und ebenso q’ (z,) + 0, # (2x) +0 fiir x, —oo). 
“ 


dz, dz 


15) Dies und die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf ungerades y; sie modi- 
fizieren sich in naheliegender Weise, wenn yu gerade ist. 
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Das Vorzeichen von 9, gy’ kann nicht allgemein festgelegt werden; es hangt 
von der Gestalt der Funktionen R, (ce) ab. Jederfalls sind g und MS fiir 
“ 























0 . . . : 7 ’ 
alle x, > a yon einerlei Vorzeichen, und Entsprechendes gilt fiir g’ und 
dq’ — ee - : —_ 
a . Die Verhaltnisse mégen etwa so liegen, wie in Abb. 3 angedeutet, wo pu 
ad ‘ 
Wdde 
— 
Zu Yn) 
Abb. 3. Zur quasikonformen Abbildung 2. .. 
ungerade angenommen ist. — Wir kénnen dann G, durch eine erste quasi- 


konforme Abbildung z,, > zi in eine obere Halbebene iiberfiihren, ausschlieBlich 
einer Nullpunkts-Halbumgebung, wobei ft z, = 0 punktweise festbleibt. Dazu 
betrachten wir Rz,>0 und Rz,<0 getrennt, gehen zur log z, = t,, -Ebene 
liber (¢, = u, + i v,) und kénnen dort von Hilfssatz 2 Gebrauch machen. Es 
handelt sich ja dann um die Abbildung von 


4 a of (1) 
g(u,)suv,s o> Me > Uy auf O< v¥ < =» Up > Uy 
bzw. von 
am (2 - a (2) 
52% > a+ g'(u,), U, >u, auf <vfsa,ut piss 


dabei gilt fiir | x, > g (u,)| < Ey und |g’ (w,)|- fe 


<u 


mit gewissen posi- 


tiven Konstanten k,, k,, so daB f g (u,) du, und ebenso f g’ (w,) du, mit ent- 


u my 
sprechend gewahltem uss ® sicher konvergiert. Da auch <#le) +0 geht, so 
“ 
strebt 49 (uy) +0, und es gilt 
du, 
dg | | dq | const | 
du, | | dz, | ite” 


fir groBe u, sind g (u,) und a. stets von einerlei, und zwar entgegengesetztem 


Vorzeichen. Es sind dann alle Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 erfiillt. 
Richten wir die Abbildung analog zur dortigen ein, setzen also: 
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Sac 
n ae n 
St on ~ a 3 
Vy 2 l + % ’ 0 — Vy Ss 2 
’ g (Uy) = 2 9 
(15) “= &; ‘s 
%—- 5 
2 - 
ve x {14 aC 5 2% S52, 
7 (ty) — 5 
so folgt 
6 6 | dg (uz) n 
| 1+ — g (u,) — g(u,)S%S 
(16) hs . a| du, : 
oe 6 6 | dg’ (u,) - 
1 + ' AM  snatg’ (u 
| aif ™) a| de, |’ 5S%SAt+ 7G (u,) 
fiir alle u, > u\” mit geniigend groBem us. (Analoges gilt fiir gerades yu in 


einem Streifen a < v% < 2 2.) 


icy 
* . oe * . o: 
Gehen wir durch zi = e'« zu einer zi-Halbebene iiber, so gilt also sicher fiir 
* «(0). 


eh If (Dz, £~5 d log 23 | < 0%). 


Ons * 
Zu 2, °Sam2,s7 


ry 


Bei der quasikonformen, Abbildung z, +t, +t, zi wandern die Punkte wegen 
(15) auf Kreisen z, = const (vgl. Abb. 3), die also als Ganzes in sich iibergehen. 


D.h. es gilt zi! = ‘z,! und ferner 


(17) arg 2, = arg z, (1 + e (z,)), 
wo é (z,) mit z,-+0c gegen Null strebt. 

Fiir das Spitere bemerken wir noch: Die Anzahl Fundamentalgebiete 
von w,, in die der Kreis |z,| = r in G@, hereinreicht, ist nur um eine beschrankte 
GréBe verschieden von 3/, n™ (r) = 1/, Max n™ (r,a), wo die Anzahlifunktionen 
sich auf w, (z,) beziehen. 

Bei der Abbildung z,-- zi werden die Realteile x, der auf (c,_,) bzw. (c,) 
gelegenen Punkte um y (z,) bzw. y’ (x,) veraindert, und zwar ihrem Betrage 
nach vergréBert (vgl. Abb. 3). Dabei gilt nach dem Héhensatz (wieder unter 
der Annahme, daB uv ungerade ist): 

y (Z,) ( a T Ly) _ (D, + gq (x,))? bzw. y’ (x,) ( Zul T | 21) »” (Di + y (x,))*, 
' t 
und da fiir groBe |z,| auf (c,1) bzw. (¢,) z, > */,/|z,!, 80 ist py (z,) < Tal’ 
oder auch y (z,) < = slp’ (z,)| < — ; ferner erkennt man 
dy(z,) _ 9 dy’ (2) a 
" 4& 
y, und y;, selbst fiir groBe | z,| von einerlei Vorzeichen. 

Nunmehr gilt auf 3 zi = 0 zufolge (4) und den Eigenschaften der Trans- 

formation (15) (bei ungeradem y): 


~ _ const 
y Fs) < - 
» 


ohne weiteres: +0, und zwar sind diese Ableitungen wie 


* 1 l . 
"oe log |d,,| @ + — log |1+ m, (z,)| — y (2) (x% > 0); 


* 1 , 1 ' ’ ’ 

-_ 7? —, log d,, i Deer log 11+ Nu (z,)| +y (z,) (xp < Q). 
Wu Dy 

6) Dieses Integral ist sicher < = ° 
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Durch eine zweite quasikonforme Abbildung zi -z, soll erreicht werden, da& 


fiir | Z,,| > x gilt: 


(18) —%,= = log 9, wenn %, > 0, und Z, = = log 9, wenn Z, < 0; 
» 


d. h. zf soll so in z, itibergefiihrt werden, daB 


~ 


auf 2 >0: Z,=2,+ 2 log|1+ nyi + yp (x,) + log |d,,|, und 
Oy Oy 


- l , ’ 1 , 
auf xi < 0: Z,= zi ——-log |1+ j,| — yp’ (x,) — — log 'd,, 
Ou Oy 
Wegen der Eigenschaften der Funktionen 7,,, 7j., y, y’ und ihrer Ableitungen 
verbiirgt der in 5. bewiesene Hilfssatz 1 die Existenz einer quasikonformen 
Abbildung, die dies bewirkt, mit 


“7 re ~ ]_ const 
ff, (Oz, .~ 1g] < 
z,'2', 3 # 
fir alle 7, > Twi ”. Dabei wandern die Punkte auf Strahlen arg z, = const in 
der oberen Halbebene, so daB neben 


(19) Zy|= |ze/(1+e(z%)) gilt arg z, = arg 2%, 
wo e+0 mit |zi|+0oo. Damit ist also insgesamt G,, bis auf ein endliches Aus- 


nahmegebiet iibergefiihrt in die Halbebene 3 z, = 0, und auf 3 Zz, = 0 gelten 
die Gln. (18). Wegen (17) und (19) hat man auBerdem 

(20) Z| = |z,| (1+ e (z,)), arg Z, = arg z, (1+ é (z,)), 

wo die Funktionen. ¢; mit |z,|-+0o oder |z,,|-+ co gegen Null gehen. 

Diesen ProzeB denken wir uns in allen G, durchgefiihrt und kénnen jetzt 
die Verheftung der Halbebenen, die jeweils lings der positiven oder negativen 
reellen Achse erfolgt, in Angriff nehmen. Auf (% -- X) stoBen die konformen 
Bilder von G, und G,,, langs c, zusammen. In der Umgebung von a kénnen 
wir darauf o als Parameter ansehen. Dann sind (m wieder ungerade ange- 
nommen) nach (18) zu identifizieren: die Punkte w, Z, und w, +, 2,4, jeweils 
auf der negativ reellen Achse; d. h. derselbe Punkt der Fliche (@ — Z) geht 


fiir kleine 9 einmal iiber in w;,Z,, zum anderen in w,,;, Z,+,. Setzt man nun 
nacheinander 


ie i © im s Ge + 
| 2,.>= > 23> , 22) 23> Si deh ’ ? 
(21) i s w, 
o @ @y—1 a - w @p—1 ee 
ap anole # = diy thi GES Te 
| 7 w’ a eae w ow! w *P 
pol w-2 a p—-l p—2 i 


80 lassen sich die p Halbebenen (— 1)*+! 3 2, > 0 abwechselnd iiber die ne- 
gative oder positive reelle Achse miteinander verheften. Insgesamt entsteht 
eine aus p Halbebenen aufgebaute Rremannsche Fliche — wir denken sie 
uns tiber der s = o + i r-Ebene ausgebreitet. Sie ist ideal zusammenhingend : 
es sind noch auf dem letzten freien Ufer zu identifizieren die Punkte 


é=t und s= Ate*, 
wo 


(22) A= 27-1" aM % 


’ , 
Op @p—-1--- ww, 
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und ¢ einen reellen Parameter bedeutet. Dazu machen wir einen Ansatz 
g = Zerid — elatid(ogR+i®) (Z— Re®), oder logs= (alogR—b®)+ 
+ i(blog R+ a®). Essoll s = o--Z = Re'* unds = A o ec? **+-Z = Reet +2”) 
gelten. d.h. log o= alog R—b®+i(blogR+a®) und log Ao+ pxi= 

alog R—6b(®+22)+ i (blog R+ a(®+ 2 2)). Daraus folgt log A+ pai 


. ; log A 
-~22b+i2 24, somit a= p/2, b= — ae und 
Pp . 2 log A 
(23) s=Z 2 (: Ratha p 22 ) 


Damit ist also (% — TX) in die punktierte Z-Ebene iibergefiihrt bis auf eine 
Umgebung von Z = 0; diese komme ganz innerhalb |Z| < R, zu liegen. 
Weiter folgt nun leicht die Konvergenz von 


h(R) = {f (Dz)2—1)| dlogZ |fir R= R, 
(8) = ff (Pre 1)[ dog for Bz 


wenn nur R®) geniigend groB genommen wird. Man beachte hierzu, da8B 


Dz. D z(t, und | d log s|= B (3) [aloe 2 | | d log Z | ,wo B= 1+ (= i 


und daher 


4 Py op ~ 
(24) MR) Sam 2 Sf Di, \:,— 1)| d log z, 


ist; die Integrale unter der Summe sind iiber die Bilder von |Z| => R in den 
Halbebenen (— 1+! &z, => 0 zu erstrecken. Diese liegen aber ganz auBer- 
halb gewisser Halbkreise (vgl. die folgende Betrachtung unter 7.), so daB wegen 
(16) und (19) diese Integrale fiir hinreichend groBes R™ simtlich endlich 
sind, und damit auch h (R); es bleibt sogar sicher 


. _ const 
(24a) h(R) < — ppp - 


Dies erlaubt wieder die Folgerung: 
(24b) z}= a\Z|(1+ ¢(Z)) mit hme (Z)= 0 
Z—+«2 


und endlichem positivem «. 


7. Einem Kreis |Z| = R > R, entspricht iiber s das Stiick zwischen ye 


und A - R°?® ep=i der logarithmischen Spiralen, die s = 0 als asymptotischen 
Punkt besitzt; es wird dabei s = 0 im positiven Sinne umlaufen. Fiir die 
Schnittpunkte mit den Geraden 


arg 8 = (24 — 1)F4u=1,.. -» p) gilt | s| = 49°~ ie . BIM. 


Beachtet man, daB beim Ubergang Z,,-~z, ®t z, = 0 punktweise festbleibt, so 
findet man, da diesen Punkten in den z,-Ebenen die folgenden entsprechen : 


, | = Be, RP ;,2,=— Be, R!i,...,2,= (— 1+! Be, RPM*i, 
(25) . 
| zy = (— 1+! Be, R??” i 


p 
mit den folgenden neben A = [7 * eingefiihrten Definitionen: 


w= 1 Wy 
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| A, = SSeS p= 2,3,...,p;4,= 1, Ap41=A; 
@1@2++*@yu—1 
ulp 
| es A ; B= a, A™?. 


Ay, 


(26) 


Die Punkte (25) bestimmen bis auf eine beschriinkte GréBe die Anzahl Fun- 
damentalgebiete, in die das quasikonforme Bild von R,<!Z|< R in der 
z,-Ebene hereinreicht. 

Aus dem Streckenkomplex y, lassen sich zunichst die Anzahlfunktionen 
fiir die w, ablesen in der Form: 


ni) (r) = & — 1+ e& (r)); 
n®) (r) = ni) (r, a) +0 (1), a+ aj; 


gi 


(27) n) (r, a,) = eisir (1 + ef(r)); 





(um) 
ny (r, ay) = 2 SP (1 + of (r)), 
wo alle Funktionen ¢ (r) mit r+ oo gegen Null gehen. 

Daneben werden in der Z-Ebene fiir |Z| > R, die GréBen v (R, a), v, (R, a) 
eingefiihrt, die die Anzahl der in den Kreisring R, < |Z| < R fallenden Bilder 
von Punkten der Flache (¥ — &) iiber w= a bedeuten; dabei ist wie iiblich 
jede g-fache Stelle g-mal bzw. (g—1)-mal zu zihlen, und es sei wieder » (R) = 
= Maxy(R,a). Dann folgt aus (25) und (27), indem man die Beitriige der 
p Gebiete zusammenfaBt, auf die sich das Bild von R, = |Z <= R in den 
p Ebenen z, verteilt: 


B{ €, B pi2 
vy (R) = v (R, a) + 0(1),a + 4;; 


™ » (Ras) = 95, ( yy (a,) | RP + 0 (1); 





B/ 2 
», (R, a) = 2, (5 of? (a) “| RPP? +O (1). 
r— 


Der Verzerrungssatz (24) erlaubt schlieBlich, in die z-Ebene tiberzugehen, was 
auf die Beziehungen 
Pp 
n(y=Cr(i+e(r)( ¥ ge.) 
p=l 


n (r,a) = n(r) + 0(1),a +45; 





(29) n (r, ay) = C r* (1 + & (r)) ( s g™ (ax) “| ; 
w=l 
ma (ray) = Or (1+ 0(r)( So (a) 
< 
fiihrt, wobei 
(30) Om Fa 0 < 0 < w) 


ist und « (r) jeweils irgendeine Funktion bezeichnet, die lim ¢ (r) = 0 erfiillt. 


1? 2 
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SchlieBlich gewinnt man so das Ergebnis: 


‘ P p op, 2 (log A\2 
(31a) am pE=F4 = (Be) 
Pp P 
» g” (ax) ey p g* (ax) en 
(31 b) d(a,)=1-— - 8 (a,) = ent 
= gy Tg e 
wel w=l “ 


Die Erzeugende ist also stets vom Mitteltypus der betreffenden Ordnung 
P 
1/A-C Sg e, = S ist der numerische Wert des Typus; der in C eingehende 


1 

numerische Wert der Konstanten « des Verzerrungssatzes ist allerdings nicht 
bekannt. — Die Gln. (29) und (31) enthalten das Ergebnis von WirticH"’). 
Da die A, rational, die e, algebraische Zahlen sind, sind auch allgemein die 
Defekte und Verzweigungsindizes bei der betrachteten Flichenklasse algebra- 
ische Zahlen einer bestimmten Bauart: Fiir eine Flache mit der zugehérigen 


GréBe A gehéren sie einem Kérper an, der aus dem rationalen Zahlkérper 


durch Adjunktion von VA entsteht (vgl. etwa das Beispiel unter 10. c). Man 
kann daraus schlieBen, daB das Umkehrproblem der Wertverteilungslehre 
auBer fiir rationale Werte nur in besonderen Fallen fiir algebraische Zahlen 
als vorgegebene 6 (a,) und # (a,) durch Flaichen der betrachteten Klasse bzw. 
ihre Erzeugenden gelést werden kann. Fiir A = | sind Defekte und Indizes 
rational. 

Im Falle A + 1, d.h. bei asymmetrischem Aufbau der Enden — sofern 
sich die Asymmetrie nicht im Ganzen aufhebt, wie es im letzten der zum 
SchluB angefiihrten Beispiele der Fall ist — erhéht sich nun die Wachstums- 
ordnung der Erzeugenden gegeniiber der unteren Schranke p/2. Das betreffende 
Mitglied der Flachenklasse wird so durch den Wert von A charakterisiert. 

8. Von den Gin. (31) gelangt man leicht zur genauen Defektrelation (6). 
Man denke sich aus dem Ende £, eine Periode herausgetrennt, topologisch 
auf eine untere Halbkugel abgebildet und durch Spiegelung an der Aquator- 
ebene zu einem geschlossenen Komplex ergiinzt!*). Man erhilt so eine Poly- 
goneinteilung der Kugeloberfliche, fiir die sich der EvLersche Polyedersatz 


E+F-K=2 
anwenden laB8t. Hier ist die Zahl der Ecken EF = 4g), die der Flachen 


4 
F=2 » j,,+ 2 und die der Kanten schlieBlich 
k 


: . = 
K=2 3’ ime+2 y (yg — gy (a;)) = 


k=1 a=1 m1 


q 
of y a Iu + 2 Sx (am) +2 2 ( — 9 (a))- 


Die letzte Summe riihrt von den Ufern des Endes E,, her und hat nur ein 
oder zwei von Null verschiedene Glieder. Somit: 


(32) p - g (a,) + PXce — g) (a,)) = 2g. 


7) Le. * Gin. (3) bis (8); die Definition der GréBen A,, A, e, ist hier berichtigt. 
%*) Vgl. R. Nevanuinna, G. Exirvrna, |. c. *). 
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Multipliziert man jetzt mit e,, summiert iiber ~ und summiert andererseits 
alle 2 ¢ Gin. (31b) auf, so erhaélt man (6) bzw. die Aussage des zweiten Haupt- 
satzes der Wertverteilungslehre fiir die Klasse der Flichen mit endlich vielen 
periodischen Enden. 

9. Es bleibt noch kurz etwas zu sagen iiber den Fall, daB die Zahl der 
Enden p= | ist. Fiir diesen sind, wie gleich dargelegt wird, die obigen Er- 


gebnisse unverindert giiltig. Seien w, w’, A = ~ +99 (4%), 9, (ay) die ent- 


sprechenden auf das eine Ende beziiglichen GréBen. Der logarithmische Win- 
dungspunkt liege iiber a,. Die Defektrelation reduziert sich dann auf 


q 
6 (a,) + ~ 8 (a,) = 2. 


Der Kern wird wieder durch eine Kurve K abgetrennt, die Zerschneidungs- 
kurve € in der w-Ebene in der Umgebung von a, durch ein Geradenstiick 
ersetzt und die Schnittkurve c nun lings eines Bildes von € in der z-Ebene 
gefiihrt, das vom Kern ausgeht (vgl. Abb. 4). K kann als Kreis um z= 0 





| 





N 





aaa 
2 























Abb. 4. Beispiel einer Fldche W mit p=1, A >4 


angenommen werden. Man denke sich ¢ bis z = 0 fortgesetzt und wende auf 
die so zerschnittene Ebene die Quadratwurzel an. Es entsteht ein von 
den beiden Bildern c* von c und dem halben Kreis K* begrenztes schlichtes, sich 
nach oo erstreckendes Gebiet, in dem derselbe periodische Streckenkomplex zu 
denken ist. (Man beachte, da8 er nur topologisches Bild einer Rrigmannschen 
Fliche ist.) Dieses Gebiet kann nun auf dem Wege iiber @ und § mittels 
einer Funktion w, = R (e*) und anschlieBender quasikonformer Abbildungen 
auf eine obere Z-Halbebene abgebildet werden, und zwar so, daB fiir |z| > x 


auf z>0 2 = log g und auf % < 0 % = + log 0, 


wo 0 = |w —a,| auf c in dem betreffenden Blatt von (@ —) ist. Fiir die 
linke bzw. rechte z,-Halbebene laBt sich ja wieder eine asymptotische Be- 
ziehung nach Art von (2) ansetzen: 


i l ee , 
o,—4, d, e~*% (1 + 1 (2,)), baw. w,—a, d; et (1 + (%)). 
Fiir {R2| > 20, x hinreichend groB, sind dann zu identifizieren die Punkte 


1 
‘ ie — —-—-— log A - 4 
Z=¢ und Z=Ate*. Dies wird von 7=Z2 2* geleistet. Wieder 


liegt jetzt eine quasikonforme Abbildung z--Z vor, die den geforderten Be- 
dingungen geniigt. Man findet, analog zum allgemeinen Falle, 


a log A\* _ 1 — 9a) = (2) 
A=5 + 2(<B4) , 6 (a) = i_ “g 10 (a) = its 
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Defekte und Indizes sind also stets rational, was auch daraus folgt, daB sie 
mit denen einer Funktion R (e*) tibereinstimmen, jener naimlich, zu der man 
durch Verlingern des einen periodischen Endes auch nach der anderen Seite 
hin gelangt. 

Man hitte hier bei p= 1 — 14Bt man den Kern auBer Betracht — auch 
ausgehen kénnen von einem Komplex mit zwei periodischen Enden, von denen 
das zweite entsteht durch Spiegelung des ersten. Eine der Halbebenen, in die 
die Ebene durch die Spiegelachse zerfallt, bildet man durch das Quadrat auf 
die volle z-Ebene ab, erhalt dort einen Komplex mit dem gegebenen perio- 
dischen Ende, der dann noch mit einem geeigneten Kern versehen werden 
kann, und gelangt auch so zu den Beziehungen (33). 

10. Beispiele. 

a) Fiir die zu Abb. 1 gehérige Flache folgt sofort aus dem Streckenkomplex : 
A=#%, d(a,)=1, b6(q)=90, #(a,)=0; ferner findet man: 4 (a,) = }, 
® (a,) = 8 (a,) = }. 

b) Im Falle der Abb. 4 hat man p= 1, q=3, A= + + “082” _ 0.5943. ._.; 

. p=1,q=3,A4=5 2 na ; a 
4 (a,) = #, B (a,) = 6 (a,) = $, 8 (a) = §. 


ce) Fir den Streckenkomplex in Abb. 5 sei die Berechnung naher ausgefiihrt. 
Hier ist g = 4, p = 5, zwei der Enden sind logarithmisch. 


























Abb. 5. Streckenkomplex zu einer FlAche B mit 4 > 4 (p = 5). 


O, = = 1, w= 1, w 
A, = A,= se t, * A,= +4 
g =1;¢= q7,° 2= ay, 
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9 (ay) = 3, f® (a, 
gy (a,) = 3, g® (a 


) g™ (as) = 3, g™ (ay) = 
as) 

g®) (a,) = 3 g®) (a 2) = < 
)= 
)= 


=1, 

= 2, g (a;) = 3, ¢ (a) = 
g® (a3) = 5, g® (= 8: 

0, ¢* (a3) = 1, g (a) = 1; 


5, 
g (a,) = 0, g (ag 
0, gy) (a;)= 1, g® se = 0; 
A 
, k= 


gf (a,)= 1, g (a, 
g\” (a,) = 2, gM (ag) 
9,” (a,) = 2, g* (ag) 


9 (as) = g{? (a4) = 
of) (a,)= 1, g® (@,) + 


g) (a3) = ia) 0 
# (a) = = g\°) (a4) = 


a9 cn) = 0? (ey) = 2, 3, 4. 
a ‘ 2 ve e “ee 
Daraus folgt: A= : + a3 >)" = 2,6122... 
l 5 5; 
5 (a) = 37 (3 V9 + 3 V3), 6 (a,) = (2 V8 + 727+ 3 V3 + 3), 4 (a) = 0, 


6 (a4) = 7 (2 ysl +2 y27 +2 v9 + 3) 


mit N = 3 /81 + 3 727+ 5 V9+3)3+3=3 Y gue; 
w=l 
5 


27 
- ’ 6 (a3) + 


49 


N° @ (a,) = 0. 


8 (a,) = + (2 V81 + 2 V27+ V9), # (a) = 








Abb. 6. Streckenkomplex zu einer Fldche B mit 4 = : (p = 3). 


d) SchlieBlich gehéren zu dem Komplex in Abb. 6 die Werte: 
P 3 
a= ; a ik 6 (a,) = 6 (ay) = zy, 4 (as) = 4 (a4) = 0; B (a,) = xy, B (@,) = 7, 
0 (a5) = rr 7 (a,) = rr: 
In allen Fallen bestatigt man die Defektrelation (6). 


(Eingegangen am 30. August 1950.) 
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ar Ow = 


a a> 


oc 


§ 1. Einleitung. 


L. Feses T6TH') hat eine Abschitzung fiir den kiirzesten Abstand 46 zweier 
Punkte eines auf der Kugelfliche liegenden Punktsystems angegeben. Sie 
lautet fiir VY Punkte auf einer Kuge! mit Radius r: 


N n 
N—2 6° 
Auf anderem Wege haben Hasicut und v. p. WAERDEN?®) dieselbe Un- 
gleichung abgeleitet. Sie bedeutet geometrisch: Ist der Mindestabstand 6 ge- 
geben, und beschreibt man mit 6 als Sehne der drei Seiten ein gleichseitiges 
Dreieck auf der Kugel, so muB der Winkel « dieses Dreiecks mindestens 


(A) (*} < 4 — cosec” 


=f 60° betragen. Oder, was damit gleichbedeutend ist: der Flicheninhalt 4 


dieses Dreiecks darf nicht gréBer sein als der (2 N —4)-te Teil der Kugelflache. 

Das Gleichheitszeichen in (A) gilt nur fir N = 3, 4, 6 und 12, da man nur 
in diesen Fallen die Kugelfliche in (2 N—4) gleichseitige spharische Dreiecke 
4) L, Fases Torn, Jber. dtsch. Math.-Ver. 58, 66 (1934). 


*) Die Arbeit von Hasicur und v. p. WAERDEN erscheint im selben Band dieser 
Annalen. ‘ 
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einteilen kann. In allen anderen Fallen muB, bei gegebenem Mindestabstand 6, 
der Radius r noch gréBer sein als nach (A). Es fragt sich, wie groB. 


Diese Frage soll hier fiir N = 5,7,8 und 9 beantwortet werden. Dabei 
soll 6 zu 1 normiert werden. Fiir N = 10, 11, 13, 14, 15, 16, 24 und 32 werden 
wir mégliche Werte von r angeben, die vermutlich die kleinstméglichen sind. 

Diese Arbeit ist folgendermaBen entstanden. Im Mai 1950 hat v. p. WAERDEN 
in einem Vortrig in Géttingen die Ergebnisse von Hapicut und v. p. WAERDEN 
auseinandergesetzt und auBerdem bewiesen, daB auf einer Kugel, auf der 
5 Punkte im gegebenen Mindestabstand Platz haben, auch 6 solche Punkte 
Platz finden, nimlich in den Eckpunkten eines Oktaeders. Dieses Ergebnis 
erwahnt auch Frses T6tu, auf dessen Arbeit wir spiter aufmerksam gemacht 
wurden. 

Durch diesen Vortrag angeregt, hat Scntirre die Minimalkugel fiir N = 7 
bestimmt. Dazu waren auBer den Rechnungen, die man in § 8 finden wird, 
recht komplizierte Fallunterscheidungen nétig. VAN DER WAERDEN hat dann 
die Satze von § 5 gefunden, die es gestatten, fast ohne Fallunterscheidungen 
auszukommen. 

Schon Hasicut hatte den Graphen herangezogen, der entsteht, indem 
man auf der Kugel diejenigen Punktepaare verbindet, die genau den Abstand 1 
haben. Fir den Fall, daB dieser Graph nur aus Dreiecken und Vierecken be- 
steht, fand v.D. WAERDEN mit Hilfe von konkaven Funktionen (§ 9) eine 
Verscharfung der Ungleichung A (§ 10). In dieser verschairften Ungleichung 
kann nur fiir N = 8 und N = 24 das Gleichheitszeichen gelten, und zwar 
nur dann, wenn die 8 oder 24 Punkte die Eckpunkte eines von Dreiecken 
und Vierecken begrenzten halbreguliren Polyeders bilden. Nun gelang es 
Scut re, fiir geniigend kleine Kugelradien die Fiinfecke, Sechsecke usw. aus- 
zuschlieBen (§ 6). Damit war fiir N = 8 das halbregulire Polyeder als Mini- 
malfigur erkannt (§ 11). Fiir N = 24 kénnen wir dasselbe nur vermuten. 

Fiir N = 9 hat Scuntrre zunichst durch Probieren die Minimalfigur ge- 
funden (§ 12). Auf Grund eines Satzes iiber Fiinfecke konnte er auch beweisen, 
da8B entweder nur Dreiecke und Vierecke vorkommen oder ein Punkt sich 
von den anderen ,,wegschieben“ ]aBt, so daB seine Abstande zu den anderen> 1 
werden (§ 13). Im ersten Fall fand er 2 mégliche Graphen (§ 14), im zweiten 
Fall nur einen (§ 15). So blieben 3 Graphen iibrig, darunter die vermutete 
Minimalfigur. Bei den zwei anderen war noch ein Winkel verfiigbar. Durch 
Variieren dieses Winkels gelang es uns unter Verwendung einiger Satze tiber 
konvexe Funktionen, den Radius zu verkleinern (§ 16). So blieb schlieBlich 
nur die in § 12 gefundene, in Fig. 24 dargestellte Méglichkeit tbrig. . 

Fiir N = 10, 13, 14, 15, 16 hat Scntrre, fiir VN = 11, 24 und 32 v. p. WakER- 
DEN die vermutlichen Minimalfiguren gefunden. Es ist uns aber nicht ge- 
lungen, zu beweisen, daB die Radien wirklich minimal sind. 

Der Verlauf von d? als Funktion.von N ist in Fig. 62 dargestellt, wobei 
d = 2r den Kugeldurchmesser bedeutet. 


§ 2. Fiinf und sechs Punkte. 


Es mégen 5 Punkte in Abstinden = 1 auf einer Kugel liegen. Verbindet 
man drei von ihnen durch kiirzeste Bogen, so erhilt man ein spharisches 
Dreieck A BC, in dem der Cosinussatz gilt: 


cos ¢ — ¢9s a cos b = sin a sin 6 cos y. 
Mathematische Annaien, 123. 


~ 
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Gesetzt nun, der Durchmesser d wiire kleiner als 2. Da der Abstand A B 
mindestens 1 betriigt, so ist A B gréBer als die Sehne eines Bogens von 90°, 
also ist a> 90°, und das gleiche gilt von b und c. Die drei Cosinusse linker 
Hand sind also negativ, also ist die linke Seite negativ, also auch die rechte. 
Mithin muB ein Faktor rechts negativ sein, und da sin a und sin 6 es nicht sein 
kénnen, so folgt cos y < 0, also 

y> 90°. 

Dasselbe gilt von allen Winkeln der sphirischen Dreiecke, die man 
aus je drei von den 5 Punkten bilden kann. 

Verbindet man nun einen von den 5 Punkten, etwa C, mit allen 4 anderen, 
so erhalt man bei C vier stumpfe Winkel, also mehr als 360°, was nicht geht. 


Also muB der Kegeldurchmesser d mindestens y2 betragen. Ist das aber 
der Fall, so haben gleich 6 Punkte auf der Kugel Platz, nimlich die 6 Eck- 
punkte eines reguliren Oktaeders. 


§ 3. Der Existenzsatz. 
Satz 1: Es gibt fiir jedes N eine kleinste Kugel, auf der N Punkte in Ab- 
stiinden => 1 Platz haben. 
Beweis: Es sei R der Radius einer Kugel, auf der N Punkte sicher Platz 
haben. Jede Figur von N Punkten auf einer Kugel vom Radius r< R ist 


dann bestimmt durch 2 N + 1 Koordinaten, naimlich durch r und je zwei . 


Polarkoordinaten #,, gy, fiir jeden der N Punkte. Diese 2 N + 1 Koordinaten 
sind alle beschrinkt: 

Osr sR 

0<& <2 

OSM 522 
und auBerdem durch Ungleichungen wie 


(x; — 2X)? + (yj — yp)? + (2% — %&)? =] 
verkniipft, wo 
xr = r sin 0, cos gy 


usw. die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte sind. Da in allen diesen 
Ungleichungen das Gleichheitszeichen zugelassen ist, definieren sie eine abge- 
schlossene Menge im (2 N + 1)-dimensionalen Raum der Koordinaten r, #,, ¢,. 

Auf einer beschrinkten abgeschlossenen Menge hat eine stetige Funktion 
der Koordinaten immer ein Minimum. Also hat der Radius r ein Minimum, 
q-e.d.  ~ 

AuBer dem absoluten, d.h. kleinsten Minimum kann es noch relative 
Minima geben, d.h. solche Figuren, bei denen der Radius sich durch kleine 
Anderungen der Lage der Punkte nicht verkleinern la8t. Wir wollen solche 
Figuren relative Minimalfiguren nennen, die Kugeln relative Minimalkugeln. 
Unter der Minimalkugel schlechthin verstehen wir aber die kleinste Kugel, 
auf der N Punkte ohne gegenseitige Stérung Platz haben. 


§ 4. Der Graph. 


Sind auf einer Kugel mit Radius r irgendwie N Punkte mit Mindest- 
abstand -1 gegeberi, so kénnen wir immer die Punktepaare, deren Abstinde 
genau | sind, durch kleinste GroBkreishegen verbinden. Es entsteht ein 
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Graph. Dieser braucht nicht zusammenzuhiingen. Die Anzah! der Verbindungs- 
strecken, die in einem Punkt zusammenstoBen, bezeichnen wir als den Grad 
des betreffenden Punktes. 

Satz 2: Die Strecken des Graphen iiberschneiden sich nicht. 

Beweis: Gesetzt, zwei Strecken AB und CD hitten 
éinen Punkt ,S gemeinsam. Dann wire 
2s AC+ BD<(AS+ 8C)+(BS+ 8SD)=AB+CD=2, 
was nicht geht. 

Wir betrachten geschlossene Streckenziige ohne Uber- Fig. 1. 
schneidungen, d.h. Teilmengen von Punkten und Strecken 
eines Graphen, bei denen in jedem Punkt der Teilmenge genau zwei Strecken 
der Teilmenge zusammenstoBen. Nach Satz 2 wird die Kugel durch einen 
derartigen geschlossenen Streckenzug des Graphen in zwei Gebiete zerlegt. 
Enthalt eines dieser Gebiete keinen Punkt,des Graphen, so sprechen wir 
von einem Polygon des Graphen (Dreieck, Viereck usw.), und wir bezeichnen 
das Gebiet, in dem kein Punkt liegt, als das Innere des Polygons, das andere 
Gebiet, wenn es-mindestens einen Punkt enthilt, als das Aufere des Polygons. 


(Liegen alle Punkte des Graphen auf einem einzigen Polygon, so besitzt dieses 
zwei innere Gebiete.) 





$5. Abbau eines Graphen. 


Im folgenden sei immer N > 6. Dann ist d> 2, da auf einer Kugel mit 


Durchmesser ¥2 nur 6 Punkte ohne Stérung Platz haben. Der Kreis mit 
Radius 1 um einen Punkt der Kugel ist dann immer kleiner als ein GroBkreis. 

Satz 3. Wenn alle Strecken des Graphen, die von einem Punkt P ausgehen, 
einem Winkel von 180° angehiren, so kann man durch eine kleine Verschiebung 
den Punkt P ganz isolieren, d. h. man kann erreichen, daB er von allen anderen 
Punkten einen Abstand > 1 erhilt. Insbesondere kann man also jeden Punkt 
2. Grades durch eine kleine Verschiebung isolieren. 

Beweis: Um alle Nachbarpunkte A, B,... beschreiben wir Kreise vom 
Radius 1. Nun verschieben wir P in einer Richtung 
senkrecht zur Grenze des Winkels von 180°, dem alle 
von P ausgehenden Strecken PA, PB,... ange- 
héren, und zwar aus dem Winkelraum heraus auf 
einem GroBkreis PQ. Bei dieser Verschiebung 
kommt P offensichtlich aus allen Kreisen um A, 
B,...heraus. Der Winkel A PQ ist nimlich => 90°. 
Ist er 90°, so bewegt sich P tangential zum Kreis 
auf einem GroBkreis, also aus dem kleineren Kreis ; 
heraus. Ist der Winkel > 90°, so bewegt sich P noch “ye 
stirker von A weg. 

Wir nennen dieses Verfahren das Wegschieben eines Punktes P. Einen 
zusammenhiingenden Graphen (mit mehr als einem Punkt), in dem sich kein 
Punkt wegschieben l48t, in dem also nur Winkel < 180° auftreten, bezeich- 
nen wir als irreduzibel. Aus Satz 3 folgt nun 


Satz 4. Jeder Graph lapt sich durch fortgesetztes Wegschieben der Punkte 
so umwandeln, daB er in lauter irreduzible Graphen und isolierte Punkte zerfallt. 
Ferner gilt der 








7* 
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Satz 5. Wenn sich der Graph durch fortgesetztes Wegschieben der Punkte 
in lauter isolierte Punkte zerlegen lapt, so ist die Kugel nicht die Minimalkugel, 
ja nicht einmal eine relative Minimalkugel. 

Beweis: Nachdem alle Pankte von den anderen weggeschoben sind, sind 
alle Abstiinde > 1 geworden. Dann kann aber der Radius r etwas verkleinert 
werden (unter Beibehaltung der Richtungen der Punkte vom Mittelpunkt 
aus), so daB alle Abstinde immer noch > I bleiben. Also war die Kugel 
keine relative Minimalkugel. 

Auf einer relativen Minimalkugel muB8 somit bei der nach Satz 4 méglichen 
‘Zerlegung mindestens ein irreduzibler Graph auftreten. 


$6. Polygone irreduzibler Graphen. 


Den GroBkreisbogen (in WinkelmaB) zwischen zwei 
Punkten vom Abstand | bezeichnen wir mit a. Zwischen a 
und dem Kugelradius r besteht die Beziehung 


ail l 
(1) sin 5 = 5; - 
Satz 6. Fiir die Kugel eines irreduziblen Graphen, der 
ein Polygon mit n Ecken enthdlt, gilt n-a < 360°. 

Beweis: Da das Innere eines Polygons keine Punkte enthalt, werden die 
inneren Winkel des Polygons nicht durch irgendwelche Strecken des Graphen - 
unterteilt. Damit der Graph irreduzibei ist, miissen allie inneren Winkel 
< 180° sein. Besitzt das Polygon mehr als drei Ecken, so verschieben wir es 


Fig. 3 


in folgender Weise. P,,..., P, seien vier aufein- 
ander folgende Ecken mit den inneren Winkeln 
Oy, - ++, &, die alle < 180° sind. Dann bewegen wir 


die Punkie P,, P, unter Erhaltung der Abstande 
P, P,, P, Ps; und P, P, so weit, bis ein innerer 
Winkel gleich 180° geworden ist. Dadurch gehen 
zwei Seiten des Polygons in eine einzige (langere) 
Seite tiber, die fortan in sich starr gehalten wird. 
Setzt man nun dieses Verfahren fort, so wird 
schlieBlich das Polygon unter Erhaltung seines 
Umfanges x - a in ein Dreieck verschoben. Der gré8tmégliche Umfang eines 
Dreiecks ist gleich 360°. Dieser Maximalwert kann nicht angenommen werden, 
da sonst alle Ecken des Dreiecks auf einem GroBkreis liegen miiBten, also alle 
imneren Winkel des Polygons nach den Verschiebungen gleich 180° waren. 
Tatsdchlich war aber bei jeder Verschiebung mindestens ein innerer Winkel 
verkleinert, so daB auch nach allen Verschiebungen mindestens ein innerer 
Winkel < 180° bleiben muB. Folglich ist der Umfang des Polygons 


n-a< 360°, 





Fig. 4. 


was zu beweisen war. 

Satz 7. Im Falle N > 6 umschlieBt ein geschlossener Streckenzug aus drei 
oder vier Strecken eines Graphen immer ein Gebiet, in dem kein Punkt ohne 
Stirung durch die Ecken des Streckenzuges Platz hat. 

Beweis: Wir betrachten das kleinere der beiden Gebiete, in welche die 
Kugel durch den geschlossenen Streckenzug zerlegt wird. Handelt es sich 
am einen dreieckigen Streckenzug, so wird das kleinere Gebiet durch den 
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um eine Ecke gezogenen Kreis mit dem 
Radius 1 vollstandig iiberdeckt. In dem 
Gebiet hat also kein Punkt ohne Stérung 
Platz. Bei einem viereckigen Streckenzug 
ziehen wir Einheitskreise um zwei gegen- 
iiberliegende Eckpunkte. Im Falle VN > 6 
sind die Einheitskreise kleiner als GroB- 
kreise. Daher iiberdecken sie das kleinere ' 
Gebiet in der Weise, daB nur die beiden Fig. 5. Fig. 6. 
iibrigen Eckpunkte gemeinsame Rand- 
punkte beider Kreise sind. Folglich hat auch in diesem Gebiet kein Punkt 
ohne Stérung Platz. 

J 


Satz 8. Ist fiir eine Zahl N > 6 der Radius der Minimalkugel < Pein 36°’ 


so gibt es als Minimalfigur einen irreduziblen Graphen von N Punkten. Dieser 
Graph enthilt keine anderen Polygone als Dretecke und Vierecke. 

Beweis: Nach Satz 4-1a8t sich eine Minimalfigur aus irreduziblen Graphen 
und isolierten Punkten zusammensetzen. Dabei muf nach Satz.5 mindestens 
ein irreduzibler Graph auftreten. Aus 





1 
" = "Fain 30° 
folgt nach (1) 


| ae , =" 
sin , = sin 36°, also a = 72°. 


Nach Satz 6 gilt fiir Polygone eines irreduziblen Graphen 
n-72°<n-a < 360", alson< 4. 


D.h. ein irreduzibler Graph enthalt keine anderen Polygone als Dreiecke 
und Vierecke. Diese umschlieBen nach Satz 7 Gebiete, in denen keine Punkte 
ohne Stérung Platz haben. Die Minimalfigur kann also neben den Punkten 
eines irreduziblen Graphen keine anderen Punkte enthalten. 

Satz 9. Ein irreduzibler Graph auf einer Minimalkugel fiir 6 <N < 12 
enthalt keine anderen Polygone als Dreiecke, Vierecke und Fiinfecke. 

Beweis: Der Radius r einer Minimalkugel fiir N < 12 ist héchstens gleich 
dem Radius 


To. “fe ae 


12 8 


der Kugel, die einem Ikoszeder der Kantenlinge 1 umbeschrieben ist. Aus 
r SM. <1 folgt nach (1) 

1 l . 

sin = = 65% , also a > 60°. 


Nach Satz 6 gilt fiir Polygone eines irreduzibien Graphen 


n+ 60° <n-a < 360°, alson < 5. 


§ 7. Eine Lagerung von 7 Punkten auf der Kugel. 


Als Ma8 fiir die GréBe einer Kuge! nebmen wir im folgenden statt des 
Radius r den Winkel « des gleichseitigen sphirischen Dreiecks, dessen Eck- 
punkte den Abstand 1 haben. Je gré8er «, um so kleiner r. 
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Zwischen a und « besteht die Beziehung 


(2) cos a = cot « - cot F = 5 
Auf einer Kugel mit « = 80° erhilt man eine Ver- 
Fig. 7. teilung von 7 Punkten in folgender Weise: Man gehe aus 
von einem gleichseitigen sphirischen Dreieck ABC mit 
Kantenlinge 1. Der Mittelpunkt des Dreiecks sei der Siidpol der Kugel. Auf 
die drei Seiten setze man drei weitere gleichseitige Dreiecke auf. Die Spitzen 
P, Q, R dieser Dreiecke liegen gleich weit 
vom Nordpol entfernt. Geht man etwa 
von der Tetraederfigur aus und lat den 
Kugelradius stetig anwachsen, so wichst 
die Entfernung von P,Q und R zum 
Nordpol S stetig ins Usendliche. Es gibt 
also einen Augenblick, wo diese Entfer- 
nungen genau | geworden sind. Man hat 
dann den in Fig. 8 gezeichneten Graphen. 
In der Figur sind der Einfachheit halber 
nicht die Kreisbogen, sondern die gerad- 
linigen Kanten in stereographischer Projek- 
tion vom Siidpol aus gezeichnet. 
Fig. 8 Aus der Symmetrie der Figur ist klar, 
daB die Winkel zwischen den drei Kreis- 
bogen in S genau 120° sind. Da ARSQ ein spharischer Rhombus ist, 
ist der Winkel R A Q ebenfalls 120°. Die iibrigen drei Winkel bei A sind gleich «, 
also hat man 


8 








120° + 3 a = 360°, 
a= 80°. 
Auf einer Kugel mit « = 80° haben also 7 Punkte Platz, und fiir die Miriimal- 
kugel mit 7 Punkten gilt 
a > 80°. 


Wir wollen nun beweisen, daB die Kugel mit « = 80° die Minimalkugel fiir 
N = 7 ist. 


§ 8. Die Minimalkugel fiir N = 7. 
Fiir « = 80° ist auf Grund der Formel (2) a> 77°, also nach (1) 


] 1 

a ~ sin 36° 

2 

Damit ist die Voraussetzung des Satzes 8 erfiillt. Eine Minimalfigur wird also 
von einem irreduziblen Graphen mit 7 Punkten und mit Dreiecken und Vier- 
ecken als einzigen Polygonen gebildet. 

Alle in einem Graphen auftretenden Winkel miissen = « sein, damit sich 
die Punkte nicht stéren. Wegen «> 72° kénnen somit héchstens 4 Strecken 
in einem Punkt zusammenstoBen. D.h. der Maximalgrad der Punkte ist 4. 
Punkte 2. Grades treten in einem irreduzibler. Graphen nicht auf, da sich 
solecbe Punkte wegschieben lassen. Es kommen also fir einen irreduziblen 
Minimalgraphea mit 7 Punkten nur Punkte 3. und 4. Grades in Betracht. 


T= 
2 sin 
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Bei ungeradem N kénnen nicht alle Punkte 3. Grad haben, da die Anzahl der 
Kanten dann ; -3 N ist. Im Falle N = 7 besitzt also der irreduzible Minimal- 
graph mindestens einen Punkt P 4. Grades. P sei mit den 


Punkten A, B,C, D in dieser Reihenfolge verbunden. Der A a 
Graph enthglt zwei weitere Punkte Q, R. Da jeder Punkt 

mindestens 3. Grad besitzt, sind Q und R je mit mindestens P 

2 Punkten A, B,C, D verbunden. Sie kénnen aber nur mit 7 
benachbarten Punkten A, B bzw. B,C bzw. C, D bzw. D, A Fig. 9. 


verbunden sein. Ware nimlich etwa Q mit A und C verbunden, 

so wiirde A PC Q einen viereckigen Streckenzug bilden, der die Kugel in 2 Ge- 
biete zerlegt. Beide Gebiete enthielten mindestens einen Punkt, nimlich B 
bzw. D, was nach Satz 7 unméglich ist. 


Es sei Q mit A und B verbunden. AuBerdem kann Q _~f 
nur noch mit R verbunden sein. Diese Verbindung muB 
bestehen, da Q mindestens 3. Grad hat. Fiir R bleiben jetzt 4 8 


nur noch die Verbindungsméglichkeiten mit zwei benach- 
barten Punkten B, C bzw. C, D bzw. D, A. 

Wire etwa R mit B und C verbunden, so miiBte D mit A 0 c 
und C verbunden sein. Dann wiirde AQRCD ein Fiinfeck Fig. 10. 
bilden, in dem keine Diagonalverbindungen bestehen (Fig. 11). 

Der Graph enthielte also ein fiinfeckiges Polygon, entgegen Satz 8. Aus dem- 
selben Grunde kann R nicht mit A und PD verbunden 
sein. Es bleibt also als einzige Miglichkeit, dab R mit C 
und D verbunden ist. Damit nur Dreiecke und Vierecke 
auftreten, miissen auBerdem BC und A D verbunden sein 
(Fig. 12). Der Graph besitzt noch einen Freiheitsgrad, da 
die Winkel der bei P zusammenstoBenden Rhomben 
noch nicht festgelegt sind. Einer dieser beiden Winkel 
kann im Grenzfall gleich « werden, wobei eine Verbin- Fig. 11. 
dung zwischen A und B bzw. C und D hinzuzufigen ist. 

Die halben Winkel der Rhomben bei P seien und 7. Wir haben diese so zu 
bestimmen, da8 die Kugel minimal 
wird. Die Punkte P, Q, R liegen 
auf einem GroBkreis. Dieser wird 
minimal, wenn die Summe der 
spharischen Abstiinde PQ und PR 
minimal wird. Es sei PQ= 2 p und 
PR = 2q. Dann ist also € so zu 
bestimmen, daB sich fiir c = p+ q 
ein Minimum ergibt. Es ist 





7] 














t 
cos & = ep Fig. 12. Fig. 13. 
tga 
* tgq 
COS 7) = -- COs 4) = 
1 (E+ a) ‘ge 


< [cos  — cos( + a)]- tga 
tgc "S0+ 9 ~Tis-wt case 
= [cos  — cos ($ + «)]-cosa-|1 — 2cosa 


cos* a + (1 — 2 cosa) -cos $-cos:& + a) 
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Setzen wir 


- - x 
C=&+, 
so wird 
o > a \ 
on | a , -c ; — ae 
cos (¢ a) cos {¢ a} | cosa-)l — 2cosa 
tgec 
gz . FE (» a \ : o 
cos* a + (1 — 2cosa)-cos({¢ 9} cos(s : =| 
. @ _ 
4cosasin 5-1 — 2cos«-sin¢ 
1 — cos a — 2(1 — 2 cos) -sin?[ ° 
Es ist € so zu bestimmen, daB 


# (2) sin € 
aj Mines 1 — cosa — 2(1 — 2cosa) sin’ £ 
ein Minimum wird. Die Differentiation ergibt 


cos ¢- [1 — cosa + 2 (1 — 2.cos «) sin® ¢] 


f’ (¢) 
[1 — cos a — 2 (1 — 2cos a) sin* ¢}? 
cos: f’ (f) = 0. 
’ Es ist f' (¢) = 0 nur bei € = 90° (Maximum). Das Minimum 


liegt also am Rande des zulissigen Intervalls, wobei einer 

der beiden Rhomben bei P den Winkel « besitzt, also der 

ee Rhombus durch die Verbindung A B bzw. CD in zwei Drei- 

Vie. 14 ecke zerfallt. Es handelt sich dann um einen Graphen, der 

mit dem in Fig. 8 angegebenen Graphen identisch ist und 

die Kugel mit «= 80° festlegt. Die Minimalkugel fiir 7 Punkte ist also 
durch den Winkel «= 80° bestimmt. 


oe § 9. Konkave Funktionen bei Rhomben. 
In einem sphirischen Viereck mit 4 gleichen 
< . A Seiten a seien 8 und 6 zwei aufeinanderfolgende 


aN Winkel. Die gegeniiberliegenden Winkel sind dann 
as = auch # und 46, und bei gegebenem a ist 6 eine 


a Funktion von #: 
Fig. 15 = ¢ (f). 


Satz 10. Die Funktion @ (f) ist konkav, d. h. 
thre Ableitung nimmt stéindig ab. 





Beweis : In dem rechtwinkligen spharischen Drei- 
eck mit Winkeln 8 


2 
6 
te §-tg 3 ‘cosa= 1, 


é ‘ 
und 9 und Hypotenuse a gilt 


also, wenn 





gesetzt wird, 





é 
Fig. 16. tg , = bcot b 
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6 = 2 are tg (b cot e) 
d5 b b 
CT B 


in? 
sin 2 


+ br cost & 1 + (b* — 1) cost 8 


- 


Die Ableitung nimmt also stindig ab. 

Aus diesem Satz folgt, daB auch die Summe f+ 6 und somit auch der 
Flacheninhalt des Vierecks eine konkave Funktion von # ist. Wir nennen 
diese Funktion V (£). 

Eine konkave Funktion hat ihr Minimum immer am Rande des zulassigen 
Intervalles. Wenn wir verlangen, daB keine Diagonale des Vierecks kleiner 
als a ausfallt, so ist das zulissige $-Intervall durch 


asPs2a 
definiert, wobei « der Winkel des gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a ist; 
denn fiir f= « und fir f= 2a zerfallt das Viereck in zwei gleichseitige 
Dreiecke. Also folgt: 
Der Flicheninhalt V (B) des Vierecks ist am kleinsten dann, wenn das Vier- 
eck in zwei gleichseitige Dreiecke zerfalit. 
Ist A der Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks, so ist also stets 


V (p)224 


mit dem Gleichheitszeichen nur dann, wenn die Winkel des Vierecks « und 2« 
sind. Dieses Ergebnis haben HaBicut und v. D. WAERDEN auch schon er- 
halten. Man kann die Ungleichung auch so schreiben: 


B+éd23a. 


Betrachten wir nun zwei Vierecke, die in einem 
Punkt P zusammenkommen, wobei die Summe der 
Winkel bei P konstant gehalten wird: 


B+ y= 8= const, 


so sind die anderen Winkel 6 und ¢ konkave 
Funktionen von £ und von y = ¢ — §, also beide 
konkave Funktionen von f. Dann ist ihre Summe 
6+ e aber auch eine konkave Funktion von £, 
und das gleiche gilt fiir die Summe der Flachen- 
inhalte der Vierecke, die ja eine wachsende lineare 
Funktion der Winkelsumme Fig. 17. 





2B +'264 2y+ 2e= 28+ 2(6+ €) 

ist. Daraus folgt: 

Die Winkelsumme 6+ € und damit auch 
die Summe der Fliicheninhalte V(B)+ V(y) 
wird bei festgehaltener Summe B + y = 8 
dann am kleinsten, wenn einer der Winkel B 
oder y den extrem zulissigen Wert « oder ‘Dp 
2 « annimmt, d. h. wenn eines der Vier- 
ecke in zwei gleichseitige Dreiecke zerfillt. 

Dasselbe gilt, wenn drei oder mehr 
Vierecke in P zusammenkommen und Fig. 18. 
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die Summe der Winkel bei P festgehalten wird. Hat man z. B. drei Winkel 
By, By, By mit 


B+ B+ Bs= 8, 
und halt man zunichst #, fest, so wird die Summe der Flacheninhalte 
V (B,) + V (B,) + V (Bs) 
nur dann minimal, wenn f, oder /,, sagen wir etwa #;, einen extremen Wert 
annimmt. Halt man dann £, fest, sc folgt, daB beim Minimum auch £, oder 
f, extrem sein muB. Also: 
Beim Minimum zerfallen alle Vierecke bis auf eines in je zwei Dreiecke: 
Ist beim Minimum f, der eine Winkel, der nicht gleich « oder 2 « ist, 
und ist h die Anzahl der Vierecke, so erhalt man schlieBlich die Ungleichung 


V (p,) + V (B,) + +--+ V (By) = (h - 1)-24 + V (A). 
V (Bo) = 24 + f (Po), 


wo f (fq) positiv oder Null ist, so kann man dieseUngleichung auch so schreiben: 
V (B,) + ---+ V (Py) 22K A + fF (Ay). 

Dabei ist f (8) positiv oder Null, und zwar Null nur dann, wenn auch f, 

gleich « oder 2 « wird, also wenn die gegebene Winkelsumme s ein Vielfaches 


von « ist. In allen anderen Fallen erhalt man f,, indem man von s ein solches 


Vielfaches von a subtrahiert, daB der Rest zwischen a und 2 « liegt. Dieser 
Rest ist dann fo. 


Setzt man 


§ 10. Eine Ungleichung fiir Graphen aus Dreiecken und Vierecken. 


In einem Punkt P eines Graphen mégen lauter Dreiecke und Vierecke 
zusammenkommen. Die Dreiecke haben alle den Flacheninhalt A, die Vier- 


ecke die Flacheninhalte V (f,), V (f,),.... Die 
Anzahl der Dreiecke sei A,, die der Vierecke hy. 
Setzen wir 

(3) hg + 2h, = k, 


so folgt aus §7 fiir die Summe S (P) der Flachen- 
inhalte simtlicher Dreiecke und Vierecke, die in P 
zusammenkommen, die Ungleichung 


(4) S(P)2(k—2)4+ V (p.)= kA + f (Ap). 


Dabei wird §, so definiert : Man subtrahiert von 360° 
ein solches Vielfaches von a, daB ein Rest 8, zwischen « und 2 « iibrig bleibt: 


360°—-ma= p, a5 8,5 2c. 
Ist 360° ein Vielfaches von a, also « = 180° oder 120° oder 90° oder 72°, so 
ist es gleichgiiltig, ob man f,= « oder f, = 2 wiahlt; es ist dann namlich 
V (Bo) = 2A und f (f,) = 0. Wir wissen schon, daB in diesen Fallen genau 
3, 4,6 oder 12 Punkte auf der Kugel Platz haben. Haben mehr als 6, aber 
weniger als 12 Punkte Platz, so mu8 man m= 2 nehmen; haben aber mehr 
als 12 Punkte Platz, so mu8 man m = 3 nehmen; 
6<N<12, m=2, 360°-—2a= 8, 
N> 12, m=3, 360°—3a= fy. 





Fig. 19. 
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Wenn « von 90° zu 72° oder von 72° bis 60° abnimmt, so nimmt /, jeweils 
von « bis 2a zu. Das Zusatzglied f (f,) in (4) nimmt dabei jedesmal zunichst 
zu und dann ab. In den Extremfillen f,= « und fi, = 2 « ist es Null, da- 
zwischen positiv. 


Addiert man die Ungleichungen (4) fiir simtliche Punkte des Graphen, 
so erhalt man 


(5) ‘ ZS(P)=(Lk) 4+ Nf (p,). 


Zu der Summe 2 S(P) gibt jedes Dreieck einen Beitrag 34, da es drei 
Ecken hat und an jeder Ecke einen Beitrag A gibt. Jedes Viereck mit Flachen- 
inhalt V (8) gibt aber einen Beitrag 4 V (8). Ist also S, die Summe der Flachen- 
inhalte aller Dreiecke und S, die der Vierecke, so wird die linke Seite von (5) 


38,+48,. 
Zu der Summe auf der rechten Seite 
Lk=zZ (hy + 2h,) 


gibt jedes Dreieck einen Beitrag 3, jedes Viereck aber einen Beitrag 8 wegen 


des Faktors 2 vor h,. Ist also g, die Anzahl der Dreiecke und g, die Anzahl 
der Vierecke, so ist 


Somit erhalt man die Ungleichung 
(6) 38,+485,=>(39,+ 89,)4+ Nf. 


Addiert man auf beiden Seiten 
8, = Is A 9 


so erhalt man nach Division durch 4 fiir den gesamten Flacheninhalt der 
Kugel die Abschitzung 


(7) F = 8,+ 8,2 '93+ 29) 4+ 4 Nf. 


Nun ist nach der Euterschen Polyederformel, wenn K die Anzahl der Kanten 
und G die der Flachen ist, 


N-2=K-G 


1. 
3 (393+ 494) — Gs + 9) 


l 
= 35 93+ 2 94). 
Also kann man (7) auch so schreiben: 


y ly» 
(8) F22(N-2)4+4Nf (fo)- 
Das ist cine Verschirfung der Ungleichung von Frses T61H 
F22(N —2)A. 


Das Gleichheitszeichen gilt in (8) nur dann, wenn es in (4) fiir jeden Punkt P 
gilt, also wenn in jedem Punkt P entweder nur Dreiecke oder nur Dreiecke 
und ein einziges nicht zerfallendes Viereck zusammenkommen. Der erste 
Fall (nur Dreiecke) kann nur fiir N = 3, 4,6 oder 12 eintreten und wurde 
schon friiher erledigt. Gibt es aber auch Vierecke, so sind die Winkel dieser 
Vierecke alle gleich 8, also sind die Vierecke regular. In jedem Punkt kommen 








108 K. Scuiirre u. B. L. van DER WAERDEN: 


dann m Dreiecke mit Winkel « und ein Viereck mit Winkel £, zusemmen, 
und es ist 
(9) ma+ By = 360° (ms 4). 
ae , i « = a in 
Ist N die Anzahl der Punkte, so ist ; die Anzahl! der Vierecke und ~; die 


Anzahl der Dreiecke. Von jedem Punkt gehen m+ 1 Kanten aus, also ist 


— , +l : ; 
die Kantenzahl K = ™ 5 4. Die Evtersche Polyederformel ergibt nun 
ee” oe eo 
o* 2 oes 
3 m 

s T—92 

z-@)%=2 

i. 

18 —4m 


Fiir m = | oder 2 gibt das keinen ganzen Wert von N, fiir m = 3 oder 4 
ergibt sich aber N = 8 oder 24. GréBer als 4 kann m nicht werden. 

Also gilt das Gleichheitszeichen in (8) auBer fiir N = 3, 4, 6 oder 12 nur noch 
fiir N = 8 oder 24. 

Die Figuren, die man fiir N = 8 oder 24 erhalt, sind halbregulare Kérper, 
begrenzt von 8 Dreieckeh und 2 Vierecken oder von 32 Dreiecken und 6 Vier- 
ecken. Beide Figuren sind vermutlich minimal, aber nur fir N = 8 ist es 
uns bisher gelungen, das zu beweisen. 






































Fig. 20. Fig."21. 
§ 11. Der Fall N=8. 


Die Kugel, die durch den in Fig. 20 dargestellten halbreguliren Korper 
mit 8 Ecken bestimmt wird, ist gekennzeichnet durch die Gleichung 


(10) 3a+ B= 360°, 


wo # der Winkel eines regelmaBigen Vierecks mit der Seite a 
ist. Zwischen a und f besteht die Beziehung 





8 1 + cos 
cosa = cot? > = ; ee 
oder i 
cosa — | 





(11) cos B = 


cosa + 17 
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Aus (2) folgt 


und mit (10) 


tn. ae 
cos f = cos 3 a = 4 cos* a — 3 cosa = —* % mie 
a 


Mit (11) ergibt sich 
F (cos a — 1) (cosa + 1)? = cos? a — 6 cos* a — 3 cosa 
7 cos?a+ 2censa—1=0 


7 
a> 74° 
Fiir diese Kugel ist nach (1) 
1 l 
1 -——— <“tmw * 
2sin 5 


Da die Minimalkugel héchstens diesen Radius haben kann, ist dieVoratissetzung 
des Satzes 8 erfiillt. Es gibt also auf der Minimalkugel einen irreduziblen 
Graphen mit 8 Punkten, in dem nur Dreiecke und Vierecke auftreten. Nach 
§ 8 (8) gilt also die Ungleichung 


(12) F>124 + 2f (A). 
Hier ist F der Flacheninhalt der Kugel, 4 der Flicheninhalt des gleichseitigen 


Dreiecks mit Winkel « und f(f,) der UberschuB des Flacheninhaltes des 
Rhombus mit Winkel £, iiber 2 A. 


Wir denken uns alle Flaicheninhalte auf der Einheitskugel gemessen. 
(12) wird dann nach Division durch 2 


(13) 22 => 6(3 a — x) + f, (Bo). 


Hier ist /, (8,) der Uberschu8 der Winkelsumme des Rhombus mit Winkel f, 
iiber 6 a: 


(14) f, (Be) = 2 Bo + 2 6, — 6 
Dabei ist 
(15) b,= 22-3 


und 6, der andere Winkel des Rhombus. f, thd 4, 
sind beide Funktionen von « allein, die aus dem 
Rhombus leicht zu berechnen sind: 


(16) tg & ‘tg db. om 1 a 1 — cos« : Fig. 23. 


2 cosa COS & 





Setzt man (14) in (13) ein, so erhalt man nach Division durch 2 
(17) 6a+ Ppt 6542. 
Die linke Seite ist, wie man sich leicht iiberzeugt, eine stindig wachsende 


Funktion von «. Also gibt es genau einen Wert a», fiir den in (17) das Gleich- 
heitszeichen gilt, und « kann niemals gréBer sein als dieses a,: 


(18) aS Ot. 


Das Gleichheitszeithen gilt in (18) nur dann, wenn es in (12), (13) und (17) 
iiberall gilt. Das ist aber nur dann der Fall, wie wir in § 8 gesehen haben. 
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wenn in jedem Punkt genau ein Viereck und 3 Dreiecke zusammenkommen, 
also fiir die Figur des halbreguliren Kérpers, begrenzt von 2 Vierecken und 
8 Dreiecken (Fig. 20). In diesem Falle ist also « = a, und 
bg = Bg = 22 - 3 ay. 
In allen anderen Fallen gilt 
a <M, 
d. h. die Kugel der Fig. 20 ist die Minimalkugel fiir N = 8. 


§ 12. Eine Lagerung von 9 Punkten auf der Kugel. 


Wir gehen aus von einem gleichseitigen Dreieck A BC der Seitenlinge 1. 
Diesem wird eine Kugel umbeschrieben, so daB die Eckpunkte des Dreiecks 
auf dem Aquator liegen. Auf den Seiten dieses Dreiecks wird nach oben 

p und nach unten je ein weiteres gleich- 
seitiges Dreieck der Seitenlinge | 
errichtet, so daB die gegeniiberlie- 
genden Ecken P,Q,R bzw. L,M,N 
je auf einem Breitenkreis liegen. Die 
gegenseitigen Abstande zwischen den 
Punkten P, Q, R und den Punkten 

f L,M,N sind dann <1. Nun nehmen 

\K / wir eine stetige VergréBerung der 
/\ Kugel unter Erhaltung ihres Mittel- 
punktes vor. Die Punkte A, B,C 

sollen dabei ihre Richtungen zum 





A Mittelpunkt beibehalten, also auf 
g —*f dem Aquator verbleiben. Ihre gegen- 
Fig. 24. seitigen Abstainde werden nun > |. 


Die iibrigen Punkte sollen so bewegt 
werden, daB ihre Abstande von den Aquatorpunkten, so weit sie vorher gleich | 
waren, gleich | bleiben. Die Breitenkreise riicken dabei naher an den Aquator 
heran, und die gegenseitigen Abstiinde der Punkte auf einem Breitenkreis 
wachsen an. Die stetige VergréBerung der Kugel soll nun so weit durchgefihrt 
werden, bis diese Abstaénde genau gleich 1 geworden sind. Wir erhalten so 
eine stérungsfreie Lagerung von 9 Punkten auf einer Kugel (Fig. 24). In dem 
entsprechenden Graphen haben alle Punkte 4. Grad. Es treten 8 Dreiecke 
und 3 kongruente sphirische Rhomben auf. Die Winkel der Rhomben 
seien yo, 59. In 3 Punkten (A, B, C) stoBen je 2 Dreiecke mit den Winkeln a, 
und 2 Rhomben mit den Winkeln y, zusammen. In den iibrigen 6 Punkten stoBen 
je 3 Dreiecke und 1 Rhombus mit dem Winkel 4, zusammen. Es ist also 


2 a + 2 y, = 360° 
3 Xo + 55 = 360°. 
Hieraus laBt sich unter Benutzung der Gleichungen (1), (2), (16) (mit 7» 
statt 8.) die GréBe der betreffenden Kugel berechnen. Man erhilt: 
COS t=}; cosag= 3; r=} //3. 


Fiir den Winkel 8, des regelmaBigen Vierecks mit der Seite a, ergibt sich 
nach (11) 


By = 120°. 
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Da auf dieser Kugel 9 Punkte ohne Stérung Platz haben, gilt fiir die entsprechen- 
den GréBen r, a, «, 8 der Minimalkugel 


(19) r<4V3; cosa<}; cosas}; Bz=120°. 


Es soll im folgenden bewiesen werden, daB die angegebene Figur eine 


Minimalfigur, fiir N = 9 darstellt, daB also bei allen Ungleichungen (19) das 
Gleichheitszeichen gilt. 


§ 13. Hilfssitze fiir N = 9. 


Satz 4. Sind auf der Minimalkugel fiir N = 9 in einem Fiinfeck mit der 
Seitenlinge a alle inneren Winkel > a und <= 180°, so sind alle Diagonalen > a*). 

Beweis: Da die inneren Winkel => « sind, ist jede 
Diagonale > a. Wire die Diagonale BE des Fiinfecks 
ABCDE gleich a, so wiirde das Fiinfeck in ein gleich- 
seitiges Dreieck A BE und in ein Viereck BC DE zerfallen. 
Einer der beiden Viereckwinkel 6, e bei B oder EZ ist min- 
destens gleich dem Winkel £ des regelmaBigen Vierecks. & 8 
Dann ist der gesamte innere Winkel an diesem Punkt 
>a-+ B. Das verst6Bt aber gegen die Voraussetzung, da « 
jedenfalls > 60° und 8 auf der Minimalkugel nach (19) 
> 120°, also a+ f> 180° ist. 

Satz 12. Ein irreduzibler Graph von 9 Punkten auf der Vie. 25. 
Minimalkugel enthalt nur Dreiecke und Vierecke. 


Beweis: Nach Satz 9 kénnen auBerdem nur Fiinf- 
ecke auftreten. A BCDE sei ein Fiinfeck eines irredu- 
ziblen Graphen. Jeder innere Winkel muB < 180° sein. F 
Wir halten CDE fest und bewegen A, B mit seinen 
Verbindungen so weit, daB ein méglichst kleiner Flachen- 
inhalt entsteht. Dabei sollen alle inneren Winkel < 180° 
bleiben. Das Minimum liegt, wie HaBicut und Vv. D. 
WAERDEN in der friiher zitierten Arbeit bewiesen haben, 4 
immer am Rand des zuliassigen Bereichs. Nach Satz 11 
ist es nicht méglich, daB eine Diagonale < a wird. Daher 
tritt die Randlage nur dann ein, wenn einer der inneren a 
Winkel, etwa der bei EZ, gleich 180° geworden ist. Nun 
halten wir die gestreckte Seite 4H#D fest und ver- 
schieben die iibrigen Punkte mit ihren Verbindungen 
so, daB der Flacheninhalt méglichst klein wird. Das 
Minimum tritt wiederum bei einer Randlage ein, bei é 
der ein weiterer innerer Winkel gleich 180° ist. Es er- 
gibt sich so ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis a 
und den Schenkeln 2a. y sei der Basiswinkel, 6 der 
halbe Scheitelwinkel. Die Winkelsumme q des ur- 
spriinglichen Fiinfecks ist durch die Verschiebungen =" 
héchstens kleiner geworden. Es gilt also — 


A 


Fig. 26. 


N 


y = 360° + 2y+ 26. 
7 3) Der Satz 14Bt sich iibrigens auch bis N = 12 ausdehnen. 
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Dabei ist 
a 
Bo l l 
—?T tg 2a i- l+cosa 2cosa(l + cosa, 
<2 
7 é 2 1 
sin 6 = = 


sin2a 2 cos a V2 (1 + cosa) ‘ 


Fiir die Minimalkugel ist cos a < }, also 





cosy S1—}?-—$=-}j y > 151° 
sin 52213 5> 66° 
4/2 


@ > 360° + 2 (151° + 66°) = 794°. 


Nach Hasicut und v. p. WAERDEN findet man eine untere Grenze des 
Flacheninhaltes auBerhalb des Fiinfecks, indem man die tibrigen Polygone 
des Graphen in Dreiecke zerlegt, jedes n-Eck in (n — 2) Dreiecke, und fir 
jedes Dreieck den Flacheninhalt A des gleichseitigen Dreiecks mit dem 
Winkel « rechnet. Bei der Dreieckzerlegung treten auBerhalb des Fiinfecks 
11 Dreiecke auf mit der gesamten Winkelsumme 33 «. Nach Abzug der vier 
Punkte, die auBerhalb des Fiinfecks liegen, verbleibt fiir die AuBenwinkel 
des Fiinfecks eine Winkelsumme von mindestens 


33 « — 4- 360°. 
Daraus folgt 
yp + 33 a — 4- 360° < 5 - 360° 
33 « < 9 - 360° — m <3240° — 794° = 2446° < 33 - 75° 
a < 75°. 

Das steht aber im Widerspruch zu der bei der Minimalkugel geltenden Be- 
ziehung 

cosa}. 

Es ist also nicht méglich, daB in einem irreduziblen Graphen von 9 Punkten 
auf der Minimalkugel ein Fiinfeck auftritt, da dann die iibrigen vier Punkte 
nicht mehr geniigend Platz auBerhalb des Fiinfecks haben wiirden. 

Somit kommen als irreduzible Graphen fiir N = 9 nur in Betracht: 

a) Irreduzible Graphen, in denen nur Dreiecke und Vierecke auftreten. 
Diese miissen nach Satz 7 alle 9 Punkte enthalten. 

b) Irreduzible Graphen, in denen ein Fiinfeck auftritt. Diese diirfen nach 
Satz 12 nicht alle 9 Punkte enthalten. 

Hieraus folgt: 

Minimalfigur fiir N = 9 ist 

a) entweder ein irreduzibler Graph von 9 Punkten, in dem nur Dreiecke und 
Vierecke auftreten, 

b) oder ein irreduzibler Graph mit weniger als 9 Punkten, in dem ein Fiinfeck 
auftritt, ergdnzt durch einen oder mehrere Punkte, deren Entfernungen von den 
Punkten des Graphen > 1 sind. 


Um die méglichen Graphen zu entwickein, werden noch einige Hilfssiatze 
bendtigt. 
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Satz 13. Zu jedem Dreieck eines irreduziblen Graphen gehért mindestens 
ein Punkt von héherem als 3. Grade. 


Beweis: Hat ein Punkt 2. Grad, so ist der Graph von vornherein reduzibel. 
Angeriommen, alle Eckpunkte eines Dreiecks PQR haben 3. Grad. Es ist 
zu zeigen, daB der Graph auch dann durch eine kleine Verschiebung der 
Punkte in nicht zusammenhiangende Teile zerlegt werden kann. Die an das 
Dreieck angrenzenden Strecken seien PA, QB und 
RC. Wenn die drei von einem Punkt ausgehenden 
Strecken einem Winkelraum von 180° angehéren, so 
laBt sich der betreffende Punkt wegschieben, d. h. 
der Graph ist dann reduzibel. Dies mége nirgends 
der Fall sein. Dann gehen die Verlangerungen von A P 
und BQ ins Innere des Dreiecks, schneiden sich also in 
einem Punkt Z im Innern des Dreiecks PQR. Nun 
erteile man dem Dreieck PQR eine kleine Drehung 
um Z, und zwar nach rechts oder nach links, je nach- 
dem ob der Strahl ZR rechts oder links von C vor- 
beigeht. Geht ZR genau durch C, so ist es gleichgiiltig, 
ob nach rechts oder nach links gedreht wird. Auf jeden 
Fall werden alle drei Entfernungen A P, BQ und CR durch die Drehung groBer. 
Die spharische Entfernung ZA ist namlich -< 180°, also ist ZPA vor der 
Drehung die kiirzeste Verbindung von Z mit A, ebenso ZQB von Z mit B, 
und ebenso ZRC von Z mit C, wenn Z,R,C in einer Geraden liegen. Liegt 
aber C nicht in der Verlangerung von ZR, so bewegt sich R bei der Drehung 
in einer Richtung, die nicht tangential zum Kreis durch R um C ist, also 
bewegt sich R von dem Kreis weg, also wichst CR auch in diesem Fall. 

Satz 14. Haben zwei Dreiecke eines irreduziblen Graphen 
eine gemeinsame Seite, so besitzen deren Endpunkte hioheren als 
3. Grad. 


Beweis: Zwei Dreiecke mégen die gemeinsame Seite PQ ? Q g 





Fig. 20 


besitzen. Hatte einer der Punkte P,Q nur 3. Grad, so wiirden 
allie von diesem Punkt ausgehenden Strecken in einem Winkel- 
raum von 2 « < 180° liegen, und der Graph wire reduzibel. 

Satz 15. StoBen in einem Punkt P 3. Grades ein Dreieck + a 
und zwei Vierecke zusammen, so haben die dem Punki P gegeniiberliegenden 
Viereckpunkte nicht gréBeren als 3. Grad. 








Beweis: Die Viereckwinkel bei P seien y und 6. 3 d 
Fs gilt 
y<2a, d6<2a, at+y+ d= 360°. Dydd 
Daraus folgt , 
360° — y= a+d<3¢4 4 
360° -— d=at+yv<3a. f 
Die AuBenwinkel 360° — y und 360° — 6 der gegen- Fig. 31. 
iiberliegenden Viereckpunkte Q, R kénnen also nicht 
durch zwei Strecken des Graphen unterteilt sein, da sie sonst 23. sein 


miuBten. D.h. Q, R haben nicht gréBeren als 3. Grad. 


Satz 16. In einem irreduziblen Graphen sind zwei nicht benachbarte Fiinfeck- 
punkte nicht mit demselben Punkt verbunden. 
Mathematische Annalen. 123, 8 
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Beweis: Ein auBerhalb des Fiinfecks A BC DE gelegener Punkt P mége 
mit zwei nicht benachbarten Fiinfeckpunkten, etwa mit A und C verbunden 
sein. Dann bildet das Innere des Fiinfecks zusammen 

A ‘ . Y 
mit dem vom Streckenzug A BC P umschlossenen 
Gebiet eine Umgebung des Punktes B. Im Inneren 
Pp des Fiinfecks liegt definitionsgema8 kein Punkt. 
Aber auch das von dem Streckenzug A BC P um- 
schlossene Gebiet enthalt nach Satz 7 keinen 
Punkt. Folglich hat B 2. Grad, und der Graph ist 

daher nicht irreduzibel. 


S& 
| 


Es sei wiederum # der Winkel des regel- 
Fig. 32 maBigen Vierecks mit Seite a. Dann haben wir 
Satz 17. Auf der Minimalkugel fiir N= 9 ist 3x+ B < 360°. 
Beweis: Nach der Abschitzungsformel von Fresrs Torn gilt fiir die Mini- 
malkugel 


B.. 
tS y_oa - 60", 
also im Falle V = 9 
as 774°. 
Hiernach erhalt man fiir 8 (nach der Formel cos 8 = 2 cos x — 1) 
B < 124°, 


Iso 


32+ p <2311°+ 124° < 360°. 


§ 14. Irreduzible Graphen mit 9 Punkten auf der Minimalkugel fiir N = 9. 


Nach § 13 (Satz 12) treten nur Dreiecke und Vierecke auf. Da nach (19) 
% > 72° ist, gibt es keine Punkte 5. Grades. Die irreduziblen Graphen ent- 
halten also nur Punkte 3. und 4. Grades. In den folgenden Figuren stellt 
immer o einen Punkt 3. Grades und - einen Punkt 4. Grades dar. 

Je nachdem, wieviele Dreiecke in einem Punkt zusammenstoBen und un- 
mittelbar aneinandergrenzen, unterscheiden wir drei Faille: 


E I. Fall. In einem Punkt stoBen drei Dreiecke zusammen. 
hy’ In .1 mégen die Dreiecke A BC, AC D und A DE zusammen- 
\7 stoBen. Nach Satz 17 ist 
c LNi 3a+ 8 <360°, also ~ BAE> Bf. 
Fig. 33 Folglich grenzt an A noch ein Viereck ABFE, wobei die 


Winkel ABF und AEF kleiner als 8 sind. Demnach sind 

die AuBenwinkel CBF und DEF gréBer als 2a. Die 

Punkte B und £ haben also 4. Grad. Nach Satz 14 haben 

auch C und D 4. Grad. Es gehen also von B,C, D,E je 

eine weitere Verbindung aus, von F eine oder zwei weitere 
8B Verbindungen (Fig. 34). 

Fig. 34 Von den Punkten B,C, D,#,F kénnen héchstens zwei be- 

nachbarte Punkte mit einem weiteren Punkt verbunden sein. 

Beweis: |. Waren etwa B und D mit einem weiteren Punkt G verbunden, 

so miiBte auch C mit @ verbunden sein, da fiir die freie Verbindung von C 
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keine andere Méglichkeit bliebe. Dann wiirden in C vier Dreiecke zusammen- 
stoBen, was nicht méglich ist wegen 4 « < 360°. 

2. Waren C und F mit G verbunden, so miiBte auch B mit G verbunden 
sein. Man hitte in A wie in B drei Dreiecke und 1 Viereck, was nicht méglich 
ist, da das Viereck ABFE nicht regelmaBig sein kann. 

3. Waren B und £ mit G verbunden, so miiBte auch F mit G verbunden 
sein. An F wiirden zwei Dreiecke angrenzen, und F hatte 3. Grad entgegen 
Satz 14. 

Fiir die anderen Fille gilt aus Symmetriegriinden das Entsprechende. 

Hat nun F 4. Grad, so kénnen die drei weiteren 
Punkte G, H,J nur so angeschlossen sein, daB der eine 
Punkt mit EF und F, der zweite mit F und B, der dritte 
mit C und D verbunden ist. Damit nur Dreiecke und 
Vierecke entstehen, muB ferner J mit G und H ver- 
bunden sein. Durch Vergleich mit den Winkeln bei A 
geht hervor, daB < GFH ein Dreieckswinkel ist. Folglich 
ist auch GH verbunden. Der so entstandene Graph ist 
mit dem in § 12 angegebenen (Fig. 24) identisch. 

Es bleibt der Fall, daB F 3. Grad hat. Dann diirfen 
in F nur Vierecke zusammenstoBen (weil sonst die Win- 
kelsumme von 360° nicht erreicht wird). F darf also weder 
mit B noch mit Z einen gemeinsamen Verbindungspunkt 
haben. Dann sind die drei weiteren Punkte so verbunden, 
daB B,C und D,E je zu demselben Punkt gehéren, 
wahrend F mit dem 3. Punkt verbunden ist. Damit nur 
Dreiecke und Vierecke entstehen, miissen G,H,J ein 
Dreieck bilden. Dann hat J 3. Grad und gehért zu einem 
Dreieck und zwei Vierecken. Das ist nicht méglich, da dann B und E nach 
Satz 15 auch 3. Grad haben miiBten. 

Es ergibt sich also im I. Fall nur der Graph des § 12 (Fig. 24). 





Fig. 36. 


II. Fall. Zwei Dreiecke haben eine gemeinsame Seite, und es stoBen nicht 
drei Dreiecke in einem Punkt zusammen. 

An der Strecke AB mégen Dreiecke mit den gegeniiberliegenden Eck- 
punkten C, D liegen. Nach Satz 14 haben A und B 4. Grad. Die vierten 
Verbindungspunkte seien ZF bzw. F. Nach 
der Voraussetzung des II. Falles miissen f 


iiber DAE und CAE Vierecke liegen. Die 
vierten Eckpunkte seien G und H. (Offen- 8 
bar sind F,G und H verschiedene Punkte.) (, a 


E und F kénnen nicht verbunden sein; 

denn sonst wiirde EA BF einen Strecken- (¢ 

zug bilden, der nach Satz 7 ein Gebiet Va 
umschlieBt, in dem kein Punkt liegt. C 
und D liegen aber zu verschiedegen Seiten 
disses Streckenzuges. F kann auch ...cht mit,C oder D verbunden sein (wegen 
der Voraussetzung des IT. Falles). Folglich kann F auBer mit dem letzten Punkt 
nur noch mit G oder H verbunden sein. ~. F mindestens 3. Grad besitzt, muB 
aber eine Verbindung zwischen F und G oder H bestehen. Aus Symmetrie- 
griinden kann angenommen werden, daB F mit G verbunden ist (Fig. 38). 


8* 





Fig. 37. Fig. 38. 
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Dann hat CO 3. Grad. In C stoBen 2 Vierecke und ein Dreieck zusammen. 
Folglich haben nach Satz 15 auch £ und F 3. Grad. Ware nun F mit H ver- 
bunden, so blieben fiir den letzten Punkt nur die Verbindungen mit G und 
H, d.h. der Punkt hatte 2. Grad, was gegen die Irreduzibilitat des Graphen 
verst6Bt. Folglich sind F und H mit dem letzten Punkt J verbunden, und 
es ist auch D mit J verbunden (damit kein Fiinfeck entsteht). Da D 4. Grad 
hat, darf wegen Satz 15 an Z# kein Dreieck angrenzen. Folglich sind G und H 
nicht verbunden. Damit kein Fiinfeck entsteht, mu8 schlieBlich noch G mit J 
verbunden sein. Dann hat H 3? Grad, und an H grenzen 2 Vierecke und ein 
Dreieck, was gegen Satz 15 verstéBt, da hiernach A 3. Grad haben miiBte. 


Im II. Fall ist also kein irreduzibler Graph méglich. 


III. Fall. Es gibt ein Dreieck, aber keine gemeinsame Seite zweier Dreiecke. 


A BC sei ein Dreieck. Dieses hat nach Satz 13 mindestens einen Punkt 
4. Grades, etwa A. Dann liegen iiber AB und AC Vierecke A BDE und 
ACFG (Fig. 39). 

IIIa) B und C haben 3. Grad. 

Dann ist, da tiber BC ein Viereck liegt, D mit F verbunden (Fig. 40). Nach 
Satz 15 haben mit B und C auch D und F 3. Grad. Somit bleiben fiir die 
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letzten beiden Punkte nur Verbindungsméglichkeiten mit Z und G, was fiir 
einen irreduziblen Graphen nicht ausreicht. 

IIIb) Bund C haben verschiedene Grade. 

Es kann angenommen werden, da8 B 3. Grad und C 4. Grad hat. C sei 
weiterhin mit H verbunden. Da iiber BC ein Viereck liegt, ist auch D mit 
H verbunden (Fig. 41). Nach Satz 15 haben mit B auch £ und H 3. Grad. 

E ist nicht mit H verbunden, da sonst D 3. Grad hatte und nach Satz 15 
auch A und C 3. Grad haben miBten. 

E ist nicht mit F verbunden, da sonst G 2. Grad hatte. Ebenso ist nicht 
H mit G verbunden. 

D ist nicht mit F verbunden, da sonst DHCF ein Gebiet umschlieBen 
wiirde, in dem nach Satz 7 kein Punkt liegt, so daB H nur mit F verbunden 
sein kénnte. Dann wiirden aber an FH zwei Dreiecke grenzen, wobei H 
3. Grad hat entgegen Satz 14. Ebenso ist D nicht mit G verbunden. 

Es sind also auBer Verbindungen mit dem letzten Punkt nur noch Ver- 
bindungen zwischen F und H bzw. G und E méglich. 

Waren weder HF noch GE verbunden, so miiBten E,F,G, H mit dem 
letzten Punkt J verbunden sein. Dann hiatten F und G 3. Grad, und an diese 
Punkte wiirden je zwei Vierecke und ein Dreieck angrenzen, was gegen Satz 15 
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verst6Bt, da hiernach auch A und € 3. Grad haben miiBten. Folglich ist FH 
oder GE verbunden. 

Aus Symmetriegriinden kann angenommen werden, daB H mit F ver- 
bunden ist (Fig. 42). Hitte F 3. Grad, so wiirde CFH ein Dreieck mit 
zwei Eckpunkten 3. Grades bilden. Dann lage (mit anderen Bezeichnungen) 
der Fall IILa vor, der bereits als unméglich erkannt ist. Folglich muB F 
4. Grad haben, also F mit I verbunden sein. Da iiber FH ein Viereck liegt, 
ist auch J mit D verbunden. 

Ware ZG unverbunden, so miiBte J mit Z und G verbunden sein, und G 
ware ein Punkt 3. Grades, an den zwei Vierecke und ein Dreieck stoBen. Das 
ist nicht méglich, da dann nach Satz 15 C 3. Grad haben miiBte. Also ist 
EG verbunden. 

Ware IG unverbunden, so ergaibe sich derselbe Widerspruch. Also ist 
auch IG verbunden. Nun kann nicht mehr J und £ verbunden sein, da sonst 
zwei Dreiecke eine gemeinsame Seite besiBen. 

Es ergibt sich so ein Graph, der in anderer Form auch gemaB Fig. 43 dar- 
gestellt werden kann. 
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IlIc) Bund C haben 4. Grad. 

Dann liegt tiber jeder Seite von A BC ein Viereck. Diese seien A BDE, 
ACFG und BCHI (Fig. 44). 

Ware F mit £ verbunden, so kénnte G nur noch mit Z verbunden sein, 
und G@ hatte 3.Grad mit angrenzendem Dreieck und zwei angrenzenden 
Vierecken. Das verstéBt gegen Satz 15, da hiernach C 3. Grad haben miiBte. 

Ware H mit EF verbunden, so bliebe fiir F nur die Verbindung mit H, was 
wiederum (mit den Punkten F und A) gegen Satz 15 verstoBt. 

Aus Symmetriegriinden ergibt sich weiterhin, daB nur die Verbindungen 
EG, DI und FH méglich sind. Dann tritt aber ein Sechseck DEGFHI 
entgegen Satz 9 auf. 

Im Falle ITI ist also nur der in Fig. 43 angegebene Graph méglich. 


IV. Fall. Es treten nur Vierecke auf. 


Dann ist die Anzahl K der Strecken gleich 2G, wenn G die Anzahl der 
Vierecke ist. Aus der Euterschen Polyederformel folgt 


G+9= K+2=2G+ 2, also G=7, K= 14. 
Das ist nur méglich, wenn 1 Punkt 4. Grad und 8 Punkte 3. Grad besitzen. Es 


mu8 dann mindestens ein Viereck PQRS aus Punkten 3. Grades zusammen- 
gesetzt sein (Fig. 45). Die Punkte P,Q, R,S seien ferner der Reihe nach mit 
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A, B,C, D verbunden. Da nur Vierecke auftreten sollen, miissen A, B, C, D 
voneinander verschieden und so untereinander verbunden sein, daB A BCD 
ebenfalls einen geschlossenen Streckenzug bildet. Nach Satz 7 hat nun kein 
weiterer Punkt ohne Stérung Platz. Ein irreduzibler Graph mit 9 Punkten 
ist also in diesem Falle gar nicht méglich. 


Die einzigen irreduziblen Graphen mit 9 Punkten auf der Minimalkugel 
sind also die in den Fig. 24.und 43 angegebenen. 


§ 15. Irreduzible Graphen mit weniger als 9 Punkten. 


Wir haben in §$ 13 schon gesehen, daB ein irreduzibler Graph mit weniger 
als 9 Punkten auf der Minimalkugel fiir N = 9 ein Fiinfeck enthalten muB. 

ABCDE sei ein Fiinfeck des Graphen. Nach Satz 11 bestehen keine 
Diagonalverbindungen. Von den Fiinfeckpunkten mu8 mindesteris je eine 
Verbindung zu weiteren Punkten ausgehen (da jeder Punkt mindestens 3. Grad 
hat). Nach Satz 16 kénrien nur benachbarte Fiinfeckpunkte mit dem gleichen 
Punkt verbunden sein. Folglich muB es mindestens 3 weitere Punkte geben, 
mit denen die Fiinfeckpunkte verbunden sind. Dann enthalt der Graph aber 
bereits 8 Punkte, und es kénnen nicht mehr Punkte in dem Graphen auftreten. 
Fiir die .Verbindungen zwischen den Fiinfeckpunkten und den weiteren 
Punkten P,Q, R kommen auf Grund des Satzes 16 nur folgende zwei Fille 
in Betracht. “© 

I. Ein Fiinfeckpunkt (etwa A) ist mit zwei weiteren Punkten P, Q ver- 
bunden. Die an A angrenzenden Fiinf- 
eckpunkte B und £ sind ebenfalls mit P 
bzw. Q verbunden. Die tbrigen Fiinfeck- 
punkte C und D sind mit dem letzten 
Punkt R verbunden ‘Fig. 46). 
, IL. Ein Punkt P ist nur mit einem 
Fiinfeckpunkt (etwa A) verbunden, wih- 
rend die Punkte Q, R mit je zwei Finf- 

Fig. 46 Fig. 47. eckpunkten B,C bzw. D, E verbunden 
sind (Fig. 47). 

Fiir diese beiden Fille sind noch die Verbindungsméglichkeiten zwischen 
P, Q und R zu untersuchen. 

Fall I. Nach Satz 13 hat R 4. Grad, ist also noch mit P und Q verbunden. 
Gleichgiiltig. ob P mit Q verbunden ist oder nicht, wir konnen immer folgender- 
maBen schlieBen : 





Aus xX APR=<Z AQR 
folgt x BPR= <x EQR. 
Folglich ist auch 
{ PRU=_q QRD= 4 PBC=y. 
Die Winkelsumme bei R ist somit 
360°=a2+2y+ 7 PRQ2>2a+2y. 


Daraus folgt 





a+ys 180°. 


Ks liegen also alle von B ausgehenden Strecken in einem Winkelraum < 180°. 
Demnach ist der Graph nicht irreduzibel. 
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Fall II. Da P mindestens 3. Grad hat, ist P mit Q 
und R verbunden. Nach Satz 13 haben Q und R 4. Grad, 
sind also untereinander verbunden. Hiermit ergibt sich 
(Fig. 49) der einzig mégliche irreduzible Graph mit einem 
Fiinfeck. Soll dieser Graph in einer Minimalfigur fiir 
N = 9 auftreten, so muB der 9. Punkt im Innern des 
Fiinfecks liegen. 





§ 16. Die Minimalkugel fiir N = 9. 

Nach § 14 und §15 kommen als Minimalfiguren fiir N = 9 nur folgende 
Graphen in Betracht: 

a) Der in § 12 angegebene Graph (Fig. 24). 

b) Der in § 14 unter IITb gefundene Graph (Fig. 43). 

c) Der in § 15 unter II gefundene Graph (Fig. 49), erginzt durch einen 
isolierten Punkt im Fiinfeck. 

Die beiden letzten Graphen besitzen noch je einen Freiheitsgrad. Die 
darin auftretenden Winkel lassen sich als Funktionen eines einzigen Winkels 
angeben. Um die Minimalkugel zu finden, untersuchen wir, ob diese Funktionen 
konkav (mit fallender Ableitung) oder konvex (mit wachsender Ableitung) 
sind. Dazu bendétigen wir den 

Satz 18. Eine fallende konkave Funktion o (y (y)) einer konvexen Funktion 
y (y) ist eine konkave Funktion von y. 

Beweis: Ist py (y) eine konvexe Funktion, so gilt 

dy 
d y* 
¢ ist eine fallende konkave Funktion von w bei 


>0. 


d@p d’* 
<0 
dy < "Te e@. 
Daraus folgt 
SF. me SY .(SY)Y 4 $9. SV co 
dy? dy \dy dy dy’ 


D.h. p (w(y)) ist eine konkave Funktion von y. R 
In} dem Graphen b) sei jetzt Z derjenige 3 
Punkt 4. Grades, der mit vier Punkten 3. Grades 
A, B,C, D in dieser Reihenfolge verbunden ist rye’ 
(Fig. 50). Die tibrigen Punkte 4. Grades P,Q, R,S 
mégen so liegen, daB die vier Dreiecke A PS, ) 
BPQ, CQR und DRS sind. Der Rhombus a“ 
PQRS habe bei P und R den Winkel 6, bei Q 
und S den Winkel 6’. Die anderen an P und R 
angrenzenden Rhomben haben an diesen Punk- 
ten dem gleichen Winkel y. Ebenso haben die I -% p 
anderen an Q und S angrenzenden Rhomben “¢’ é 
hier den gleichen Winkel ec. Die anderen Winkel 
der Rhomben mit y bzw. « seien y’ bzw. e’. 
Nach Satz 10 ist y’ eine konkave Funktion von y, ebenso 6’ eine konkave 
Funktion von 6. Da 6 = 360° — 2 = y ist, ist 6’ auch eine konkave Funktion 
von y. Dann ist e = 360° — 2 « — 6’ eine konvexe Funktion von y. 














Fig. 50 
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Ferner ist nach Satz 10 e’ eine konkave Funktion von e, und zwar eine 
fallende. e’ ist also eine fallende konkave Funktion einer konvexen Funktion 
e (y) und somit nach Satz 18 seibst eine konkave Funktion von y. 


, 


Mit y’ und ¢’ ist auch y’ + e’ eine konkave Funk- 
tion von y. Ihr Minimum liegt am Rande des fiir y 
zulassigen Bereiches. Hat nun y nicht eine Rand- 
lage, so l4Bt sich also durch eine kleine Verinderung 
0 des Winkels y erreichen, daB die Winkelsumme y’ + e’, 
die bei A: B,C, D auftritt, vermindert wird. Dadurch 
spalten sich die von den Punkten 3. Grades nach Z 
fiihrenden Verbindungen auf und die Ecken der vor- 
her bei Z zusammenstoBenden Rhomben riicken aus- 
einander. Der Punkt Z kann nun zwischen diesen 
Ecken so untergebracht werden, daB er von allen 
iibrigen Punkten des Graphen isoliert ist. Daraus folgt: Der 
Graph ist nur irreduzibel, wenn y einen zulissigen Extrem- 
wert annimmt. Ein solcher liegt nur dann vor, wenn zwischen 
zwei bisherigen Punkten 3. Grades (etwa A und B) eine 
zusaitzliche Verbindung zu ziehen ist. Dann ist y’ = 2 a, 
nnd es ist auch C mit D zu verbinden. Man erhalt einen 
Graphen (Fig. 52), der mit dem Graphen a) identisch ist. 

Béi dem Graphen c) seien P,Q, R die nicht zu dem 
Fiinfeck gehérenden Punkte, und zwar sei P der Punkt 
3. Grades (Fig. 53). Die Winkel der an das Dreieck PQR 

















A ™ angrenzenden Rhomben seien in dieser Reihenfolge 

4 ie. y, y', 6, 0,2, 2’, wobei y, y’ zu demselben Rhombus ge- 

é € ~ 4 Pz héren, ebenso 6, 6’ und e¢, e’. Dabei mégen y und eé’ die 
Noh a Winkel bei P sein. 

ay, ae / Wir halten das Dreieck PQR fest und verandern y 

Yo hf und zwar so, daB die an PQR angrenzenden Dreiecke 

D und Vierecke als solche bestehen bleiben und sich auBer 

Fig. 53 im Punkt P wie vorher aneinanderschlieBen, wahrend sich 


evtl. die von P ausgehende Rhombusseite P A aufspaltet. 
Es ist nun nach Satz 10 y’ eine konkave Funktion von y, also 6 = 360° - 
2 « -- y’ eine konvexe Funktion von y. 6’ ist eine fallende konkave Funktion 
von 4, also nach Satz 18 eine konkave Funktion von y. Dann ist ¢ = 360° 
2? « — 0’ eine konvexe Funktion von y. e’ ist eine fallende konkave Funktion 
von e, also nach Satz 18 eine konkave Funktion von y. 
Dann ist auch y + e’ eine konkave Funktion von y. 
Die bei P auftretende Winkelsumme y + ¢’ nimmt 
also ihr Minimum nur am Rande des fir y zulissigen 
Bereiches ein. Hat y nicht einen zulissigen Extremwert, 
so kann man durch eine kleine Verschiebung erreichen, 
daB die Winkelsumme y + e’ bei P verkleinert wird, daB 
also die bei P zusammenstoBenden Rhomben hier aus- 
Fig. 54 einanderfallen (Fig. 54). Bela®t man nun den Punkt A 
bei einem dieser Rhomben, etwa bei APQB, so fallt 
die Verbindung AE fort. Der Punkt A erhalt also 2. Grad, und der Graph 
st reduzibel. Daraus folgt: 


Soll der Graph c) irreduzibel sein, so muB der Winkel y einen Extremwert 
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annehmen. Das ist nur dann der Fall, wenn eine zusitzliche Verbindung 
zwischen zwei bisherigen Punkten 3. Grades 
besteht, und hierfiir kommt nur eine 
Verbindung zwischen P und B oder E£ 
in Betracht. Aus Symmetriegriinden kann 
man sich darauf beschranken, daB P mit B 
verbunden ist, Es entsteht ein Teilgraph des 
Graphen a). Dieser legt die Kugel bereits 
fest, ergibt also dieselbe Kugel wie der 
Graph a). Ein 9. Punkt S, der mit A, C, D 
und £ verbunden ist, kann hier noch zu- 
gefiigt werden (Fig. 55). Fig. 55. 
Hiermit ist gezeigt, daB die Minimalfigur 

fiir N = 9 durch den Graphen a) dargestellt wird. Der Radius der Minimal- 
kugel ist also gemaB § 12 


oh 








r 5/3. 


§ 17. Einige Lagerungen von mefir als 9 Punkten auf der Kugel. 


In den Fallen N > 9 ist auBer fiir N = 12 kein genauer Wert des Minimal- 
kugelradius bekannt. Es lassen sich aber hier einige Graphen angeben, die 
wahrscheinlich die entsprechenden Minimalfiguren darstellen. Jedenfalls 
liefern sie fiir die Radien der Minimalkugeln Abschaitzungen nach oben. 

Bei der Auswahl der Graphen hat man darauf zu achten, daB die einzelnen 
Punkte méglichst hohen Grad erhalten, so daB die Punkte méglichst nahe 
aneinanderriicken und die Kugel méglichst klein gehalten wird. 


N= 10 


Punkte 5. Grades diirfen nicht auftreten, da sonst ein Ikosaeder der Kugel 
einbeschrieben werden kann und die Kugel sicher nicht minimal ist. Ein 
Graph, in dem alle Punkte 4. Grad besitzen, ist bei N = 10 nicht méglich, 

‘hl aber ein Graph mit 2 Punkten 3. Grades und 8 Punkten 4. Grades. 


yg 


Fig. 56. 


Hier treten 6 Dreiecke mit den Winkeln « und 5 Vierecke aui, und zwar 
2 regelmaBige Vierecke Q mit den Winkeln /, 2 kongruente Rhomben R mit 
den Winkeln 360° — 2 8, 360° — 2 « — # und ein Rhombus mit den Winkeln 
360° —3a, 28—2«a. Der’ letztgenannte Rhombus bildet in Fig. 56 die 
auBere Umrandung. Aus den Forderungen, daB einerseits 360° — 2 8 und 
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360° — 2a — B, andererseits 360° — 3 « und 2 8 — 2a Winkel eines Vierecks 
bilden sollen, l4Bt sich die GréBe der Kugel berechnen. Man erhalt fiir den 
Radius r die algebraische Gleichung 
16 r§ — 44r'+ 347r2?-7=0. 
N= 11 und N= 12 
Fiir N = 12 ist die dem Ikosaeder der 
Kantenlinge 1 umbeschriebene Kugel die 


Minimalkugel. Diese stellt wahrscheinlich 
auch die Minimalkugel fiir N = 11 dar. 


N= 13 





Mit N = 13 wird anscheinend zuerst der 
Radius | iiberschritten. Eine verhiltnismaBig 
giinstige Lagerung von 13 Punkten erhilt 
man, wenn man einen Punkt in den Nordpol 
legt und die itibrigen zu je Vieren zonal an- 
| ordnet, und zwar symmetrisch und mit még- 
lichst geringen Abstanden. Die numerische 














Fig. 57. Auswertung fiir den Radius des durch Fig. 57 
dargestellten Graphen ergibt 
é é . é r= 1045... 
a 90°f0\90 a 
4 z a y, N= 14 
eX Je 


Eine giinstige Lagerung von 
14 Punkten wird durch einen Graphen 
angegeben, in dem alle Punkte 4. 
a Ve 7 4 OF oc Grad besitzen. Es treten hier 8 Drei- 
€ 7 ze ecke und zwei Gruppen von je 
4 Rhomben auf. Bei der einen 
Gruppe von Rhomben tritt 
der Winkel 90° auf. Ist y 
der andere Winkel dieser 
Rhomben, so sind die Win- 
kel der zweiten Rhomben- 
gruppe 
6 = 180° — « und 
e= 360° — 2a— y. 
Hierdurch wird die GréBe 
der Kugel festgelegt. In 
Fig. 58 ist ein 7. Punkt im 
Unendlichen anzunehmen. 


N= 15 
Man erhalt eine giin- 
stige Lagerung, wenn man 
iY in 5 Zonen je 3 Punkte so 


“2 anordnet, daB die Punkte 
Fig. 59. einer Zone auf dem gleichen 
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Breitenkreis liegen und da® ihre Langengrade jeweils um 120° differieren. 
Dabei sollen die Punkte der 1. (nérdlichsten) und 5. (siidlichsten) Zone je 
ein gleichseitiges Dreieck mit dem Minimalabstand als Seitenlinge bilden. 
Die 2. und 4. Zone ist so zu wahlen, daB hier jeder Punkt von je zwei Punkten 
der 1. bzw. 5. Zone den Minimalabstand besitzt. Um nun mit einer méglichst 
kleinen Kugel auszukommen, wird fiir die 3. Zone nicht der Aquator ge- 
nommen, sondern eine etwas unsymmetrische Anordnung gewahlt. Man hat 
die nérdlichen Punkte (1. und 2. Zone) gegeniiber den entsprechenden siid- 
lichen Punkten (4. und 5. Zone) in geeigneter Weise um die Polachse zu ver- 
drehen, so daB man die Punkte der 3. Zone so dazwischenlegen kann, daf 
jeder Punkt der 3. Zone von je einem Punkt der 2., 4. und 5. Zone gerade 
den Mindestabstand erhalt. Der entsprechende Graph ist in Fig. 59 angegeben. 
Die Punkte der 5. Zone besitzen 5. Grad, die Punkte der 3. Zone 3. Grad, 
alle iibrigen 4. Grad. Durch den Graphen 
ist die GréBe der Kugel eindeutig festgelegt. 


N= 16 


Als giinstig erweist sich eine zonale An- 
ordnung von je 4 Punkten, bei der alle Punkte 
4. Grad besitzen. Hierbei treten 8 Dreiecke 
und 10 Rhomben auf. Die Kugel wird durch 
den Graphen der Fig. 60 eindeutig festgelegt. 

N= 24 

Eine besonders giinstige Anordnung ist 
die cer Fig. 21. Die Figur stellt einen von 
Archimedes gefundenen halbregulairen Kér- 
per dar, begrenzt von 32 Dreiecken und 
6 Vierecken. In jeder Ecke stoBen 4 Dreiecke 
mit dem Winkel « und ein Viereck mit dem Winkel 8 zusammen; man hat also 
(20) B = 360° — 4a. 


Aus Fig. 22 entnimmt man ferner 














Fig. 60. 


(21) tg? 2 . cosa =]. 
Aus (20) und (21) erhalt man 
tg?2a-cosa= 1. 


Setzt man darin den Wert von cos a nach (2) ein, so erhalt man schlieBlich 


a“ 
(22) te? 2a=tga-tg,. 
Aus dieser Gleichung ergibt sich 
a = 65° 11’ 16”... 


cos a = 0.41965... 
Fiir das Quadrat des Kugeldurchmessers erhalt man den auffallend kleinen 
wa d? = 7,223... 
N= 32 


Setzt man 12 Punkte in die Ecken eines Ikosaeders und 20 Punkte in die 
Mitten der Dreiecke, so erhalt man eine recht giinstige Lagerung von 32 
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Punkten. Die 12 Punkte haben den Grad 5, die 
20 Punkte den Grad 3. Der Teil des Graphen, 
der in einem Dreieck liegt, ist in Fig. 61 darge- 
stellt. Aus dem rechtwinkligen Dreieck mit Win- 
keln 36° und 60° und Hypotenuse a entnimmt man 


cos a = cot 60° cot 36° 
= 0.7947... 


9 


d? — 9.740... 
] — cosa 





§ 18. Tabellarische Ubersicht. 


In der nachstehenden Ubersicht sind die GréBen der Minimalkugeln an- 
gegeben, die sich aus den untersuchten Graphen ergeben. Als MaB fiir die 
GréBe der Kugel ist das Quadrat 

d?*=— 4r* 
des Durchmessers genommen. Die eingeklammerten Zahlen sind die nur ver- 
muteten Werte. Zum Vergleich sind die entsprechenden Werte d? (< d?) 
danebengestellt, die sich aus der Abschitzungsformel von Frses Tor er- 
geben. Die in der letzten Spalte stehende prozentuale Abweichung 























d? — d2 
© - 100°, 
P d? 
stellt ein MaB dar fiir die Dichte der giinstigsten Lagerung von N Punkten. 
N d? d; Pp H 
eo ie. ss ——— Exakte Werte von d* | v4 
. = a : +---+- Dbere brenze fir a? | 
> 1/, 0% A af 
4 15 1.5 0% ———— Untere Grenze dy | 4 : 
5 2 1,742.. 15% ry 
6 2 2 0% VA | 
7 2,532. 2,264 .. 12% > | 
8 2,707. 2,532 . 7% 
9 3 2,802 . 7% 4 
10 (3,358 . .) 3,073 .. (9% ) 
11) (3,618. .) 3,345 .. (8%) 
12 3,618.. 3,618 .. 0% 7 
13. (4,373 . .) 3,891 .. (12%) 
14 (4,587 . .) 4,165 .. (11%) 
15 (4,909. .) 4,439 .. (11%) 
16 (5,150..)  4,713.. (10% ) 
24 (7,222..) 6,911.. (5%) 
32 (9,740. .) 9,113.. (7%) 
Fig. 62. J 
, L 
( Bingegangen am 23. Oktober 1950.) yy 
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Uber die Darstellung der Modulformen n-ten Grades 
durch Poincarésche Reihen. 


Von 
Hans Maass in Heidelberg. 


Man verdankt H. Perersson die Erkenntnis, daB die Porncartschen 
Reihen 


(1) 9-4 N= Le 


die lineare Schar der (ganzen) Modulformen ersten Grades von der Dimension 
—k(k> 2,k=0(2)) erzeugen'). Dabei durchliuft Z = es 
System von Modulsubstitutionen ersten Grades mit nicht assoziierten zweiten 
Zeilen (c,d). Zwei Zeilen (c,d) und (c*, d*) heiBen assoziiert,, wenn c d* — 
—dc*=0 ist. Dieser Darstellungssatz ist weitgehender Verallgemeinerungen 
fihig. In sinngemaéBer Fassung gilt er fir alle nach dem Prinzip der Quer- 
summation gebildeten Porncartschen Reihen*). Die ganze Tragweite der 
Peterssonschen Ansitze zeigt sich jedoch erst in der Anwendbarkeit auf 
Funktionen in mehreren Verinderlichen®)*). 

Bei dieser Sachlage war es naheliegend, die Pererssonschen Methoden auf 
die Stzcetschen Modulformen anzuwenden. Wenn auch grundsitzlich fest- 
stand, wie man hier zu einem Darstellungssatz kommen muBte, so waren im 
einzelnen doch noch erhebliche Schwierigkeiten zu iiberwinden. Nach wieder- 
holten Bemiihungen gelang es schlieBlich, die Perzrssonschen Ergebnisse 
iiber Porncarfsche Reihen zur Modulgruppe ersten Grades in angemessener 
Form auf die Modulgruppe n-ten Grades zu iibertragen. Diese Theorie soll 
im folgenden dargestellt werden. Zum besseren Verstindnis wird eine kurze 
Ubersicht vorausgeschickt. 

Bekanntlich®) gestattet jede Modulform n-ten Grades von der Dimension 
— k eine Fourierentwicklung der Art 
(2) 9-2 (Z)= ¥ a (7) Pt", 

T20 
wobei iiber alle halbganzen nicht-negativen symmetrischen Matrizen T = 7” 
summiert wird. Z=Z™ = (z,,) bezeichnet eine komplexe symmetrische 


BaitLie) (6s 4 gy-* (¢= 0,1, 2,...) 


) ein vollstaindiges 


1) Prrersson, H.: Uber eine Metrisierung der ganzen Modulformen. Jber. dtsch. 
Math. Ver. 49, 49 (1939). 

*) Perzrsson, H.: Einheitliche Begriindung der Vollstandigkeitssitze fiir die Porn- 
caRkschen Reihen von reeller Dimension bei beliebigen Grenzkreisgruppen von erster 
Art. Abh. math.,Sem. Univ. Hamburg 14, 22 (1941). 

*) Maass, H’: Zur Theorie der automorphen Funktionen von n Veranderlichen. Math. 
Ann. 117, 538 (1940). 

*) Maass, H.: Theorie der Porncartschen Reihen zu den hyperbolischen Fixpunkt- 
systemen der HitpERTschen Modulgruppe. Math. Ann. 118, 518 (1942). 

5) Sreczt, C. L.: Einfiihrung in die Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades. Math. 
Ann. 116, 617 (1939). 
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Matrix mit positivem Imaginirteil. Wendet man das Verfahren der Quer- 
summation auf diesen Entwicklungstypus an, so erhalt man die Pormncart- 
schen Reihen 


(3) g-2(Z, T)= Derr" 107 + D\-* (T =0). 
Die Summation ist hier iiber ein vollstandiges System von Modulsubstitutionen 


n-ten Grades 
_ (AB 
= (0 >) 


zu erstrecken, die verschiedene Reihenglieder ergeben. Die Konvergenz der 
PorncaRfschen Reihen (3) wird nach bewihrtem Verfahren*) unter Verwen- 
dung von Begriffsbildungen der symplektischen Geometrie’) bewiesen. Es 
sei X + 4 Y die Zerlegung von Z in Real- und Imaginirteil. Es wird dann 
festgestellt, daB die Reihen (3) in jedem abgeschlossenen endlichen Teilbereich 
des Z-Gebietes Y > 0 absolut und gleichmaBig konvergieren, sobald 


(4) k> Min (2n,n+ 1+ Rang T) 


ist. Ob diese Bedingung verbessert werden kann, miiBte noch besenders unter- 
sucht werden. Als Spezialfall erhalt man noch die von H. Braun®) ange- 
gebene Konvergenzbedingung fiir die Zisensteinreihen (T = 0). 

Auf Grund der angegebenen Konvergenzverhiltnisse ergibt sich einerseits 
die Regularitét der Porycarfschen Reihen als Funktionen der z,, (u < v) in 
dem Gebiet Y > 0, andererseits die fiir Modulformen charakteristische Trans- 
formationsformel 


(5) g—xz(o (Z), T)=|CZ+ D\* g_ (Z, T). 


Dabei bezeichnet (C, D) wieder die zweite Matrizenzeile der Substitution co. 
Um zu beweisen, daB g_;(Z, 7’) eine Modulform darstel!t, braucht nur noch 
die Beschrinktheit der Pormncartschen Reihe in dem von Srece') ange- 
gebenen Fundamentalbereich der Modulgruppe — wir bezeichnen ihn mit %,, — 
gezeigt zu werden. Gleichwertig damit ist, daB g_,(Z, T) in eine Fourter- 
reihe der Art (2) entwickelt werden kann. Im Falle n = 1 lag hier keine be- 
sondere Schwierigkeit vor, da sich mit Hilfs eines Pererssonschen Hilfs- 
satzes*) in %, sofort eine von z unabhingige konvergente Majorante fir 
g—» (z, t) angeben lieB. Dieser Hilfssatz laBt sich zwar in der erforderlichen 
Weise verallgemeinern und liefert fiir die Hisensteinreihen die gleichmaBige 
Konvergenz in ,; doch kann im Falle 7 +0 auf diesem oder ahnlichem 
Wege keine von Z unabhingige konvergente Majorante fiir g_;(Z, T) in¥, 
gewonnen werden. Der allgemeine Fall wird nun so erledigt, daB mit Hilfe 
des Metrisierungsintegrals 


(6) (h(Z),9 (2) = f--- fh (2) g(Z)|¥|*~"~* d(X)d(¥), 


*) Perersson, H.: Uber den Bereich absoluter Konvergenz der Porncaréschen Reihen. 
Acta math. 80, 23 (1948). 

Diese Untersuchungen waren Gegenstand eines Vortrags, den Herr Perersson be- 
reits 1941 in Heidelberg hielt, konnten also in ‘*) schon beriicksichtigt werden. 

") Srecer, C. L.: Symplectic geometry. Amer. J. Math. 65, 1 (1943). — Maass, H.: 
Uber eine Metrik im Stecetschen Halbraum. Math. Ann. 118, 312 (1942). 

*) Braun, H.: Konvergenz verallgemeinerter E1senstetnecher Reihen. Math. Z. 44, 
387 (1939). 

*) Siehe *), S. 32, Hilfssatz 4. 
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wobei d (X)= J] dz,,, d(Y)= b dy,, ist, unmittelbar gezeigt wird, daB in 
¥S” 


der FourtER- Reihe von g_x (Z, 7) nur solche Koeffizienten von Null ver- 
schieden sein kénnen, die zu nicht-negativen Exponentenmatrizen gehdéren. 

Die auszufiihrenden Integralumformungen ergeben zugleich folgenden Tat- 
béstand: Verschwinden in der Fourrer-Entwicklung (2) der Modulform g_ ;(Z) 
alle Koeffizienten a (7') mit |7'| = 0—Formen mit dieser Eigenschaft sollen 
Spitzenformen genannt werden —, so existiert das Integral (6) fiir h(Z) = g_,(Z), 
g (Z) = g-x(Z, T). Wir bezeichnen es als das Skalarprodukt der beiden Modul- 
formen. Die Berechnung ergibt 


(7) (g-« (Z), gx (2, T)) 
n+1_, nin—-1) nin+l) _ yy 
2 ri ite —*t" 
7 a (T)\T' x (4 x) ‘ar ) fir | 7 >0, 
0 fiir | 7 |=0. 


Hierin ist a (7) der Fourrer-Koeffizient der Spitzenform g_,(Z) zur Ex- 
ponentenmatrix 7 und ¢ (7’) im Falle |7|> 0 die Anzahl der unimodularen 
U = U™ mit T[U] = T. Die Relation (7) ist als die Grundformel der metri- 
schen Formentheorie anzusprechen. Im Falle n = 1 hat man in der Grund- 
formel ein ausreichendes Hilfsmittel zum Beweis des Darstellungssatzes; im 
einzelnen ist hier festzustellen, daB eine gegebene Modulform mit Hilfe von 
g—x(z,0) auf eine Spitzenform reduziert werden kann und daB eine Spitzen- 
form, die auf allen Porncarfschen Reihen g__, (z, t) mit t > 0 senkrecht steht, 
identisch verschwindet. SchlieBlich muB noch beachtet werden, daB diese 
Reihen fiir t > 0 selbst Spitzenformen darstellen. Im allgemeinen Fall (n > 1) 
sind nun zwei Aufgaben zu lésen. Man hat unter den Porncarfschen Reihen 
g_z(Z, T) diejenigen ausfindig zu machen, die mit Sicherheit Spitzenformen 
darstellen, und ferner zu zeigen, daB eine gegebene Modulform mit Hilfe der 
iibrigen Reihen auf eine Spitzenform reduziert werden kann. Sodann laBt 
sich der Darstellungssatz mit Hilfe der Grundformel wie im Falle n = 1 be- 
weisen. 

Spitzenformen kénnen allgemein wie folgt charakterisiert werden: %« ‘zt 
man Z = wes | Z* = Z**-), A>0, n=Nullspalte und bestimmt man i. 
eine vorgegebene Modulform n-ten Grades g_,(Z) den Grenzwert 
(8) g—z (Z*) = im g—«(Z), 


so erhailt man, wie SrecEL*) gezeigt hat, eine Modulform (n — 1)-ten Grades. 
Wir setzen 


(9) g—z (Z*) = ® (g_z (Z)). 


Auf Grund der Srecetschen Untersuchungen ist sofort festzustellen, daB die 
Spitzenformen g_;(Z) durch ® (g_,(Z)) = 0 gekennzeichnet sind. Es liegt 
nunmehr nahe, alle Porncarfschen Reihen der funktionalen Operation @ 
zu unterwerfen. Eine besondere Uberlegung ist erforderlich, um einen glied- 
weisen Grenziibergang in simtlichen Reihen zu rechtfertigen. Man erkennt 
schlieBlich, daB fiir’ 7'| + 0 

® (g-x(Z, T))=0 


ist, wihrend die Formen @ (g_;(Z, T)) mit |7'|= 0 in ihrer Gesamtheit mit 
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dem vollen System der Potncarfschen Reihen (x — 1)-ten Grades iiberein- 
stimmen. Durch vollstandige Induktion nach n yelangt manu nun sofort zum 
Ziel. Es darf angenommen werden, daB der Darstellungssatz fiir Formen 
(n — 1)-ten Grades richtig ist. Sodann la8t sich eine beliebige Form n-ten 
Grades mit Hilfe der Reihen g_,(Z,7) mit |7|=0 auf eine Spitzenform 
reduzieren. Die Darstellbarkeit der Spitzenformen durch die Reihen g_ ,(Z, 7) 
mit | 7'| + 0 ist nun wie im Falle n = 1 einzusehen. 

Auf die metrische Kennzeichnung der Potncarfschen Reihen sei hier noch 
hingewiesen. Es gelten analoge Aussagen wie im Falle n= 1; sie kénnen 
aus der Grundformel gewonnen werden. 

Im folgenden bezeichnet : 

M,, die Modulgruppe n-ten Grades, 

©, den Bereich der komplexen symmetrischen Matrizen Z = Z mit posi- 
tivem Imaginarteil Y, 

%, den Stecetschen Fundamentalbereich von M, in §,, 

&,, den Bereich der nach MinkKowskI reduzierten positiven symmetrischen 

Matrizen Y = Y“”, 

W,, den Bereich der modulo 1 reduzierten reellen symmetrischen Matrizen 

X= x™. 

Setzt —. Z=X+iY, X=(z,,), Y = (y,,), 90 bedeutet 


XcR,, = X’ (transponierte Matrix), — he t,,»< Yq fir alle yp, v; 

Y Q". > 0, Y (¢,J= y,, fir «= 1, ..,m” und alle Spalten a, aus 
ganzen Zahlen g;,92,--.,9,, Von denen Yo “ora - «+, 9, ‘teilerfremd zu 
wihlen sind, Yous 120 far » = 1, eis = 8 


C%,: Z2=2', Y>0, abs (CZ+ D)= 1 fiir alle zweiten Matrizenzeilen (C, D) 
von Modulsubstitutionen n-ten Grades, Yc &,,, X c B,. 


§ 1. Hilfshetrachtungen. 


Wir verallgemeinern zunaichst den PrETerssonschen Hilfssatz®). Wenn 
auch im fclgenden kein Gebrauch davon gemacht wird, so bleibt doch ein 
gewisses Interesse an diesem Satz im Hinblick auf die E1senstetnschen Reihen 
bestehen. 


Hilissatz 1: Es sei Z— X +i ¥CH,, Sp(X X’)< m, Sp(¥~')<m,. 
Dann ist 
(10) abs (CZ + D)>e abs (Ci + D) 
fiir alle zweiten Matrizenzeilen (C, D) reeller symplektischer Matrizen mit einer 
nur von n, m,, m, abhiingigen positiven Konstanten e. 


Beweis: 1) Es sei 0</4,5/4,5:--**SA,. Die Elemente der reellen 
Matrizen 


Re™ 2 (r,,), FS" = (¢,,) (n> m) 


mégen den Gleichungen s,, = A, 7,, geniigen. Bezeichnen wir mit 1, Tq, - - -, Cm 


die Spaltenvektoren von R”’™ und mit 3,, 8,,...,3, die von 8”, so gilt 


(11) SS SE es 8), 3, | iS t, t,| < (A, ey 3, 3 ’ 
(u,»=1,2,...,m). 
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Bekanntlich ist namlich 


° ™ | Tel -++Tom 1s 
t, t,| = Ps | a © <a 
LSei<--*<e_SM| Tel ---Tey,™ | 
| 8,1..+89,m | 2 
- a (aa Aes + Agi *8] oe |, 
‘ 1Se<---<e», a” | 8e,,1+ ++ 8e,, 
8g,1...-89,m | 2 
“a = 
$,, 3, = “on oe a 


lSa<---<e_m 5” Sem,1 ++ + 8e,,™ | 
woraus (11) sofort folgt. 


2) Es sei Y = y”> 0, T= 7” — T’ reell. Wir transformieren Y mit 
Hilfe einer orthogonalen Matrix W auf Diagonalgestalt : 


Y (W)= D*, D= (46,,4,),9<ASAS°* SA 
und setzen T (W]= S = (s,,), Q= S [D-—*] = (q,,). 


Dann ist 
Y| = |D\* = (A, A... . Ay), Bug = ALA, Ques 
abs (7'+ i Y)? = abs (S + i D*)® = abs (Q+ iF)? | Y? 
= 1Q’'Q+ E\|Y/*. 
Bezeichnen wir die Spaltenvektoren von Q und S mit. q, dg, ..., 4, bzw. 
8,, 39,..., 3, und setzen noch q, = + t,, 80 ergibt sich mit Hilfe von (11) 
n 
VQ+B=1+ LP J lay 
rel pi<e<y, 
n 
=1+ 2D. J (Ane Ag)? lta, ty 
vel w<e<uy , 
n 
Zit J (As—o41---4)-*§ F |8n,%y!; 
v=1 Te 4 
mithin 


abs (7 +4 Y)P?>|¥i?+ SY (AA,.--An-)* La 8, |. 
v=1 A <cwy 
Wenn Sp (Y~-')< m, ist, so gibt es fiir alle charakteristischen Wurzeln A} 
von Y eine positive nur von m, abhangige untere Schranke. Fiir ein geeig- 
netes positives ¢, = ¢, (n, m,) ist also 


(A, 4,...dg- FBG fir »=0,1,...,” 
und daher 


abs (7 +4 YP>e2 (1+ D x $4, 4, |) = ef |S’ S+ B| 


—_— 


v=1 w<--<wy 
= 62 |7" T+ E\, 
woraus 
(12) abs (7'+ i Y)>«, abs (7' + i £) 
erhelit. 
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3) Sei Sp (X X’)S _m, und S= S™ = S’ reell. Dann liegt X in einem 
festen Wiirfel und nach*) gibt es eine positive Konstante ¢, = ¢, (n, m,), so 
daB 
(13) abs (X + S+14H)>e, abs (S + i £) 
wird. 

4) Hilfssatz 1 ist nun sofort beweisbar mit der Einschrinkung |C)| + 0. 
Dann wird 

abs (X +4 Y+ S)>e abs (i £ + 8) mit S=C-!D 
behauptet. Da S symmetrisch ist, so folgt dies aus (12) und (13) mit 
T= X+S und ¢= & €3. 

Ist (C, D) die zweite Matrizenzeile einer beliebigen symplektischen Ma- 
trix, so kann |) S+ C! nicht identisch in S verschwinden, wenn S eine 
symmetrisch< Matrix bezeichnet, da auch (D, — C) die zweite Matrizenzeile 
einer symplektischen Matrix und folglich |D Z— C| + 0 ist fir ZC ,. Wir 
bestimmen nun eine Folge reeller symmetrischer Matrizen S, mit 

lim 8, = O und |\D S: + C} + 0. 


k-—> co 
Wie schon gezeigt wurde, ist 
abs ((D 8S, + C)Z+ D)2>«e abs ((D 8, + C)i+ D), 
wenn Z die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 erfillt. Durch Grenziibergang 
k-+ co erhilt man nun die allgemeine Behauptung. 
Die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 sind fiir gewisse m, und m, sicher 
dann erfillt, wenn Z in %,, variiert. 


In den folgenden Hilfsbetrachtungen verwenden wir den Abstandsbegriff 
der symplektischen Geometrie. D. h. wir legen die metrische Fundamentalform 


(14) ds* = Sp (Y—-'d Y)*+ Sp(Y-'dX/* 
zugrunde. Den in dieser Metrik gemessenen Abstand zweier Punkte Z, Z* < ©, 
bezeichnen wir mit ¢ (Z, Z*). 

Hilfssatz 2: Es sei Z,Z* C %,. Die Matrizen Z,, Z{] mégen aus Z bzw. Z* 


durch Streichen der letzten n —r Zeilen und Spalten entstehen, so dap Z, und Zt 
also §, angehéren. Dann ist 


(15) 8 (Z, Z*) > 8 (Z,, Z}). 


Beweis: Da die geoditischen Linien in der symplektischen Geometrie ein- 
deutig bestimmt sind, braucht nur 


(16) Sp(¥~-'d Y)?+ Sp(¥-!dX)*z Sp(Y,-'d Y,)*? + Sp(¥,-'d X,)? 
gezeigt zu werden. Dabei ist 
Z=(7 .: Z,= B= X,+i%,. 
Wir wahlen im Y-Raum folgende Parameterdarstellung 
f = Y; Y,V — Y,; 0 E V 
om ¥=(yy, r+ rn) =(0' x.) [(o #)} 


Zeilen- und Spaltenzahlen simtlicher Matrizen sind durch diejenigen von Y 
und Y, eindeutig festgelegt. Offenbar ist Y > 0 mit Y,> 0, ¥,> 0 gleich- 
wertig. Man bestitigt leicht 
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y-1- ee Y,-"(v’) — —) 
—Y, 'v y=" 
und findet nach einer langeren, aber elementaren Rechnung 
(18) Sp(¥-'d Y= Sp{(¥7'd ¥,)? + (Yy'd Y,)*+ 2 Yr'!dV’ Y, dV}. 
Wahlt man speziell d Y = d X und setzt 
T= (x xy 4 2. 
so ergeben sich fiir d Y,,d Y,,d V die Gleichungen 
aZX,=dY,, 
dX,=dY,V+-Y,dV, 
dX,=dY,+dv' ¥Y,V+V'Y,dV+dY, [V], 
die durch 
dY,=4d4,, 
dV = Y71'dX,— Y;'dX, V, 
dY,=dX,+dX,(V])—dX3;V—V'dX, 
gelést werden. (18) geht somit in 
(19) Sp (Y¥-! dX)? = Sp{(¥7'd X,)? + 
+ (Y¥>'d X,+ Y>'dX, (V)— Yy'd Xs; V— Yy' V' dX, 
+ 2 Y>'!(d Xs Y>'— V’'dX, Y~') (€X,—dX, V)} 
iiber. Auf Grund der Darstellungen (18) und (19) ist 

Sp (¥-!d YP = Sp(Y7'd Y,)? und Sp(¥-'d X)}*z= Sp(¥;'d X,)* 
festzustellen. (16) folgt nun durch Addition dieser Ungleichungen. 

Hilfssatz 3: Es sei Z,Z* C §,, 8 (Z, Z*)< 0. Die Matrizen Z, = X, +1 Y, 
und Zi = Xf +i Y{ mégen aus Z bzw. Z* durch Streichen der letzten n —r 
Zeilen und Spalten entstehen. Dann ist 
1 Sp(¥t)_,, 1 \¥? 


- 
om 


9 ian 
om m, ~ Sp(¥,)~ ° m ™ |% 


TAN 


Sm, 


mit gewissen positiven nur von 9 und n abhiingigen Konstanten m, und mg. 
Beweis: Wegen Hilfssatz 2 bedeutet es keine Einschrinkung der Allge- 
meinheit, wenn r = n angenommen wird. Sei Z = X +i Y, Z* = X*+i ¥*. 
Mit Hilfe einer orthogonalen Matrix W transformieren wir Y* auf Diagonal- 
gestalt: 
Y*(W)=D*, D=(A,4,.), 4.>90 
und setzen 
Z=(Z—X*)(WD-'}=X+i¥, 
Z* = (Z* — X*) (WD =i £. 
Da s (Z, Z*) gegeniiber symplektischen Substitutionen invariant ist, gilt 
8 (Z, Z*) = 8 (Z, Z*) = 8 (Z,i E)<o. 
Z liegt also in einer abgeschlossenen endlichen Punktmenge von §,. Fiir ein 
geeignetes m, = m, (0) gilt infolgedessen 
1 slFism. 
ms, 


9* 
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Beachtet: man 
|¥|=|¥||W D- = |¥||D\-*=|F|| ¥*|-3, 


so ergibt sich die eine der Behauptungen. 
Offenbar ist auch m, = Sp (Y) fiir ein gewisses positives m, = m, (0). Wird 


noch Y (W]= H = (h,,) gesetzt, so ist Sp (Y) = Sp (H), Sp (¥*) = Sp (D*) 
und daher 





gm = Be Sp(H) _ Sp/¥) 
mz Sp(Y)= 2s = Spy ~ Spr) 


Sp(¥*) 
Sp (Y) 





zu schlieBen. Aus Griinden der Symmetrie darf auch m, => 
werden. Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen. 
Wir berechnen noch einige Integrale. Zur Abkiirzung werde 


d(Y)= IT dyn» 
+a? 


- angenommen 


gesetzt. 
Hilfssatz 4: Es sei f (y) auf dem Halbstrahl y= 0 reell und stetig. Dann ist 
t a—1 
21) f-f Ar) |¥r a(yYy="t*o, ftty)y’” * dy fir s+"%t*>0 
YCR, 2 ry 2 
\Fist 
mit einer gewissen positiven Konstanten v,. 
Beweis: Wir setzen 
Jia n= ff fF) I/F Pa (¥) fir 0<asy 
yc 


n 
*s\¥isyv 


und finden mit einem reellen # im Intervall 0< #< 1 


’ al . % "Ee eee 
oy = im fy + O49) (y+ O49) dy fog 4°): 


¥ é vsl¥isvt+4y 
Nach MinkKowSkI’") ist 
n+1 


(22) {-f 4(V)= 9 . 


Ych,, 
iYisv 
mit einer gewissen positiven Konstanten v,. Damit ergibt sich 
1 a+1 
é J(a, y) : 1 => s>> 
——2 on lim —— +A 2 —y # } 
oy af (y)¥ jim a, (y+ 4 y) y 
n+1 e+ S53 
= 2 U, f (y) y . , 





also 
a—1 


t oe 
J (a,t) = ats ma sityy *® dy. 





Dieses Integral hat fiir a+0 einen Grenzwert, falls s + att, 0 ist. Der 
Grenziibergang a 0 liefert also die in Hilfssatz 4 angegebene Integralformel. 
1°) MrnkowskI, H.: Gesammelte Abhandlungen, Bd. 2, S. 80, 1911. 
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Wir heben zwei Spezialfiille hervor. f (y) = 1 ergibt 
n+l 
(23) feof |¥Pa(yy=—2t ot’? ft far 0+ *t*> 0. 
Ycs, 





2e+n+1 2 
\¥ist 
Ferner wird f (y) = e~*” (a>0, a> 0) gesetzt und der Grenziibergang t+ oo 
vollzogen. Die Variablensubstitution z = y* fihrt auf das bekannte Gamma- 
integral und liefert 
— 1\ --- +> 
(24) Lif e-4lF| lv" a (vy) = 2+ wT (2+ *t*)a a a 


fir a> 0, «> 0, e+ tty 0. 


§ 2. Poincarésche Reihen. 


Es sei T’ = 7) eine halbganze nicht-negative symmetrische Matrix. A (7) 
bezeichne die Gruppe der Modulsubstitutionen n-ten Grades, die von der 
Gestalt 

yl 

ls p-*) mit T([U]=T 
sind. Wir bestimmen ein beliebiges Reprisentantensystem § (7') der Links- 
restklassen von A (7') in M, und setzen fiir k = 0 (2) 
(25) g-2(Z,T)= SY e®t8(T2y|CZ+ D\~*, 

oCS(T) 

wobei (C, D) die zweite Matrizenzeile von o bezeichnen mége. Offenbar andert 
sich das allgemeine Glied dieser Reihe nicht, wenn man o mit einer Substi- 
tution aus A (7') von links multipliziert; d. h. g_,(Z, 7’) haingt von der Aus- 
wahl des Reprisentantensystems § (7') nicht ab. Multipliziert man die Sub- 
stitutionen aus §(7') von rechts mit einer Modulsubstitution, so erhalt man 
ein mit S (7) gleichwertiges System. Nunmehr kann festgestellt werden, daB 
sich g_,(Z, T) formal (d. h. ohne Riicksicht auf Konvergenz) gegeniiber den 
Modulsubstitutionen wie eine Modulform der Dimension — k verhalt. Wir 


zeigen, daB sich g_, (Z, 7) nicht andert, wenn man 7' mit einer unimodularen 
Matrix transformiert: 


(26) g—~(Z, T [V]}) = g_xz (Z, T) fiir unimodulare V. 
Die Gruppe A (7' [V]) besteht aus den Modulsubstitutionen der Art 


U, &,0;-" ; 

(o pi-1) mit (7 (V) (Us) = TLV). 
Dies bedeutet, wenn U = V U, V-!, S= V 8S, V’ und 

_(vo 

(5 
gesetzt wird, 

s—1 s—1 

0( 0: Soi-)e-*= (5 “e-4) mit T [U]=T. 
Mithin isv 
eA(T[V))e-*=A(T), 

also 


oS(T[V])=S(7), 
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woraus in der Tat (26) geschlossen werden kann. Hat 7 den Rang r, so kann 
durch geeignete Wahl einer unimodularen Matrix V 

_ (79 = T” 
erreicht werden. Um die Konvergenz der Porncarfschen Reihe (25) zu be- 
weisen, darf also gemaB (26) von vornherein 


= T,0O r 
(27) rT=(5 ») T,=T">0 


angenommen werden. Das soll im folgenden geschehen. Setzen wir in ent- 
sprechender Zerlegung 

, (U, 0, 

U=(v. 0.) 


so ist 7 [U]= T mit 7, [U,] = T,, U, = O gleichwertig. 
Unter A, soll nun die Gruppe derjenigen Modulsubstitutionen verstanden 
werden, die in der Form 


, | 

(28) r=(9 “ol mit U=(5. nt E= Ek 

dargestellt werden kénnen. Offenbar ist A, eine Untergruppe von A (7). Es 
ist leicht festzustellen, daB der Index von A,in A (7') im Falle r = 0 gleich 1 
ist und im Falle r> 0 mit der Anzahl der Automorphismen von 7’, d.h. der 
Anzahl der unimodularen U, iibereinstimmt, die 7, in sich transformieren. Wir 
bezeichnen diese Anzahl mit ¢ (7',) und setzen ¢(7',)=1 im Falle r=0. S, 


sei ein vollstaéndiges Vertretersystem der Linksrestklassen von A, in M,. 
Offenbar ist dann 


(29) g—x (Z, T) = > e2*tSp(To(Z)) |C Z + D\-*. 


e(T,) os, 
Ein spezielles Vertretersystem S, erhaélt man in den Produkten go, wobei 
unabhangig von einander o ein Vertretersystem S, und o ein vollstandiges 
System von Vertretern der Linksrestklassen von A, in A, durchlaufen. Durch- 
lauft Q alle primitiven Matrizen vom Typus Q” und ergiinzt man jede auf 
genau eine Weise zu einer unimodularen Matrix 


(2)-2. 


UO \ 
o=(5 v’~) 


gerade ein Vertretersystem der gewiinschten Art. Damit erhalt man noch 


so durchlauft 


(30) g-2(Z, T) = F ~ X etatsncrialoeen CZ + DI-*. 
1 G 
@ primitiv 


Um fiir A, einen einfachen Fundamentalbereich zu bestimmen, bedienen 
wir uns der Parameterdarstellung (17). Die Substitution (28) fiihrt Z in 
UZU'+ 8S, also X in U X U' + S und ¥ in 

] E U,+ tig 


- ) | 

¥ (U’} =| ries )(G 5 a= | > Pt } Ilo Ut 
a 0 E U5+ V U4 
=(5 y,(U;}) (0 E ‘| 
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iiber. Die Anwendung von t auf Z bewirkt also die Ersetzungen 
X+UXU'+S8, V+U3+V Uj, 
Y,> 7, Y,~U, Y, U4. 

Dabei ist S eine beliebige ganze symmetrische Matrix, U, eine beliebige ganze 


Matrix und U, eine beliebige unimodulare Matrix. Im Raum der Matrizen 
V = (v,,) bezeichne ®W,,.—, den modulo | reduzierten Bereich 


—I),s4,,5'/, (u=1,2,...,7; v=1,2,...,8n—1). 
Offenbar stellt der durch 
(31) X cB,, Y Cl, a—s; Y,c i 


erklarte Z-Bereich in §, einen Fundamentalbereich von A, dar; wir bezeichnen 
ihn mit G,. 
s 
Die zu (29) gehérige mit |Y|* multiplizierte Betragreihe lautet 
k 

; l _ J’ e-2*Sp(T¥,) y |2 
e(T,) ocs, ~ : 
wenn zur Abkiirzung o (Z)=Z,= X,+ iY, gesetzt wird. Wir beweisen ihre 
Konvergenz. 

Es sei Z,C , fest gewaihlt. Um Z, bestimmen wir eine symplektische 
Kugel &, vom Radius '/, 9 und wihlen 9 so klein, daB &, und o (S,) (a beliebig 
aus M,) nur dann Punkte gemeinsam haben, wenn o (Z,) = Z, ist. 9 sei die 
Anzahl dieser o. Z und Z* seien willkiirliche Punkte aus 8,. Offenbar ist 


(32) h_,(Z, T) = 


8 (Z,Z*) So, also auch 8 (¢ (Z), 0 (Z*)) So. 


Um fiir die Reihen h_; (Z*, 7’) eine von Z* unabhingige konvergente Majo- 
rante zu bekommen, bediirfen wir noch einiger Abschaitzungen; dabei wird 
s(Z,Z*) <0 vorausgesetzt. Y, entstehe aus Y durch Streichen der letzten 
n—r Zeilen und Spalten. Dann ist 


Sp (7 Y) = Sp (7, Y;). 


Wir bestimmen eine reelle Matrix R = R so, daB Y, = RR’ wird. Bezeich- 
nen 1, %,,...,t, die Spaltenvektoren von R und j,, uw, das Minimum bzw. 
Maximum der quadratischen Form 7; [r] auf r’ r= 1, so gilt 


r 
Sp (7, ¥,)= L 7, [t,], 
v=l1 
Tr r 
a T, [t,] S Me 2% t, = #2 Sp ¥,, 
Tr r 
LTyJem Lt, = m Spy, 
=1 v=1 


¥ 
also 


4 Sp (Y,) S Sp (7 Y) S wy Sp (Yj), 
analog 
/4 Sp ( T)sSp(T Y*)s He Sp (YT), 
folglich nach Hilfssatz 3 
Sp (7 ¥*)=>mSp(T ¥Y) mit m= —“+- 


Hem, * 
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In dieser Darstellung kénnen Y und Y* durch die Imaginirteile von 

o(Z)= X,+iY, undo (Z*) = X$ + i Y> ersetzt werden; man erhilt 
Sp (T' Y3) =m Sp(T Y,). 
SchlieBlich liefert Hilfssatz 3 noch 
k k k 
¥2\2 <M\Y,|? mit M=m,?. 

Fiir das allgemeine Reihenglied von h_,(Z*, T) ergibt sich damit die Ab- 
schatzung 


k 
e— 2*Sp(TY*) oe 2 < M e—2=™Sp(TY,)  - 


ro| & 


Diese Ungleichung gilt fir alle ZC &,; folglich kann die rechte Seite durch 
den iiber &, erstreckten Integralmittelwert ersetzt werden: 
. 2 —n-—1 
eo 2*SP(T 8) | yee < M fre e 2=™ S(T YD iy 2 d (X,)d(Y,). 
Jozce, 
Dabei ist 


Je froef rT. —-s—1 gZ (X,) d (Y,) _ f: ° “f Yi-*-1qd (X) d (Y) 
ZcR, ZR, 
der gegeniiber Modulsubstitutionen invariante symplektische Inhalt von &, und 
d(X)= IT dz,,, d(Y)= Il dy,,. 


use use 
Wir erhalten somit 


. 
h _p (Z*, T) [ a f ¢— 2mSp(TY,) iP 2 


' Joe (7') ccs, 20k, 
k 

’ =—Same 4 Eas 
an ay FF fanef BOE) v5 *—* gc) 2(7). 
J,e(T;) oCS, ZCo(R) 


Jede Kugel o (&,) kann in endlich viele punktfremde meBbare Teilbereiche 
zerlegt werden : 


* 4(X,) 4(¥,) 
(33) 


Go (Xp) = BY 4 BA... 4 Bo 
so daB jeder Teilbereich 8,” aus indquivalenten Punkten beziiglich A, be- 


steht; denn o (&,) hat mit nur endlich vielen der Fundamentalbereiche, die 
aus ©, durch Anwendung von Substitutionen aus A, hervorgehen, Punkte 


gemeinsam. Zu 8% bestimmen wir in G, den beziiglich A, aquivalenten Be- 
reich &”. Da der Integrand . 
k 
e~2=msp(T¥) |y) 2 "—* 4 (X)d(¥) 


gegeniiber den Substitutionen aus A, invariant ist, so folgt aus (33) 


(34) h_,(Z*, T)< J ps = [-++f e~2=m8p(TY) Y|2  d(X)d(¥). 
Joe (T,) oS, r= 1 zou) 


Wir zeigen, daB ein vorgegebener Punkt Z c , héchstens e? verschiedenen 
4,” angelidren kann. Gleichwertig hiermit sind die beiden Forderungen: 

1. In jeder Kugel o (&,) liegen héchstens e, verschiedene Punkte, die mit Z 
beziiglich A, aquivalent sind. 

2 Es gibt héchstens e, verschiedene oC S,, so daB a (&,) mindestens einen 
mit Z beziiglich A, aquivalenten Punkt enthilt. 





Modulformen n-ten Grades und Porncargtsche Reihen. 137 


Diese Aussagen lassen sich wie folgt beweisen. Es seien o,, 02, . . ., 0, ver- 
schiedene Substitutionen CS, und Z,,,Z,»,...,Z,,  verschiedene Punkte 


C a, (Ky). Ferner sei Z,, = t,,(Z), t»C A, und s, > 1 fiir alle u,v. Da alle 
Kugeln t,,, o, (&) den Punkt Z gemeinsam haben, ist 


t. 6, (Zo) = en 0, (Z,) oder < 0, = Ty 0, %, 
wobei « eine von den e, Substitutionen bezeichnet, die Z, festlassen. Man 
erkennt nun, daB o, héchstens e, verschiedene Linksrestklassen von A, in 
M,, tepriisentieren kann. Mithin ist ¢ < e,. AuBerdem sind bei festem yu die 
Substitutionen t,, auf e, Méglichkeiten beschrinkt, so daB auch s, < é 
gilt, q. e. d. 

Bekanntlich gibt es unter den zu Z, aiquivalenten Punkten o (Z,) = X,, + 

+ i Y,, einen, in welchem | Y,,| einen maximalen Wert hat. Nach Hilfssatz 3 
gibt es dann auch eine von o unabhingige Schranke fiir | Y!, wenn Z in einer 
der Kugeln o (&,) liegt. Da | ¥| gegeniiber den Substitutionen aus A, invariant 
ist, kann ¢ so bestimmt werden, daB der durch 

ZcG,, |¥|st 
gegebene Bereich alle %{{” enthalt. Aus dem Bisherigen geht hervor, daB dieser 
Bereich an jeder Stelle durch die Gesamtheit aller 9%,” héchstens ¢?-fach iiber- 
deckt. wird, woraus 


k 
Me? e—2*mSp(TY)|y 2 "~* a(x) d(¥) 


Joe (T;) pp | st 
erhellt. Es bleibt zu untersuchen, wann das Integral 


(35) h_,(Z*, T) Ss 


k 
(36) Fy (mT, t)= _fo--f em 2=msn7¥|¥|2-"" d(X)d(¥) 
2c6,,|¥| xt 
existiert. 
Im allgemeinen Fall (0 <r <n) fiihren wir an Stelle von Y die durch (17) 
gegebenen Matrizen Y,, Y,, V ein. Man bestitigt leicht, daB die Formeln 


(37) Y|=|¥,||¥,| und d(¥) =|¥,)"-"d(¥,) 4(¥,)d(V) 
gelten, wenn d(V)= IT dv,, 
4, 


gesetzt wird und wenn d(Y,),d(Y¥,) wie d(Y¥) erklirt werden. Nach (31) 
wird nun 


(38) F,(m7,,t)= 


k k 
gen pitino A 5! Y, e7e-1 d(X)d(V)a(¥,)a(¥,) 
¥,>®, ¥.CR, —¢ 
IV, |¥. (se , _e Ss 
awn A e~ 2mSp(7, ¥,) | ¥|2 Y,|2 d(Y,)d(¥;) 
ml eelst fir O<r<n. 


Die Integration iiber Y, kann mit Hilfe von (23) ausgefiihrt werden und ergibt 
(39) Fy (mT,,t)= 
k—n—r—1 n—r—l1 


n—r+l1 ome mene = y ad , 
= Sa pe % —¢ 2 {48 2am Sp(T, Y,) Y, 2 d (Y;) 


fir k>n+r+1, O<r<n. 








138 H. Maass: 


Nach der von Stecei") mitgeteilten Formel 
i +1 
(40) f---fe-S(FM)Y| * d(Y)= 
™ n(n —1) 


=x * PP (s—y)--F(s *=)iri-' 


2 


fir Y= Y™, T= Ts 0, s> 2! 


9 
erhalt man schlieBlich 


(41) F, (m T,, t) 
k—n—r—1 r(r—1) rn ar—-1 , 
n—r+1 > : —-z -= _{(n—yv 
= pny tenet 2 a * (2_m) 2/7, 2 1T | : 
fir k>n+r+1, O<r<n. 


In den Grenzfillen (r =0,n) treten an Stelle von (38) die folgenden 
Formeln: 


(38’) F,(m7,,t)= y\2?" a(x) d(¥) 


xc, FCR,, 


iVist 
& n—1 n l -——— 
es: ia q(¥) k “5 sh F 
en 
Y\<t fir r= 0, k>n+ 1, 
k 
, » — , rio 1 r , 
(38) Fy(mT,,t)=  f[---f e-2=mspiT¥Y)|y/2>"~ a (X)d(Y) 
xc@B, ¥>0 
\¥ist 
ad n 1 
< f---f e—2xmSp(TY) Y)| 2 d(Y) 
Y>0 
n(n—1) n(n +1—k) n+1—k » ae 
ax * (22m) 2 ‘i 2 n®r| 5 } 
v 1 - 


fir r=n, k>2n. 
Damit ist bewiesen, daB die Porncarftschen Reihen g_,; (Z, 7) fir k > Min 
(2,n + r+ 1) in einer Kugelumgebung eines jeden Punktes Z, C §, absolut 
und gleichmaBig konvergieren. Infolgedessen konvergieren die Reihen ab- 
solut in , und gleichmaBig in jedem abgeschlossenen endlichen Teilbereich 
von §,,. g—x(Z, 7’) ist also eine regulire Funktion der unabhingigen Elemente 
von Z, wenn Z in §, variiert. Da wir uns auf Modulformen gerader Dimension 
beschriinken, so kénnen wir im folgenden die Forderung k > Min (2n,n+ r+ 1) 
durch k> n+ r+ 1 ersetzen; denn beide Ungleichungen besagen im Falle 
k = 0 (2) dasselbe. 

Es soll nun bewiesen werden, daB die Porncaréschen Reihen in FourtEr- 
Reihen der Art (2) entwickelt werden kénnen. Da g_; (Z, 7’) sich gegeniiber 
den Modulsubstitutionen Z+Z + S(S = S’ ganz) wie eine Modulform ver- 
halt, also invariant und als Funktion der unabhingigen Elemente von Z in 
), regular ist, so gibt es jedenfalls eine Fourter-Entwicklung 


“) Sizcet,C. L.: Uber die analytische Theorie der quadratischen Formen. Ann. of 
Math. 36, 527 (1935), Hilfssatz 37. 
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(42) g—z(Z, T) = J a(T, T,) e2**SP(72), 
T, 
wobei iiber alle halbganzen symmetrischen 7’, summiert wird. Man braucht 
ilso nur zu zeigen, daB a(7', T,) = 0 ist, wenn 7, nicht = 0 ist. 
Hilfssatz 5: Hine fiir ZC §,, erklarte komplexwertige Funktion h (Z) sei in 
jedem meBbaren abgeschlossenen Teilbereich von 9, im Riemannschen Sinne 
inegrierbar, verhalte sich gegeniiber den Modulsubstitutionen wie eine Modulform: 
h(a (Z))=|CZ+ Dit h(Z) fiir o = (¢ >) Mn 
und geniige der Abschatzung 
1 
absh(Z)< Me-™!¥\" fiir ZC %p, 


wobei m, M positive Konstanten bezeichnen. Ferner sec T die durch (27) erklérte 
Matrix. Dann ist mit 6,= 1 und 6,= 2 fiirr> 0 
6, [-- -f h (Z) e— 2xiSp(TZ) yi\k-»-1q (X)d (Y¥) 
43 er 
(43) “ —“7- iy 
e (7) f---f h(Z) g-«%(Z, T) | ¥|\*-"—1d(X)d(¥) 
ZS, 
fir k> Min (2n,n+7r+ 1). D.h.es wird die Existenz und Gleichheit der 
Integrale behau ptet. 
Beweis: Gemi8 Voraussetzung ist 
ad bd 1 Aa 
absh(Z) | Y\2?< MY2%e-™!¥in< Mie-™l¥|" fir ZC§H,, 
wenn m, = gesetzt und die positive Konstante M, geeignet gewahlt wird. 
Wendet man auf Z (C¥%,) eine Modulsubstitution an, so fndert sich 
k 
abs h(Z) Y|* nicht und | Y| wird sicher nicht gréBer. Demnach ist 
k 1 
absh (Z)|¥ 2 < M,e-™/¥!" fir ZC §,. 
Wir zeigen nun, daB 
h (Z) e— 2xiSp(TZ) y \k-n-1 


iiber S, absolut integrierbar ist. Das ist sicher dann der Fall, wenn das Integral 

i k 

(44) G (7), m,) - [- ia f e—228p(TY)—m|¥|n\y|2 
zZce, 


—-_— 


"a (X)d(Y¥) 


existiert. Wir fiihren hier wieder die Parameterdarstellung (17) ein. Be- 
achtet man (31) und (37), so erhalt man 


CG, (7), my) _ 1 1 k 

4 2x8 4 IV. mwl¥.! seers’ oe we ee y 

[---f e—2xSp(T, ¥,)—m,|¥,| n|¥s| 2 Y, 2  - 2 d(Y,)d(Y,). 
Y,>0, ¥,CR,, 


Die Integration iiber Y, kann mit Hilfe von (24) ausgefiihrt werden. Es 
ergibt sich im allgemeinen Fall 0 <r <n 

7 n(n —r+1) a =F in(k—n—r—1) 

Gy (Ty, m) = ~~ on_- m, 2 r| 3 


n—r—1l 


fr-sfe~2*80(M PO \¥| 2 d(¥,) fir k>n+r+1, 
Y,>0 
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nach (40) also 
_ b—8—"—1) ae 
G, (T;, m,) = spart® Un— Mm 2 p(*f=a=r=) 
(45) r@—}) a2 8 =i = 
z * (2x) * |%7,| * nr(*5 ) fiir E> n+r+ 1. 
v=0 
Dazu treten die Grenzfille 
1 k 
(45’) G, (7, m) = f--+fe—mi¥i|y|2 » *4(¥) 
YCR,, 
n(n + 1—k) 
- ser I (seoa=4) =, § 
fir r= 0, k> n+ 1, 
: . ~a-1 
(45’’) G, (T,, m) = [-++f e—828x(FF)—m Fia|y|2 d(Y) 
Y>0o 
k 
< [-++f e-2=Sp(TF) Y | te d(Y) 
 '¥>6 
ofe—1) S@ti-Hh ati-b g WL, 
=x * (22) : \T| 2 nr (==> ) 
v=1 \ 


fir r—n, k>2n. 
Damit ist die Existenz des Integrals 


(46) Hy (Ty, hk) = f---f h (Z) e-2**80(7B) | ¥|k-"-1 d (X) d (¥) 
zce, 

fir k> Min (2n,n+1r+ 1) bewiesen und zugleich sind die folgenden Um- 
formungen dieses Integrals gerechtfertigt. 

Nach (28) enthalt A, mit t auch — t, wahrend A, fiir r > 0 von den beiden 
Modulsubstitutionen t und — rt héchstens eine enthalt. Wir diirfen also an- 
nehmen, daB S, im Falle r> 0 mit o auch — o enthilt. Bildet man die Ver- 
einigung aller o (%,) (o beliebig aus S,), so erhaélt man einen einfach bzw. 
doppelt iiberdeckten Fundamentalbereich von A,, je nachdem r= 0 oder 
r> 0 ist. Da der Integrand von (46) gegeniiber den Substitutionen aus A, 
invariant ist, kann (46) in 


(47) #A,(T’)=+ ¥ he h (Z) e~2*‘8v(T2) | y|k—n—1 g (X) d (¥) 
. ZCoa( n) 


5, ocs 
l 


=z J f---fh(o(Z)) e—**!8(t%e@y | Yt |CZ+ D\-*|\CZ+ Di-*|¥|-*-* 
ros, Zc§,, d (X) d(Y) 
7 ; DS fc+ sf h(Z) e~ 2** 8072) 10 Z + D\-* |¥ |*-"-1d (X) d(Y¥) 
recs. ZCF 


r n 


iibergefiihrt werden. Dabei ist 6,= 1, 6, = 2 fiir r> 0 und (C, D) die zweite 
Matrizenzeile von o. Vertauschung der Summation mit der Integration er- 
gibt nach (29) 


(48) Hy (7,,h) = +5” [sf h (2) 9-4 ZT) |¥P-*-1 d (X)a(¥), ged. 


Im folgenden benétigen wir eine Parameterdarstellung der Determinanten- 
fliche |Y| = konstant. Eine soiche wird durch 
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W 10 

(49) ¥=«(¥, \W\-14 v~190) 
geliefert. Dabei ist u-eine positive reelle Zahl, W= W®-") = (w,,)> 0 und 
tw = (w,) eine Spalte von n — 1 beliebigen reellen Zahlen. Man stellt leicht 
fest, daB | Y| = u” und 

J n(n+1) = 
(50) d(Y)=u ? (\W\-?+ W-?! [w)) d(W) d (tw) du 
mit 





d(W)= II dw,,, d(w) = IT dw, 
es “ 
ist. 
Es sei nun 
(51) Sp (7* Y*) <0, Y*c &,, T* halbganz und symmetrisch. 


Fir Y= Y* sei u= u*, W= W* und w= w*. Da F* in &, liegt, kann u, 
bekanntlich 5) so bestimmt werden, da8 fiir u > u,, X c B,, stets 
X+i = Y*c%, 


gilt. Es bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit, wenn wir voraus- 
setzen, daB Y* ein innerer Punkt von &,, ist. Dann gilt aber auch noch fiir 
eine volle Umgebung 8 von (W*, tp*) im (W, t)-Raum Sp (7* Y) <0 und 
X+iYc%,, wenn ud uo, (W,w)CB,Xc B, 
ist. Wir kénnen annehmen, da8 $ meBbar und abgeschlossen ist; dann hat 
% einen positiven Inhalt: 
[---f d(W)d(w)> 0. 


(W,w)CB 
Ferner laBt sich eine positive Konstante 6 so bestimmen, daB 
Sp (T* Y)x—26u fir (W,w)cB 
gilt. Fir ein hinreichend kleines 6, > 0 ist dann auch 
6, Sp(¥)< du fir (W, w)c SB. 


Wir setzen nun 


f e 2x Sp(T* X)— 2x4, Sp(Y¥) fiir ua Uo, (Ww, tv) CB, b 4 C B,., 


—- Lo fiir alle anderen Punkte c §,, 
und 
(52) h(a (Z)) = |CZ+ D\*h(Z) fir ZC%q,0= (4 >) C My. 
\ 


Die Funktion A (Z) ist damit in §, erklirt. Man stellt leicht fest, daB (52) 
nicht nur in §,, sondern ganz §, gilt. Fir Y > 0 ist 
"<a i 
Sp (Y) >” Vya1 Yon ++ Ynn >n|¥|" 
und daher 
1 
(53) abs h (Z) < e—27"4\Fi 2 


fir ZC %,. Auf A (Z) ist also Hilfssatz 5 anwendbar. Insbesondere ist damit 
gezeigt, daB 


(54) fugl 9-2, 7) |¥P-*-* d(x) 4 (¥) 
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existiert. Beachtet man 
a (T, T*) e— 2*Sp(T* ¥) — f- me f gk (Z, T) e— 2xiSp(T*X) g (X), 
xcu, 
so geht (54) iiber in 
f-+-f g—%(Z, T) e27iSp(T* X)—2x4, 8p(¥)| py k—-n—1q (X) d(Y¥) 


“> t,.(W,w)- 3 


X*CW,, 
a (T, T'*) f--+f e—2*Sp(T* ¥Y)— 24, Sp(¥) y|\*-* 1d(Y). 
(W,w)cB 
Us Uy 


Das letzte Integrai ist nach unten durch 


. > n(n+1 
foe f @2xOu ynk—m—1) + "29 1 wl-1 4 W-1 [w)) d (W) d (w) du 
(W,w)— 3 


: ‘ a P 2 _ a n+1 
[---f (Wi-!+ W-! [w]) d(W) d (w) f e?*?"u" (F-—-Z—) -! du 
(W,w)cB tie 
abgeschatzt. Das Integral iiber uw divergiert; das Integral iiber W, w hat 
einen positiven Wert. Es muB also a (7’, T’*) = 0 sein. 
Sei 7’, nicht > 0. Dann gibt es eine positive Matrix Y, mit Sp (7, Yo) <9. 
Wir setzen 7'* = T, (U-"'], Y*= Y, [U’] (U unimodular), so daB Sp (7'* Y*) 
Sp (7, Y,) <0 und bei geeigneter Wahl von U auch Y* c &,, gilt. Unter 
der Voraussetzung (51), die nun erfillt ist, konnten wir aber a (7', 7'*) = 0 
schlieBen. Aus g_;,(Z[U’], T)=g_4(Z. 7) folgt andererseits a (7, 7'*) 
a(T, T,) und damit a (7, T,) = 0, q. e. d. 
Zusammenfassend kénnen wir folgendes feststellen: 
Satz 1: Es sei T= T™ eine halbganze symmetrische Matrix >0 vom 
Rang r und k=0(2),k>n+r+1. Dann stellt 
g-2(Z,T)= J et=t8X(Toen (CZ + D\-* 
a cCS(T) 
eine Modulform der Dimension — k dar. Dabei ist (C, D) die zweite Matrizen- 
zeile von Oo 
Wie aus den Untersuchungen ) hervorgeht, sind fiir eine Spitzenform 
g—.(Z) die Voraussetzungen von Hilfssatz 5 erfiillt. Bezeichnet a (7) den 
FourteR-Koeffizienten von g_,(Z) zur Exponentenmatrix 7, so kann 
unter Verwendung der Bezeichnung (6) nach (43) und (40) 


e (T,) (g-x(Z), g-x (Z, T)) 


~ 6 f[---| g pe (Z) e— 27*SP(TZ) d (X)e -4xSp(TY) Y|*-"-1d(Y) 
Z¢ 


af) 


2a(T) [---fe ixSp(TY) ¥ *¥-"-1d(Y) 
y>0 


| 0 
n+1 ti n(n—1) n(n+1)_ n . wii 
| 2a(T)'T| *# mz * . (4x) * IT r(k- > ) far T > 0, 
v=1 = 
| 0 fir T= 0 


geschlossen werden. Damit ist die Grundformel (7) bewiesen. 
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§ 3. Der Darstellungssatz. 


Wir wollen nun den durch (9) erklarten Funktional-Operator ® auf die 
PorncaRfschen Reihen anwenden. Um den erforderlichen GrenzprozeB durch- 
zufiihren, setzen wir 

* 
(55) ‘ Z = ( . 


n z 


) mit Z* © On—1,2C Dy 1 = Nullspalte. 


Jede Modulform g_,; (Z) der Dimension — k, insbesondere also auch g_, (Z, T’) 
stellt nach E. Wirt'?) bei festem Z* in z eine Modulform ersten Grades von 
der Dimension — k dar. Wir bringen die Abhangigkeit von z in besonderer 
Weise zum Ausdruck, indem wir bei fest gewihltem T 


(56) p (2) = g-x (Z, T) 


setzen. Sei 
AB\ _ 
o= . ot eS(P). 


Man stellt leicht fest, daB A Z-+ B in z linear ist und daB die n — | ersten 
Spalten dieser Matrix von z nicht abhingen. Ebensoist|CZ+ D (CZ+ D)— 
in z linear, wobei jedoch die letzte Zeile von z nicht abhangt. Infolgedessen 
ist |C Z+ D|o(Z) inz linear. Beriicksichtigen wir noch, daB auch |C Z + D| = 
-cz+d gilt mit Koeffizienten c, d, die von z unabhiangig sind, so ergibt sich 


+b 
(57) Sp (To (Z)) = ** 


ez+d 


mit einer von z unabhangigen Matrix L, = (° > Offenbari st 


(58) Ym L, (z) > 0 fiir zC §,. 
Wir zerlegen die Potncarftsche Reihe g_,; (Z, 7'); die nun in der Gestalt 
(59) p(z)= SY e®***e(ez4 gy" 
a@Cs(T) 

erscheint, in Teilreihen. G bezeichne die Gruppe der Modulsubstitutionen 

EB\.. ft fiir (uw, v) = (n, n), 

= B= b.,= 

(60) Te (6 z) met (O)» Oye | 0 fiir (4, ¥) + (n,n). 


Offenbar ist 1, = t;, also G zyklisch. Wendet man tr, auf Z an, so bleibt Z* 
fest und z geht in z + ¢ iiber. 

Ein vollstandiges System von Modulsubstitutionen 0, die verschiedene 
Komplexe A (7) 0 G ergeben, bezeichnen wir mit $*. Die ganze nicht-nega- 
tive Zahl n, erzeuge den Modul der Exponenten t, fiir welche 


one !=etie CA(T) 
gilt. Sodann ist 

A(T)ot,=A(T)ot, mit p=q (n,) 
gleichwertig. Es ergibt sich 

M,= > A(T)eG= y A(T) 0%. 


— 


ecs* ecs* ¢mod n, 


12) Wrrr, E.: Eine Identitat zwischen Modulformen zweiten Grades. Abh. math. 
Sem. Univ. Hamburg 14, 323 (1941). 
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Die hier auftretenden Produkte 9 t, definieren also ein System § (7). Man 
iiberzeugt sich leicht davon, da8 sich die Funktionen 


rahe AB) 
(61) w, (Z) = e2**Sr(Te(2) |C Z + D\-* mit 9 = (4 p)< M,, 
nach der Formel 

-_ i. Site : AB\ _ 
(62) w, (t (Z)) = |0Z+ Di w,, (Z) mit r= 5B) CM, 
umsetzen. Speziell fiir t= t, erhalt man 
(63) er tt L@t 19) (c (2+ t)+ dy * = en tL, (¢,z2+ a, 
wenn L,,, = angenommen wird. (59) geht damit in 
(64) gp2Z= SS Pen (e,24+ 0) "= J gy (2) 

ecs* ¢mod n, ecs* 


iiber, wenn 


ead ab 

(65) pee) = EF Pte (6 (2 4 1) + dy mit L, = (24) 
(mod M 

gesetzt wird. 


Da bei jeder Wahl von zc §, stets cz + d + 0 ist, so ist entweder c = 0 
oder Ym - = 0. Wir zeigen, daB c = 0 mit n,> 0 gleichwertig ist. Beachtet 


man, daB das allgemeine Glied der Reihe (65) nur von der Restklasse von ¢ 
modulo n, abhangt, so folgt insbesondere 


ert il, (2+) —2aiL (2) _ (62 +eonmg+d y’. 
cz+d 
Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung ist keine meromorphe 
Funktion von z, wenn zugleich c + 0 und n,> 0 ist. n,> 0 zieht also c = 0 


nach sich. Ist c = 0, dann ist ; eine reelle nicht-negative Zahl; denn es ist 


z+ = _ , - 

stets $m “ ; *. > 0 fiir z C %,. Infolgedessen haben alle Glieder der Reihe (65) 

denselben von Null verschiedenen Betrag. Wegen der Konvergenz der Reihe 
diirfen dann nur endlich viele Glieder auftreten; d. h. es ist n, > 0. 
Nunmehr ist gleichmaBig fiir alle xz in einem Streifen abs zx < m 


(66) lim g,(z)= » lim e?**“e @ + o( 


yo {mod n, Vv co 


c(z+t)+d)" (=2+iy) 


beweisbar. Es geniigt natiirlich, den Fall n, = 0, d. h. c + 0 zu betrachten. 
Dann ist aber 


2nil (2+9 k\ 


abs le (c(z+t)+d) [se ® abs (c (i 4 t) + d)~* 


fiir alle z in einem gegebenen Streifen abs x < m, y => 6> 0 und eine geeignete 
nur von m, 6 abhingige Konstante e«> 0. Dies folgt aus Ym L, (z+ t)>0 
und der mit 

abs (c (z + t) + d) >e abs (c (t + t) + d) 


zicichwertigen Ungleichung 
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zt+iy+as peril fi gts (< és ; ) 
ite +1+9 >eabs +f 7 = Pt+qi,g29, 

die auf Grund des Petrerssonschen Hilfssatzes*) bestatigt werden kann, falls 

e = (m, 6) > 0 geeignet gewahit wird. gy, (z) hat also eine von z unabhingige 


konvergente Majorante, wenn z in dem gegebenen Streifen variiert. Mithin 
gilt (66), sofern 


abs 


‘. iL i k 
lim e*** io et ( 


yo ox 


c(z+t)+d)~ 


existiert, was wir vorerst voraussetzen wollen. Spiter werden wir diesen 
Grenzwert berechnen. 
Es bleibt noch 


(67) lim g(z)= J lim g, (2) 
yoo ecS* ya 


zu zeigen. @ (z) und @, (z) stellen eindeutige Funktionen von 5 = e®*** dar: 


41) = Ps Xe (O) = He ()- 


Sie sind in 0 <‘abs ¢ < 1 regular und haben in { = 0 ,,hebbare Singularitaten“. 
Dies folgt fiir 7 (¢) aus der Beschranktheit der Porncartschen Reihe g_, (Z, T') 
in ¥, und fiir y, (¢) aus (66). Da die Porncarfsche Reihe g_, (Z, 7), wie 
in § 2 gezeigt wurde, in jedem abgeschlossenen endlichen Teilbereich von §,, 
absolut und gleichmaBig konvergiert, so konvergiert 


x)= 2D xe (0) 
ecs* 


insbesondere in jedem Kreisring 0 <¢ < abs ¢ < 1 — e gleichmaBig. Auf Grund 
der Caucuyschen Integralformel ist dann leicht 


110) = Dd x, (0) 
ecs* 


zu verifizieren. Damit ist (67) bewiesen. 


In unserer urspriinglichen Bezeichnung kann auf Grund von (66) und (67) 
folgender Tatbestand formuliert werden: Existiert der Grenzwert 


(68) lim e?** P9074 D-*, 
yoo 

wobei Z durch (55) gegeben und z= x + i y gesetzt ist, und konvergiert die 
Reihe 
(69) Es lim eo? ** Sp(To(2)) CZ+D —E 

oCS(T) yo 
absolut, so stellt sie 
(70) lim g_;(Z, T) = ® (g_x (Z, T)) 
dar : 

Wir berechnen (68). Dabei soll die Darstellung (30) zugrunde gelegt werden, 
wobei kiinftig P = P(” an Stelle von Q’ geschrieben werden soll. Ein volles 
Reprasentantensystem S, der Linksrestklassen von A, in M, kann nach 
SIEGEL‘) in folgender Weise gewonnen werden: 

{Cy, Do} durchlaufe ein volles System links nicht assoziierter teilerfremder 
symmetrischer Matrizenpaare mit C, = C*), |C,| + 0. 

{Q} durchlaufe ein volles System rechts nicht assoziierter primitiver Ma- 
trizen Q = QM” 


Mathematische Annalen. 1253. 10 
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Ay 


. ——r B . . 
Man erginze C,, D, zu einer Modulsubstitution ‘- a} cM,, Q zu einer uni- 
0 0 


modularen Matrix U = (Q, R) und setze 


A=(33)U, B=(9)0-*, 
ca(eoju. D=(te)e- 
o= (43) 


mit E = E-—*. SchlieBlich hat s alle ganzen Zahlen des Intervalls 1 < s <n 
zu durchlaufen. Dem so bestimmten System von Modulsubstitutionen ist 
noch die Einheitssubstitution hinzuzufiigen. Fiir diese ist der Rang s von C 
gleich 0. Man erhalt dann 


(71) g z (Z, T) , 4 Ps e2 =i Sp(T,Z(P)) 
€ (41) P primitiv 
I ." \" S’ ¢27iSp(T.0(Z(PD CZ [Q] + Dy|-* 
é (T) ey P — . ta nr o” . 9 . 
8 primitiv (C,.D,)} 
{Q) 


wobei 7 von der speziellen Gestalt (27) angenommen ist. 
Im folgenden verstehen wir unter Z die Matrix (55). Wir setzen noch 


Z* = X*+iY* und bezeichnen mit q, q2,....q, die Spaltenvektoren der 
Matrix Q = (q,,) (# = 1,2,...,2; y= 1,2,..., 8). Ferner seien qj, qa, -. -, 43 


die Spaltenvektoren der Matrix Q*, die aus Q durch Streichen der letzten 
Zeile entsteht. Nach) (Formel (32)) ist 


abs (CZ+ D)=> Y [Q] fiir s> 0. 
Da wir annehmen diirfen, daB Y [Q] im MryxowskxIschen Sinne reduziert 
ist, so kann mit einer geeigneten positiven Konstanten c, 


Y(Q) =e, /7 Y (q,J=¢, 17 (¥* (a7) + y gi.) 
v 1 » l 


geschlossen werden. Unter der Voraussetzung (4,1, Qno - - -» Ins) = (0, 0, . - -, 0) 
folgt ersichtlich lim Y [Q] ©, also 
he 
lim e27éSp(T.¢(@(P) CZ+ D-* 0. 


uv & 


Es geniigt also, wenn wir im folgenden s = 0 oder s> 0 und dann (@y1, Jno; - - +> ns) 
(0, 0,...,0) annehmen. Hieraus folgt insbesondere s <n; denn Q ist 
primitiv. Ferner ist auch Q* primitiv. Wir erledigen zunichst den Fall s = 0. 
Es seien p,, Pq, - . -, Pp, baw. pr, p2,- . -, p; die Spaltenvektoren von P = (p,,) 
(ua = 1,2,...,n; y= 1,2,..., r) bzw. derjenigen Matrix P*, die aus P durch 


Streichen der letzten Zeile entsteht. Mit einer nur von 7', abhangigen positiven 
Konstanten c, ist dann 
rT 
Sp (7, Y [P]) =>¢c. Sp(¥ (P]))=¢,> YF [p,] 


v=1 


= © (¥* [v5] + y Pin) 


‘= 
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also 
(72) lim e?*#8p(7.2(P)) — Q, 
yo 
wenn (Pnqy, Png - - -» Par) + (0,0,...,0) ist. Im Falle (p,,, pas, ***, Par) = 
(0, 0, -- +, 0) hingegen ist r <n, da P primitiv ist, und 
(73) ‘ e2 =i Sp(7,Z(P}) — ¢2*iSp(T,Z°(P*}) 


was von z gar nicht mehr abhangt. P* ist hier selber primitiv. 
Wir haben jetzt noch den Fall 1 <= s <n mit (qq), dng, * * *; Ins) = (0,0, «++, 9) 
zu behandeln. Q* werde durch R* zu einer unimodularen Matrix (Q*, R*) 
erginzt. Wir diirfen dann 
(v1) 
R={', 
n’ | 


setzen. Dabei ist n eine Spalte von n — 1 Nullen und n’ eine Zeile von n — s — 1 
Nullen. Eine elementare Rechnung liefert 
o(Z)= (AZ+ B)(CZ+ Dy 
_ (AoZ1Q]+ Bo, Ao Q°ZR\ (C,Z[Q)+ Dy, C, QZ R\-? 
i, RZQ , Z{R} } 0 , E 
A, Z* [(Q*] + Bo, Ay Q* Z* R*, n 
= R*’ Z* Q*, Z* [R*}, n 


‘ , 


nt ’ nN, 2 


/ 


C, Z* [(Q*] + Do, Cy Q*’ Z* R*, n\~' 
( 0, E, | 
rv’, n’, ] 
(7° (Z*), n) 
= n’, ) 


Dabei stellt o* eine Modulsubstitution (n — 1)-ten Grades dar, die mit {Cy, Do}, 
{Q*} ersichtlich in demselben Zusammenhang steht, wie o mit {C,, Dy}, {Q}. Sei 
A* B* . 
o* = a at F U* = (Q*, R*). 
Dann ist also 


A,O B,O 
°., |“ Te _ [Pe je—1 
A = (6°g) U*, Be (6 9) US 
C,O0 D,O 
Ye r) Te’ Se o Je—1 
C =(¢o)¢ D = (Os) e 


mit E = E“-*~" Ferner gilt 
(CZ + D\ = |CoZ[(Q] + Do| = |\CyZ* (Q*] + Do| = |C* Z* + D*\. 


Eine einfache Betrachtung, ahnlich wie sie oben schon durchgefiihrt ist, er- 
gibt nun 


(74) lim e2*iSp(T.c ZPD \CZ+ Di -*= 0, 
yc 
wenn (Pra Pn» ***> Pnr) + (0, »** " 0) ist. Im Falle (Pi Pne***s Pnr) = 
: (0, 0, «+ -, 0) ist jedoch 
(75) 2 *éSp(T.o ZPD |C Z + D\—* = e2*4 Sp(T. 0° (2*)(P*) |C* Z* 4. De|-F, 


was von z nicht mehr abhingt. 
10* 
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Wir stellen nunmehr fest: Damit ein Glied der Porncarfschen Reihe (71) 
bei dem Grenziibergang y+ co einen von Null verschiedenen Limes ergibt, ist 


(76) r<n,s<n,Q= i P= (i) (n’ = Nullzeile) 


notwendig. Sind diese Bedingungen erfillt, so hangt das betreffende Reihen- 
glied von z nicht mehr ab. Auf Grund der Bemerkungen, die in bezug auf 
(68), (69), (70) gemacht wurden, ergibt sich folgendes Resultat: 


(77) lim g_,(Z, 7) = 0 fir r= n, 
yo 
~ 1 ae as 
(78) lim g_,; (Z, T) = Fe D> e& =i Sp(T, Z°(P*) 
yx €(11) pe primitiv 
n—l 
Pe yr SY? 2x iSp(T, 0% (2*)(P*) |C* Ze 4 Ye\—k 
e(T;) s=1 pe primitiv (Cy, De) 
(Q*) 


fiir r <n. 
Wir formulieren das Ergebnis in 
T,0O 


: De Me nel 
Satz 2: Es sei T (4 0 


), T, = T° > 0 und halbganz. Ferner sei k> n+ 


+r+1,k=0(2). Dann ist 


_ oe) ie 0 fiir r=n, 
(79) ? (9% (2, T)) ‘0 k (Z*, T*) fiir r<n, 


wenn Z* und T* aus Z bzw. T durch Streichen der letzten Zeile und Spalte 


hervorgehen. 


* - —(n) ° : . — ~ ° 
Es sei S;,° die lineare Schar der Spitzenformen n-ten Grades von der Di- 
. (n) . + o . p(n) - ‘ 
mension — k und 9° die Normalschar beziiglich G;,’ in der Schar aller Mo- 
(n> 7 . 4s 
dulformen. ®}" besteht aus den Modulformen g_,; (Z), die auf allen Spitzen- 


~(n 


formen h_, (Z) Cc S& ’ senkrecht stehen: | 
(g-«(Z), h_x (Z)) = 0. 


Wir beweisen nun den Darstellungssatz in der folgenden scharfen Fassung: 

Satz 3: Esseik> 2n+ 1,k =0 (2). Dann ist die von den Reihen g_; (Z, T) 
mit Rang T = n erzeugte lineare Schar mit oi” identisch, wiéhrend ny” alle 
Reihen g_,(Z, T) mit Rang T <n umfaBt und von diesen erzeugt wird. Jede 
Moduiform n-ten Grades von der Dimension — k gestattet eine eindeutige Dar- 
stellung der Art g_.(Z) + h_,(Z) mit g_-(Z) CRY” und h_, (Z) c Sy”. 

Beweis: Fiir Modulformen ersten Grades ist der Satz bekannt'). Wir be- 
weisen ihn fiir Modulformen n-ten Grades unter der Voraussetzung, daB er 
fiir solche (n—1)-ten Grades gilt. Auf die Nennung der Dimension kénnen 
wir verzichten, da sie in jedem Falle — k ist. 

Nach Satz 2 lassen sich die Matrizen 7, T,,---, T,, vom Rang <2 so 
bestimmen, daB die Formen (n — 1)-ten Grades 


® (g_x(Z, T;)), ® (g-«(Z, T)), -- +, @(g-« (Z, T,,)) 


die lineare Schar aller Modulformen (nm —1)-ten Grades erzeugen. Sei f_,; (Z) 
eine gegebene Modulform n-ten Grades. Dann ist 
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» 
(80) ® (f_%(Z)) = 2% ® (9-x (Z, T,)) 
mit gewissen konstanten Koeffizienten c,. Offenbar stellt 


(81) . h_x (Z) = f-x(Z) ~Le9- x (Z, T,) 
eine Spitzenform dar. 

Die von den Reihen g_; (Z, 7’) mit Rang 7 = n erzeugte lineare Schar ry” 
ist nach Satz 2 in ei” enthalten. Nach allgemeinen Satzen yee metrische 
Vektorriume kann ©” als direkte Summe von Tj” und der in Sf” gelegenen 


Normalschar R{” beziiglich Tf” dargestellt werden: 


of” = = %{" rm ny”. 


Eine Spitzenform n-ten Grades, die auf alien Reihen g_,(Z, 7) mit Rang 
T =n senkrecht steht, muB nach (7) identisch verschwinden. Mithin ist 
Sf” = TY”, insbesondere h_, (Z)c Tf". Aus (7) ist auch sofort zu ersehen, 
daB alle g_,(Z, 7) mit Rang 7 <n in der Normalschar ne” liegen. Ist 
fx (Z) CRY”, so steht — in obiger Bezeichnung — h_, (Z) auf sich selber senk- 
recht, ee Ca also identisch. Die Reihen g_, (Z, 7,) (v = 1,2,--+, #) 
erzeugen also Nf”: 

Beachtet man, daB die lineare Schar aller Modulformen n-ten Grades als 
direkte Summe von Gf” und RY” dargestellt werden kann, so folgt auch noch 
die letzte er wattrrntivny von Satz 3. 

Satz 4: Der Operator ® bildet RK” isomorph auf Ri! ~” + S{'~ ab, wenn 
k>2n-+ 1, k =0 (2) angenommen wird. 

Beweis: DaB ® die Normalschar R{” homomorph auf ®{'~ " + S{'~"? ab- 
bildet, ergab sich beim Beweis von Satz 3. Sei 


g—x(Z) CRY”, B((g_x (Z)) = 
Dann ist g_,;(Z)c Sf”; d.h. g_;(Z) steht auf sich selber senkrecht, woraus 
g—x~(Z) = 0 erhellt, q. e. d. 


Satz 5: Es sei k> 2n+ 1, k=0 (2). Die Porncarksche Reihe g_, (Z, T) 
mit Rang T =n steht senkrecht auf allen Spitzenformen, deren Fourter- 
koeffizient zur Exponentenmatrix T verschwindet, Durch diese Eigenschaft 
ist g_,(Z, T) in oy bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. 

Der Beweis folgt sofort aus der Grundformel (7). 


Satz 6: Es sei o (n, k) der Rang der linearen aeher aller Modulformen n-ten 
Grades von der Dimension —k&. Dann ist fiirk> 2n+ 1, k = 0 (2): 


[12] fiir k = 2 (12), 


(82) o(n,k)>o(n—1,k)=>---So(l, k= 
ie} +) sonst. 





Dies folgt aus Satz 4. Die Angaben iiber 9 (1, k) sind bekannt. 
Die Voraussetzung k> 2+ 1 in den Satzen 3 bis 6 gewihrleistet die 
absolute Konvergenz der Porncarfschen Reihen. Eine Einbeziehung des 
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Falles k <2n+ 1 kénnte in der Weise geschehen, daB die Porncartschen 
Reihen einem besonderen Summationsverfahren (etwa dem HeEcxKEschen?*)) 
unterworfen werden. Bei der technischen Durchfiihrung diirften indessen er- 
hebliche Schwierigkeiten auftreten. 

Um wenigstens im Falle n = 2 zeigen zu kénnen, daB aus den absolut 
konvergenten PorncaRfschen Reihen alle Modulformen gewonnen werden 
kénnen, bediirfen wir des folgenden allgemeinen Satzes von StecRi"). 

Satz 7: Es sei s,, die kleinste obere Schranke von Sp ( Y~—') im Fundamental- 
bereich %,,; es sei 


(83) f-e(Z)=_Y a (7) e®** (rs) 
T20 
eine Modulform n-ten Grades von der Dimension — k und 
(84) a(T)=0 fiir Sp (T) < ~- Sp 
Dann ist f_, (Z) = 0. 


Beweis: SeiZ = X + t Y C¥,und Y, die Matrix, die aus Y durch Streichen 
der y-ten Zeile und Spalte entsteht, Auf Grund bekannter Ungleichungen*) 
ergibt sich dann 

. 2 Y, By 8 Zenn 
(85) Sp(¥")= 3 “i s— 
’ 1 y a = i Yvy y3 

mit einer von MINKOWSKI abgeschatzten nur von n abhangigen positiven 


, 2enn : — , 
Konstanten c,, woraus 8,, < "— erhellt. Insbesondere ist damit die Endlich- 


keit von s, gezeigt. 

Aus Z* = X*+ i ¥Y*C¥n_-1 folgt, was leicht bestatigt werden kann, 
P Z* 
Z n 


f) 


eal %, fiir alle hinreichend groBen reellen 4. Die Spurrelation 
Sp (Y—!) = Sp (¥*-"*) + 1/A zieht daher 
(86) 8n—1 > Sy 
nach sich. 

Es sei nun entweder n = 1 oder n> 1 und Satz 7 fiir n— 1 an Stelle 
von n richtig. Im letzteren Falle verschwinden dann alle a (7) mit | 7’! = 0, 
wie man durch Bildung von @(f_,(Z)) unter Beriicksichtigung von (86) 
erkennt. In beiden Fallen ist die Funktion 


in 

a(Z)=absf_,(Z)'Y|? fir ZC , 
beschrinkt und nimmt ihr Maximum yz = 0 in einem Punkt Z, von %, an. 
Es seiz = x + i y eine komplexe Variable, Z = Z, + z EZ, ¢ = e®*** und 


g (C) = f_z(Z)e- t4Sp(Z) 


wobei Adurch ”“ = 1 + li ~ §n bestimmt werden mége. Dann ist g (¢) regular 


22 





8) Hecke, E.: Theorie der Eisensteinreihen héherer Stufe und ihre Anwendung auf 
Funktionentheorie und Arithmetik. Abh.,math. Sem. Univ. Hamburg 5, 199 (1927). 

*) Formulierung und Beweis dieses Satzes in der hier wiedergegebenen Form ver- 
danke ich Herrn Siecet (briefliche Mitteilung vom 28. 11.49). Die Publikation erfolgt 
hier mit seinem Einverstandnis. 
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in einem Kreise abs ¢ < 9 vom Radiusg > 1. Auf dem Kreise e~**” = abs ¢ = 0 
liegt ein Punkt mit 
abs g (¢) > abs g (1). 
Wegen 
ai 
abs g (¢)= «(Z)|Y| *e*Sp(¥) 
folgt 
an 7. 
x (Z) ¥ 2 ¢4 Sp(Y¥) >a (Z,) Y, 2 eA Sp(Y.). 
Setzt man noch 


nay— : log |Z + y Y>!| = — (y), 
so ist also 
werW> u mit y= — 
Nun gilt aber g (0) = 0 und 


1 - 
3 x 18 2. 


gy’ (0) = nA— ; Sp (¥-')>nA- F .> 0, 


also ist m (y) <0, wenn o hinreichend nahe bei 1 gewahit wird. Daher ist 
u = 0, also f_, (Z) = 0, q. e. d. 
Als Beispiel wihle man n = 2. Die Ungleichung (85) ist dann mit c, = 4/, 
beweisbar, woraus 
8, 4 1 


4x =3a)3 <4 
folgt. Ferner ist 


8, l ms 


4% 22/3 Tay 

Ist nun k<8 und a(O)=0, so folgt D (f_,(Z)) = 0, also a (7) = 0 fiir 
Sp (7) <2, mithin f_,(Z) = 0. Fir n= 2 und jedes k < 8 ist also die Basis 
der Modulformen von der Dimension —k héchstens eingliedrig. Da jede 
Modulform ersten Grades von der Dimension — 2 identisch verschwindet, so 
ist stets @ (f_, (Z)) = 0, also a (O) = 0 und daher f_, (Z) = 0. Fir k = 4, 6,8 
werden die Modulformen f_,(Z) von den E1tsensrern-Reihen g_; (Z, O) er- 
zeugt. Fiir k > 10, k = 0 (2) werden die Formen f_; (Z) jedenfalls durch die 
PorncaRf€schen Reihen g_, (Z, 7’) dargestellt. 


( Eingegangen am 22. August 1950.) 
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Systems of logic whose truth-values form lattices. 
By 
Atan Rose in Manchester. 


Lattices: A “partially ordered system” is defined to be a set of a finite 
or infinite number of elements, in which an inclusive relation x¢ y (read 
‘x is included in y’’) is defined between certain pairs of the elements obeying the 
Reflexive Law: for all z, z ¢ z, 

Antisymmetric Law: if z¢ y and y¢ z, then z= y, 

Transitive law: if z¢ y and y¢z, then z Cz. 

We define xc y to mean xCy and z + y. 

A “least element”’ of a partially ordered system P is defined to be an element O 
which is included in all the elements of P, while a “greatest element” J is 
one which includes all the elements of P. A least element, if it exists, is uni- 
que; the same is true for a greatest element. 

A partially ordered system with a finite number of elements is said to 
be of finite order, or simply “finite”. A finite system can be represented 
by a diagram. The elements z, y,... 
of the system are represented by small 
circles. The elements are joined by 
non-horizontal lines in such a way that 
there is a descending path from z to y 
if and only if yc z. 


v4 





o 
Fig. 1. Fig. 2. 


Thus in Fig. 1, Oca, OC 6, OCI, acI, bCI, but we cannot say either 
that aC 6 or that 6Ca. In Fig. 2, 6C a,eCb, but we cannot say that acc, or 
that cCa, or that eCf or that fce. 

A lower bound to a subset X of a partially ordered system P is an element 
a of P satisfying a ¢ =z for all x. A “greatest lower bound” is a lower bound b 
which contains ali other lower bounds. A “least upper bound” is defined 
similarly. The sum of two elements is defined to be their |. u. b., their product 
to be their g.l1.b. A “lattice” is a partially ordered system in which ariy 
two elements z and y have a unique greatest lower bound and a unique least 
upper bound. Thus Fig. I represents a lattice, but Fig. 2 does not. 
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Truth-tables for the systems. 


In 1920—22 Suxastewicz [2], [3]') and Post [4] independently gene- 
ralised the classical 2-valued logic to systems with finite simply ordered?) sets 
of truth-values. It has been suggested by Brrxuorr [1] that it would be of 
value to develop systems in which the truth-values form lattices. He points 
out that J.M. Keynzs has suggested that the modes of probability form a 
partly ordered system and that this view is shared by B. 0. Koopman (Annals 
of Math. 41, 271—292 (1940)). We shall consider these systems, which in- 
clude those of Posr and EVKASIEWIcz as special cases. Illustrations will be 
given mainly with reference to one of the two non-distributive lattices with 
five elements. The diagram for this lattice is given in Fig. 3. Since our methods 
apply to non-distributive lattices our systems 
include some in which a distributive formula fails. 
This may be of interest in connection with quan- 
tum mechanics since BinKHOFF and VON NEUMANN 
have found non-distributive modes in this subject. 
The functions “or”, ‘‘and”’, “implies” and “not” 
of two-valued logic have been generalised. to 
simply-ordered m-valued systems and we gene- 
ralise these definitions further here so that we 
have truth-tables for these functions for any 
system in which the truth-values form a lattice. 


Since the main part of this paper was written 
I have found that in view of the existence of 0 
non-Euclidean geometries we can regard geome- Fig. 3. 
try as a system in which the truth-values form 
an eight-element lattice, and that in Euclidean geometry there are four 
designated truth-values. This justifies the use of the names “or”, “and”, 
“implies” and “‘not’’ for certain truth-tables of the lattice systems. I hope 
to publish these results shortly. 

When we consider a system with a simply ordered set of truth-values, we 
assign to the propositions pvg, p - q respectively the higher and lower of the 
truth-values of p and qg. But in a simply ordered system the least upper bound 
and greatest lower bound of two elements are the greater and smaller of the two 
elements respectively. This suggests that in general we assign to the pro- 
positions pvg, p- q respectively the 1. u. b. and g. |. b. of the truth-values of 
p and g. Thus when the truth-values are the elements of the lattice of Fig. 3, 
the functions pvq, p- g have the truth-tables 


rg 





pvg| [abe O q p-q| I abeo0O q 
I a a a ee I Iete«O 
6.44.8 2.4 6 a aaodgoo 
b I-53 @i86 b 6Ob00 
c / som a. 6 c ¢.00¢e¢0 
O Iat-e O 0 00000 
P P 


2) The nur numbers in brackets refer to the Bibliography. 


*) A system P is said to be simply ordered if, whenever z and y belong to P, one of 
the relations x Cy,x=4, y C x holds. 
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Generalising definitions recently proposed by StuPecki [6] for implication 
and negation for 3-valued logic, we assign to the function p + q the same 
truth-value as g when p has the truth-value J; otherwise we assign to p > ¢ 
the truth-value J. We assign to the function ¢ p the truth-value O when p 
has the truth-value J; otherwise assigning to 6 p the truth-value J. Thus, 
when the truth-values are the elements of the lattice of Fig. 3, implication 
and negation have the truth-tables 


s 
+ 

eA) 
~ 
a 


Pee ee | 

~~ eB 

~~  O oO 
~ i OO 

~~ OD 
~ O 


We also introduce m-2 analogues of Stupecki’s R function [6], where m 
is the number of elements of the lattice. We denote these functions by 
Ai», Ag P,---: Am—2 p- We denote the elements of the lattice by J, a,, 
y,.--,4m—2, O. We then assign to the functions A; p (1 < i < m — 2) the 
same truth-value as p when p takes a truth-value different from J or qj. 
When p takes the truth-value J, A; p takes the truth-value a;, and when p 
takes the truth-value a, we assign to A; p the truth-value J. Thus for the 
lattice of Fig. 3, if we write a,,a,,a, for a,b,c respectively, A, p, Az Pp, As P 
have the truth-tables 





Ai P\A 2P AsP 


rts b c 
i ee a a 
b| 6 I b 
ei ¢é c I 
0; O O O 
The distributive formula 
(1) (pyr) - (qvr) + (p-q) vr 


is not an identical formula of all the systems. In particular it is not an iden- 
tical formula of the system based on the lattice of Fig. 3, as may be seen by 
assigning the truth-values a,b,c to p,g,r respectively. For then pvr, qvr and 
therefore (pvr) - (gvr) have the truth-value 7. On the other hand p - g has the 
truth-value O so that (p.q) vr has the truth-value c. Hence (1) has the truth- 
value c. 

However our implication and negation functions have most of the usual 
properties of implication and negation. 

For instance p+ 66> is an identical formula, for when p has the truth- 
value J, e © p has the truth-value J. 

© @p-~ p is an identical formula, for if p does not have the truth-value J, 
ep has the truth-value J, so that 6 ep has the truth-value O. 


(2) (p> q)>(eqg-> ep) 
and 


(3) (eq+ep) + (pq) 


<2 
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are identical formulae. For, if g has the truth-value J, og has the truth- 
value O, so that eg ep, and therefore (2) have the truth-value J. If p has a 
truth-value different from J, op and therefore 6qg~+op, and therefore (2) 
have the truth-value J. If p has the truth-value J and qg does not have the 
truth-value J, p+gq does not have the truth-value J and therefore (2) has the 
truth-value, J. 

If p does not have the truth-value J or g has the truth-value J, p > q and 
therefore (3) have the truth-value J. If p has the truth-value J and q does 
not have the truth-value J, oq has the truth-value J and ©>=p has the truth- 


value O, so that og op has the truth-value O. Hence (3) has the truth- 
value J. 
The formula 


(4) (p+ q)>+((q>7) > (p>?) 


is an identical formula. For if p + q does not have the truth-value J, (4) has 
the truth-value J. If (¢+r) does not have the truth-value J, (¢+r) +(p>r) 
and therefore (4) have the truth-value J. If p does not have the truth-value J 
pr has the'truth-value J, so that (¢q~7r)+ (pr) and therefore (4) have the 
truth-value J. If p, p+q,q->r all have the truth-value J, g and therefore r 
have the truth-value 7. Hence pr and therefore (4) have the truth-value J. 
The formulae 
(5) (p+q)-(p>r)>(p+q-r) 


and 
(6) (p+q) v (p>r)> (p>gqvr) 


are identical formulae. For, if p takes the truth-value J, p>g, p>r, p>q-r, 
p+qvr take the same truth-values as g,r,q-r,qvr respectively. Hence 
(p>+q)- (pr), (p>q) v (p>r) take the same truth-values as g - r, gvr respec- 
tively, so that (5) and (6) take the truth-value 7. If p does not have truth- 


value J, p+q-r, p+qvr have the truth-value J, so that (5) and (6) have the 
truth-value J. 


Functional completeness’). 


StuPeckI [6] showed that a system of logic containing implication‘), 
negation‘), and the R function is functionally complete or full. This result 
will now be generalised to a system with m truth-values, the truth-values 
being simply ordered. By considering the relationship between this system‘) 
and systems whose truth-values are elements of lattices with m elements, 
the latter systems will be shown to be full. 

We consider here an m-valued system whose truth-values are simply or- 
dered and which has the functions +, 6, A,,.- ., Am—2, a8 primitives. These 
functions are now defined as follows: 

pq has the same truth-value as g when p has the truth-value 1. When p 
has a truth-value different from 1, p+g has the truth-value 1. 

ep has the truth-value m when p has the truth-value 1. Otherwise op 
has truth-value 1. 

*) A system is said to be functionally complete if, given any truth-table, a function 
with that trath-table can be defined in terms of the primitive functions. 

*) In the sense of the second part of [6]. 

5) Here 1 is regarded as the highest truth-value. 
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A, p has the truth-value i+ 1 when p has the truth-value 1, and when p 
has the truth-value i + 1, A; p has the truth-value 1. Otherwise A; p has the 
same truth-value as p. 

Thus in the case m= 5 these functions now have the following truth- 
tables: 


q 
p>q\' 123 4 5! Op | Aip| Asp) Asp 
] 123 4 & 5 2 3 4 
2 > iy a a 1 l 2 2 
p 3 2. 2 1 3 1 3 
4 int = 1 4 4 l 
5 i. 2-2 © 1 5 5 5 
Hence, if we set up the 1—1 correspondence 
I a, a, ee a; ‘e+ Mine! 
l 2 3 cos 18+] ] - +» |m—1 om 
between the truth-values of the two systems, the functions +,6, /,,..-. 


is» «+> Am—g Of either system correspond respectively to the functions >, 
e,/7 A , Am—2 of the other system. 
We: now consider the functions p';,q(lsism -— 2) defined by 
P'id= ay. (P>9)>49 
PTitig=ap Al(Ac Tip) TiAi(P Tig) (lSism—93). 

We shall now prove that 

p |, q takes the higher of the truth-values of p and q when at least one of 
these is i or a higher value and that p 1, q takes the same truth-value as q 
when the truth-values of both p and g are below i. 

We use induction on i. 

When i= 1, if p takes the truth-value 1, p+q takes the same truth-value 
as g, so that p |,q takes the truth-value 1. If p does not take the truth- 
value 1, p+gq takes the truth-value 1, so that p 7, q takes the same truth- 
value as g. 

We now assume the theorem for i and prove it fori + 1. If at ieast one 
of p,q has the truth-value 1, p 7; q, g 7; p have the truth-value 1, so that 

i T; P) and (A; (p,q) have the truth-value i+ 1. Hence A; (q 7; p) 

i: (p 1; q) has the truth-value i+ 1, so that pT; +1 q hasthetruth-value 1. 

If neither p nor q takes the truth-value 1 but at least one takes a truth- 
value at least as high as i, p |; q and g 1, p both take the higher of the truth- 
values of p and g. Since this truth-value will not be 1 or ++ 1, Aj(p 7; 9) 
and A; (q 1; p) both take the higher of the truth-values of p and gq, and, for 
the same reason, so does p T ; 4, q. 

If one of p and gq takes the truth-value i + 1 and the other takes a truth- 
value lower than i, p T,q and q1, p take the truth-value i+ 1 and a truth- 
value lower than i*). Hence A; (p,q) and A;(q 7; p) take the truth-value | 
and a truth-value lower than i + 1%’). Hence A; (¢™;p) T;Ai(p 7:9) takes 
the truth-value 1, so that p T;,,q takes the truth-vaiue i+ 1. 


*) Not necessarily respectively, 
”) Ifq both pandg take the truth-valuei + 1, these expressions both take the truth value 1. 
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If both p and g take truth-values lower than i+ 1, p T;g and qT; p both 
take truth-values lower than i + 1. Hence 7; (¢7;p) takes the same truth- 
value as p, and A; (p1;q) takes the same truth-value as g, so that 
Ai (a7: p) Ti Ac (p 7.) takes the same truth-value as pT; q. But this is 
lower than i+ 1. Hence pT ;,, q takes the same truth-value as p Tq. 

Thus in the case m= 5, p 1, q and pT, q have the truth-tables: 








q q 
pTiq} 1 23 4 5 pTeg|1 23 4 5 
wire = we . Ak stuck tot 
‘$13 R348 2/1323 82 

p 3i|123465 p 3\|123 45 
41% 228s 4/123465 
6/123 45 sit 3° é¢6 


This completes the proof. Hence when i= m— 2, pT; q takes the higher 
of the truth-values of p and q except when p takes the truth-value m— 1 
and q takes the truth-value m, in which case pT »_—2q takes the truth-value m. 
By an argumeht of exactly the same type as that of the second part of 
the induction proof it can be shown that if we define pvq by 


PV9 = aj. \m—2 (Ar —2(¢ T m—2p) Tm—2 Am—2 (Pp 7 m-—29)) 


then pvq has the higher ot the truth-values of p and gq. 
We now consider the functions L; p defined by 


Lip=a.AiP 
Liga pP=ay. At+i lip (lsism-— 3). 
Then, if p has the truth-value}: 


Ifj <i, \; 7 has the truth-value j + 1. 
Ifj =i+ 1, L; p has the truth-value 1. 
Ifj >i+ 1, L; p has the truth-value j. 


We prove this by induction on i. 

The theorem is true when i = 1 by the definition of L, p and the pro- 
perties of A, p. 

We assume the theorem for i and prove it fori+ 1. If j <i, L; p has the 
truth-value 7+ 1. But then 2<5j7+ 151+ 1, so that A; 1; p has the 
same truth-value as |; p,i.e.j7+ 1. If7 =i+ I, L; p has the truth-value 1, 
so that A;+1 L; p has the truth-value i+ 2=j+ 1. 

Ifj7=i+2,1;p has the truth-value i+ 2, so that Aji 1;p has the 
truth-value 1. 

If 7 >i+ 2,1; p has the truth-value j. Since now the truth-yalue of L; p 
is a number exceeding i + 2, the truth-value of A; 1 1; p is 7. This completes 
the proof. 

In particular, L,—2 p takes the truth-value 1 when and only when p 
takes the truth-value m — 1, so that 6 L»— 2 p takes the truth-value m when p 
takes the truth-value m — 1, and otherwise © |,—»2 p takes the truth-value 1. 

We now define op by 


Op=ay. Am—2 © Lm—2 P 
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so that op takes the truth-value m when p takes the truth-value m — 1 
and otherwise © p takes the truth-value m — 1. We then define ~ p by 
~ p=at. m—2 (Pp Tm-209 Pp). 

Then if the truth-value j of p satisfies 1 <j < m — 1, ~ p takes the truth- 
value j + 1; and if p takes the truth-value m, ~ p takes the truth-value 1. 
For, if 1 <j < m—2,0>p takes the truth-value m — 1, so that pT ,~20p takes 
the truth-value j. But since 1 <j < m— 2, Lm—2(pT m—20p) takes the truth- 
value j + 1. If j= m—1, op takes the truth-value m, so that pT »,—~20p takes 
the truth-value m. Hence |» —2 (p 1 m—20 p) takes the truth-value m. 

If j = m, op takes the truth.-value m— 1, so that pT» ~20 p takes the 
truth-value m — 1. Hence L»—2(p T m—20p) takes the truth-value 1. 


The following truth-tables show the truth-values of the above functions 
in the case m = 5. 





P| lip| Lsp| Lsp| Olsp | Op |pT,Op| ~p 
1| 2 = | 3 I _. © 2 
2| 1 ey 9 1 a, ie Bee be 
3) 3 os "so 2 ae 4 
4|\ 4 4/1 5 | 5& 5 5 
5| 6 | & | & 4,4 4 ] 


Since the simply ordered system contains v and ~ it is full by a theorem 
of Post [4]. Since, in the 1 — 1 correspondence, the primitives correspond, 
the lattice systems are also full. 


Formalisation of the Systems. 


Our systems will be formalised, taking J as the designated truth-value, 
by a modification of the method used by Rosser and Turquetre [5]. We 
take+,©, A;, Ag, ---, Am—2 88 primitives. 

We define the functions J; (P), Ia; (P), Jo (P) by 


J; (P)=a.90P 
Ja, (P) = 47.8 OA; P (l<i<m-2) 


Jo (P) = aj. 0 (Jr (P) Ty ( 2727" Jo, (P))) (where T, is defined as in the simply 
ordered case, and 2 refers to summation by T,), so that J, (P) takes the 
truth-value J when P takes the truth-value J and otherwise J; (P) takes the 
truth-value 0. Ja, (P) takes the truth-value J when P takes the truth-value a; 
and otherwise Jq,(P) takes the truth-value O. 


(Zt * Ja, (P)) T,J,(P)) takes the truth-value O when P takes the 


truth-value O, otherwise the expression takes the truth-value J. Hence Jp (P) 
takes the truth-value J when P takes the truth-value O, otherwise J, (P) 
takes the truth-value O. 


We define P & Q by 
P& Q=aj.e (eo PT,6 Q). 
If P and Q both have the truth-value J, 6 P and 6 Q both have the truth- 


value O, so that oe PT ,9Q has the truth-value 0. Hence P & Q has the truth- 
value J. If at least one of P, Q has a truth-value different from J, at least 
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one of 6 P, eo Q will have the truth-value J, so that 6 PT,e Q has the 
truth-value J. Hence P & Q has the truth-value 0. 

The following truth-tables give the truth-values of the last six functions 
for the system based on the lattice of Fig. 3. 





Q 
P&Q|I a b ¢ O|Jr(P)|Ja(P)| Jo(P) | Je(P) |Jo(P) 
i|10000|/T/o/]o0)]o0!]0 
a |\00000)| O 1|}o|;oi|lo 
Pb |\00000) O | ie 0 | O 
«c |00000) Oo | O O I | o 
0|00000\|0|0|101|01|1 


We define the algebraic functions f; (u) (f;, u= I,a,,...,0) to have the 
value equal to the truth-value of A; P when P has the truth-value w. 
We now consider the axiom schemes 


Al) (P+ Q)+((Q>R)+ (P+ R)) 
A2) (eP+P)+P 
A3) P+(eP+Q) 
A4) ‘J;(P)>eP (j = @, Gg, . . .» dm —2, O) 
A5) J, (P)+d, (Ai P) where v=f;(u) (¢=1,2,...,m-— 2) 
A6) J1(P)& Jy (Q)>Ju(P>+Q) (w= a,..., dm—2 O) 
A7) J; (P)+Jo (e P) 
together with the rule of inference 
Rl) If P and P+ Q then Q. 


The axioms Al), A2), A3) have been shown by LuxKastEewicz to give 
a deductively complete formalisation of the 2-valued propositional calculus 
when @ is used for negation. Our definitions of T, and & in terms of + and 6 
are the same as those used by Lukasiewicz for alternation and conjunction. 

Hence any formula which contains no functions other than + , 6, 7T,, 
and & is provable in our systems if the corresponding formula is an identical 
formula of the 2-valued propositional calculus. 

In particular the formulae 


F 1) P+P 

F 2) PT,P>+P 

F 3) Q&P+P 

F 4) P+(Q->P) 

F 5) P&Q-Q&P 

F 6) (P+Q)+((Q> R)+(P+R)) 

F 7) (P+ Q)+((R+ 8) +(PT, R+QT, 8)) 
F 8) (PT, Q)&R- ((P&R)T, (Q&R)) 
F 9) (P+Q)+((P+R)+(P+Q&R)) 
F 10) PT,eP 

F1l) ee P+P 

F 12) P+eeP 

F 13) e P&Q-+(P-R) 

F 14) P7T,(QT,R)+(PT,Q)T,R 

F 15) (P+Q)>(P&R+QER) 

F 16) (P+Q)+(PT, R+QT, RB) 


are provable. 
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From F10) we deduce 
(Jr (P) Ty Zt * Sa, (P)) 71 9 (Jr (P) Ty( 27 "Ja, (P))) 
ice. F17) (J, (P)T, ZT * Ia, (P)) Ty Jo (P). 


By repeated application of F 14) and F 16) we obtain the analogue of RossEr 
and TURQUETTE’s a10)*). 


By the definition of J; (P), F11) is identical with J; (P)+ P and F12) 
is identical with P+ J, (P). 

From F6), A4), F13), F15) and R1) we deduce 

F 18) J; (P) & J; (Q) > (P+ Q) (j = @, Gg, . . » Qm—2, O; 


, 


k = I, a,, dg, . . ., Qm—2, O) 
and by a similar method we can prove 


J, (P) & J; (Q)>+(P+Q). 
From F 18), F12), F6) and R1) we deduce 
F19) J; (P) & Jz (Q) > J7 (P+ Q) (j = a4, Gg, . . -, Im—2, O; 
k = I, a), Gg, . . -, @m—2, O) 


I 


and similarly we deduce 

F19’) J1 (P) & J (Q)>J1 (P+ Q). 
From F 12) we deduce 

eP+J,(eP). 

From this, A 4), F6), and R1) we deduce 
F 20) J; (P)+J,(eP) j= @y, By, . . -» Om—zg, O). 
It has been shown by Rosser and TurQvetre [5] that a formalisation of an 
m-valued truth-system whose truth-values are simply ordered, which has s 
designated truth-values and which satisfies the following conditions, is de- 
ductively complete. 

(1) There exist b basic functions denoted by F; (P,,..., P,;) (¢= 1, .. ., 6) 
which take the truth-values F; (2, .. ., x,,) when their arguments P,,.. ., P,; 
are assigned the ordered sets of truth-values [2,, . . ., x,,). 

(2) An implication function denoted by P+ Q, a conjunction function de- 


noted by P - Q and an alternation function denoted by PvQ can be defined 
in terms of the basic functions. 

(3) A set of m-functions can be defined which are denoted by J; (P) 
(k= 1, 2,...,m). 

(4) The truth-value of P+Q is undesignated when and only when the 
truth-value of P is designated and that of Q is undesignated. 


(5) The truth-value of P - Q is designated when and only when the truth- 
values of both P and Q are designated. 


(6) The truth-value of PvQ is undesignated when and only when the 
truth-values of both P and Q are undesignated. 

(7) The truth-value of J, (P) is designated when the truth-value of P 
is k and is undesignated otherwise. 

(8) The axiom schemes and rule of inference of the system are 


*) See below. 
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a l) P+P 

a 2) PvP+P 

a 3) Q-P+P 

a 4) P+(Q-~+P) 

a 5) P-Q+Q-P 

a 6) (P+ Q)+((Q+R)+(P+R)) 

a 7) (P+ Q)+((R+ 8) + ((PvR)+ (Qv8))) 

a 8) (PvQ)- R+(P-R)v(Q- R) 

a 9) (P+ Q)+((P+ R)+(P+Q- R)) 

al0) Zi J; (P) 

all) J; (P)+P (l<siss) 

al2) IT Jy (Px) > Jy (Fi (Py... Pa;)) where w= x; and 
v= F; (%,..-, %q;)- 

Rl) If P and P+ Q then Q. 


By considering truth-tables it can be seen that our functions +, T,, & and 
the J functions satisfy the respective conditions for +, v,-, and the J func- 
tions in the case s = 1. Hence from F1—9), the modified form of F 17), F11), 
A7), F20), A5), A6), F19) and F19’) deductive completeness follows from 
the above result of Rosser and ‘TuRQUETTE, in view of the 1—1 correspon- 
dence between the elements of any of our systems and the system with the 
same number of truth-values in which the truth-values are simply ordered. 
By considering truth-tables our axioms can be seen to be identical formulae. 
Since R11) is the only rule of inference, consideration of the + table shows 
that our formalisation is plausible. 


Strong completeness. 


Suppose we adjoin to the axioms the formula F (P,, P,,..., P,) which 
takes a truth-value different from J when P; takes the truth-value aj,;) (f,i = 0 
1,2,...,m—1)®). From this formula we deduce 


F {Aya (P ve P),--- Ana (PveP)} =P (P)) (say) 
This formula never takes the truth-value J since Aj) (Pv © P) always takes 
the truth-value a; ;). 
Hence, in view of the weak completeness, 
® (P)+Q 
is demonstrable. From this and R1) we deduce Q. Thus the formalisation 
is strongly complete. 


Lattice-Theoretic Characterisation of the Systems. 


We consider the problem for the lattice of Fig. 3. For other lattices the 
treatment is similar. We denote statements by ordered triples of elements 
‘a, b,c), (d, e, f), ... from a Boolean algebra, where 


anb=bnc=cna 
dne=enf=fnd 
We denote this type of element by E,,,, Z4,;, - - - 


I 





* ) Here ay is regarded as J and am—, as O. 
1°) X, P is here to be regarded as P- X.»—, P is defined in terms of the primitive 
functions, and has a truth-tabie similar to those of the other 7,’s. 
Mathematische Annalen. 123. ll 
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Fig. 4 (a, b,c). 

If (a, b, c) denotes some specific statement ““— — —“, 
while (d, e, f) denotes another statement “...’’, 
(EueeUd, BaoeVUe, Zane f) denotes the statement ‘““— — —’’ implies 
(Eine, Bane, Han-) denotes the statement not “— — —”, 
(a, (ab) Bane, (@VUc)\ Egn-) denotes the statement A, “— — —”’, 
((6U.a) A Egse, 6, (bc) \ Ean-) denotes the statement A, ‘“— — —”, 
((cU a) Bane, (CU 5) Lane, c) denotes the statement A, “— — —”’. 
Since (2j9-Ud) (Bane Ve) = Bane (de) = Bane Eg,; which is symme- 
trical in a,b,c and in d, e, f, (a, b, c)+(d, e, f) satisfies the intersection con- 
dition. Since all three elements of 6 (a,b,c) are identical this does so also. 

Since a7\ (ab) = aN (auc) = (aUb)A(avUc)=a, the condition is satis- 
fied by A, (a, 6, c) and it can similarly be shown to be satisfied by A, and (3. 

The intuitive inner meaning to be attached ta (d, e, f) is that d is the region 
in which (d, e, f) takes the truth-value a or the truth-value J, e is the region 
in which it takes the truth-value 6 or the truth-value J, and f is the region in 
which it takes the truth-value c or the truth-value 7. Thus Z,,, is the region 
in with it takes the truth-value J. The diagrams 4—9, in the style of Venn, 
illustrate the conformity of this with our definitions of the primitive functions. 
The criss-cross shading denotes the region in which the proposition has the 
truth-value J, the horizontal shading that in which it has the truth-value a, 
the vertical shading that in which it has the truth-value b, the dotted area 
that in which it has the truth-value c, the white area that in which it has 
the truth-value 0. 

It will now be shown that all our axioms are equal to (J, J, J). First 
we must examine our defined functions. 
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Fig. 5 A, (a, 6, ¢). Fig. 6 As (a, b,c) 
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Fig. 7 K 3(a, 0, ¢). Fig. 8 © (a,0, ¢). 





Fig. 9 (a; b, c)-+(d,¢, f). 


(a, b, c) Ty (d, e, f) ((a, b, c) + (d, e, f))+(d, e, f) 

(EaveUd, EaneVe, ave f) + (4, e, f) 

((Zase\Eaes) Ud, ...Ue,..-Uf) 

((Za,e Ud) (a Ve’ Ud), ...Ue,...Uf) 

(Za. d, EaveVe, EaoeVf) 

8 (e(a, 6b, c)T, © (d, e, f)) 

=) ((Zave, Fave Fave) Ty (Eijes; Eis; Eie;)) 

8 (Zane Kae, > Oy omod 

(Bane Eaey; eeegeee 

J; (a, b, c) =60 (a, b, c) = © (Eade, ceeges .) — (Lave: Eaves Ege) 

J, (a, b,c) = 0 eA, (a, b,c) = 6 6 (a, (@UB)NE’, (auc)N£’) 
=Oe(@'VE,...,...)=(@NF',ank',ank’). 

Similarly J, (a, b,c) = (b-\ BE’, bE’, bE’) 

and J, (a, 6, c) = (CO#', crv E', cn Fk’). 

Hence Jo (a,b, c) = 6 (Jp Ty Jg Ty Jy Ty J) 

CS(BUYAQNB)VbNL)U(cnk#’),...,...) 

a (BU(@ubuen£k’), aon 0 are 


I 


I 


(a, b, c) & (d, e, f) 


I 


I 


I 


I 


I 


11" 
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e(Fuavubve,...,...) 
=@(avbue,...,...) 
=(a’nb’ne’,anb'ne’,a nb’ nc’). 
Al) (a, b, c)—> (1, m, n) = (EgneUl, Zane um, Bane) 
(d, é, f) > (l, m, n) = (Zaes ul, Ee} J™, Ee} a n). 
Hence ((d, e, {)->(l, m, n)) + ((a, 6, c) + (l, m, n)) 
= (Bae; \ Bima) (Ease), ...Um),...Un)). 


Hence ((a, b, c) + (d, e, f))+(((d, e, f)+ (I, m, n)) + ((a, b, ¢) + (l, m, n))) 


- ((Bane a Eie}) ((Eae; rm Eimn)' Fave l)), eee m)), ore 


= (since Kime = Um’ = m'’Un' = n' Ul’) 
| ap me, 
A2) @ (a, b, c) > (a, 5, c) 
= (Bane, Eave, Zane) (a, 5, c) 
== (EaseVUG, E.»-U5, Bape Uc) = (a, b, c). 
Hence (ce (a, b, c)+(a, b, c))+ (a, 5, c) 
= (Bene, Bane}, Bane) 
= (UW Va,a U0 Ub, Ue UC) 
= (I, I, I). 
A3) © (a, b, c) + (d, e, f) = (Bane, Bane, Have) + (4, €, f) 
= (Bae d, Bare Ve, Eve Jf). 
Hence (a,b, c)+(6 (a, b, c)> (d, e, f)) 
= (Kone Ey d,.. Ve, .. Uf) 
= (J, J, 1). 
A4) J, (a, b, c)+ e(a, 5, c) 
= (a(\ BE’, aE’, an E’)+(E’, E’, E’) 
=(a’°VEUPF,...,...)= (I, I, J). 
Similarly J, (a, b, c)+ e(a, b, c) = (J, I, I) 
and J, (a, b, c) + e(a, b, c) = (I, I, 1) 
Jo (a, 6, c) + e (a, 5, c) 
a (a’ 0’ r\c’,...,..-. )+ (2’, E’, E’) 
=(aubucua UD’,...,...)= (I,J, 1). 
A5) We shall prove 
Ja (P)>+ Jz (A, P) 
and Ja (P)+Jq (Ag P)- 
The other proofs are similar. 
J, (A, (a, 6, e)) = Jz (a, (@Ub) NE’, (auc) nE’) 
= (an ,ank',ank’). 
Hence J, (a, 6, c)+ J; (A, (a, 5, c)) 
= (a E',an\ FE’, ank’)>+(ank',ank',ankE’) 
=((@ank’)U(@nk’),...,..)=(,1,]) 
Ja (Ag (a, 6, )) = J, (BU a) NE’, b, (BUC) OE’) 


= ((bUa) NE’ N(b UB),...,...) 
= ((bUa)A(E’Nb’),...,...) 

= ((bVa)Nd’,...,...) 

= (ar\b’,ar\b’,anb’) 

= (ar\(a’Ub’),...,... 


= (an EF’, ank’,ank’) = J, (a, b,c). 
Hence J, ((a, b, c))+Jq (Ag (a, 6, c)) = (, J, 1). 


n))) 
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A6) J, (a,b,c) &J, (d,e, f) 
= (Eave: Eaves Ege) & (Eases nd, Fue rd, Eves \ d) 
= (Eyy-0\ Bae, 4d, . eee 
UP ((a, b, c)+ (d, é, f)) 
Iq (Bane d, EgneVe, Bane f) 
(£, abc! \ aes \(BeneVU@), .. «+ 3) 
(Bane Baes 4, ce egeee ) 
J, (a, b,c) & J, (d, e, f) 
from which the rd follows at once. 
For J, and J, the proofs are similar. 
J, (a, b, c) & Jo (d, e, f) 
. (Lave, E abes Fave) & wie ne’ Nf’, d'/ enf, de’ Af) 
= (Fayed nerf’, eee _ 
Jo ((a, b, c) + (d, e, f)) 
= Jo (Eane d, BiveVe, were' Vf) 
-(E,,.0d nen, sa 
= J,(a,b,c) & J, (d,e, 1). 
Hence (J, (a, 6; c) & Jo (d, e, f)) + Jo ((a, 6, c) + (d, e, f)) 
i, 3.4% 
A7) J, (a,6,c)+Jo(e(a, b, c)) 
= (HE, E, E)+Jo (E’, E’, E’) = (E, E, E)>(E, E, E) = (I, I, I). 
Rl) If(a,6,c) = (J, J, I) 
and (a, b, c)\+(d, e, f) = (J, I, I), then (d, e, f) = (UU, J, 1). 
For (Ego-U d, HaneVUe, BaneVUf) = (J, I, J). 
But since (a,b,c) = (J,J,1), Z,,,= 1. Hence E45, = O. Thus (d,e, f) = (7, I,J). 
‘nus every tautology is equal to (J, J, 7). In view of the strong completeness 
no other formula is equal to (J, J, J). 
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Die Eliminierbarkeit des bestimmten Artikels 
in Kodifikaten der Analysis. 
Von 


Kurt Scu0tre in Marburg (Lahn). 


Einleitung. 


Der bestimmte Artikel wird in der mathematischen Logik durch das 
t-Symbol folgendermaBen formalisiert: Ist von einer Aussage & (a) bewiesen, 
daB sie auf genau ein Ding a zutrifft, so gilt +, A(x) als ,,dasjenige Ding z, 
auf das U (x) zutrifft*. 

Durch das «-Symbol werden die logischen Formeln sehr verwickelt, so 
daB man bestrebt ist, méglichst ohne dieses Symbol auszukommen. Insbe- 
sondere ist es eine wesentliche Vereinfachung fiir den Widerspruchsfreiheits- 
beweis eines Kodifikats, wenn dieser ohne Beriicksichtigung des «-Symbols 
gefiihrt werden kann. In einem Kodifikat der reinen Zahlentheorie ist dies 
méglich. Wie im HitBpert-Bernays') bewiesen ist, laBt sich hier das -Symbol 
in der Weise eliminieren, daB jede mit Hilfe des «-Symbols hergeleitete Formel, 
welche das 1-Symbol nicht enthalt, auch ohne 1-Symbol hergeleitet werden 
kann. Daher folgt aus der Widerspruchsfreiheit des engeren Kodifikats, in 
dem das «-Symbol nicht enthalten ist, auch die Widerspruchsfreiheit des 
durch das 1-Symbol erweiterten Kodifikats. 

Nimmt man zum zahlentheoretischen Kodifikat gebundene Funktions- 
variablen oder gebundene Formelvariablen mit entsprechenden All- und 
Existenzzeichen hinzu, so erhalt man ein Kodifikat, in dem sich die Analysis 
entwickeln laBt. Die vorliegende Arbeit zeigt die Eliminierbarkeit des .-Sym- 
bols fiir ein derartiges Kodifikat, das die im HmLBEert-BeRnays angegebenen 
Formalismen K und L umfaBt?). Dabei wird die dort aufgeworfene Frage, 
ob das «-Symbol im Formalismus K (mit gebundenen Funktionsvariablen) 
bei Hinzunahme eines speziellen Auswahlprinzips eliminierbar ist, im posi- 
tiven Sinne beantwortet. Fiir den Formalismus LZ (mit gebundenen Formel- 
variablen) besteht diese Eliminierbarkeit bereits ohne Auswahlprinzip. 

Wir lassen den bestimmten Artikel in dreifacher Form zu, namlich in An- 
wendung auf Zahlen, Funktionen und Pridikate. Demgema8 unterscheiden 
wir gegenstindliche, funktionale und priidikative 1-Ausdriicke, welche insge- 
samt eliminiert werden sollen. Wir beweisen diese Eliminierbarkeit in Form 
eines allgemeineren Satzes, nach dem zur Herleitung einer Formel keine 


stérkere Schachtelung von :-Symbolen erforderlich ist, als sie in der End- 
formel auftritt. 








1) Hitbert-Bernays: Grundlagen der Mathematik, I. Band, 8. 422—457. 


*) Hirpert-Bernays: Grundlagen der Mathematik, II. Band, Supplement IV, 
S. 480—494 
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§ 1. Das Kodifikat. 


1. Zahlzeichen sind: . 

a) Ziffern, d.h. Zeichen fiir bestimmte Zahlen, eventueil auch transfinite 
Ordinalzahlen (Mitteilungszeichen: «, /, y). 

b) Freie Zahlvariablen (Mitteilungszeichen: a, b, c). 

c) Gebuydene Zahlvariablen (Mitteilungszeichen: z, y, z). 

2. Funktionszeichen sind: 

a) Zeichen fiir bestimmte Funktionen (Mitteilungszeichen: ¢, x, y). 

b) Freie Funktionsvariablen (Mitteilungszeichen: f, g, h). 

c) Gebundene Funktionsvariablen (Mitteilungszeichen: wu, v, w). 

Zu jedem Funktionszeichen gehért eine bestimmte Anzahl n von Argument- 
stellen. Wir driicken dies aus, indem wir statt p, f, u auch g", /", vu" schreiben. 
(nm kann auch 0 sein.) 

3. Erklarung des Begriffs ,, Term‘: 

a) Jede Ziffer und jede freie Zahlvariable ist ein Term. 

b) Ist j" ein Funktional, und sind t,, . . ., t, Terme, so ist 


(™ (t), « « -» te) 
ein Term. 
Mitteilungszeichen fiir T'erme: r, 8, t. 
4. Erklarung des Begriffs ,,Funktional’. 
a) Jede Funktion und jede freie Funktionsvariable ist ein Funktional. 


b) Ist t (a,,...,a@,) ein Term*), welcher die gebundenen Zahlvariablen 
XZ, .. +) L, nicht enthilt, so ist 
sa) eee oF 


ein Funktional mit n Argumentstellen. 

Mitteilungszeichen fiir Funktionale: f, q, b. 

Die zu einem Funktional gehérende Anzahl n von Argumentstellen bringen 
wir zum Ausdruck, indem wir statt f auch j” schreiben. 

5. Aussagezeichen sind: 

a) Zeichen fiir bestimmte Prddikate (Mitteilungszeichen: ®, X, ¥), darunter 
das Gleichheitszeichen ,, =:"‘. 

b) Freie Formelvariablen (Mitteilungszeichen: F, G, H). 

c) Gebundene Formelvariablen (Mitteilungszeichen: U, V, W). 

Zu jedem Aussagezeichen gehért eine Anzahl m von Argumentstellen fiir 
Funktionale und eine Anzahl n von Argumentstellen fiir Terme. Wir driicken 
dies aus, indem wir statt ®, F, U auch @™, F™, U™ schreiben. (m und n 
kénnen auch 0 sein.) Insbesondere gehéren zum Gleichheitspradikat nur 
zwei Argumentstellen fiir Terme. 

6. Erklarung des Begriffs ,,Formel*: 

a) Ist 8” ein Prddikat oder eine freie Formelvariable, sind f,,..., fm 
Funktionale und ty, . . ., ty, Terme, so ist 


ae (ii, oe fas th ce ey tn) 


eine Formel. Insbesondere ist t, = t, eine Formel, wenn t,, t, Terme sind. 
Diese Formeln bezeichnen wir als ,,Primformeln*‘. 
b) Sind-& und $ Formeln, so auch 


Nt (ay . «+» Qn) braucht die a, ..., an nicht zu enthalten. 








168 K. Scuiirte: 


WM + B (die Implikation: ,,Wenn A, so B*), 

W A B (die Konjunktion: ,A und 8“), 

A yv B (die Disjunktion: ,,.W dder B**), 

UY ~ B (die Aquivalenz: ,.H ist gleichwertig mit B*‘) 

| (die Negation: , nicht U**). 

c) Ist H (a) eine Formel*), welche die gebundene Zahlvariable x nicht ent- 
halt, so sind auch Formeln: 

(x) M(x) (,,Fiir alle Zahlen z gilt M (x)**), 

(EZ x) U(x) (,,Es gibt eine Zahl xz mit Y (x)*). 

d) Ist & (/*) eine Formel, welche die gebundene Funktionsvariable u* nicht 
enthalt, so sind auch Formeln: 

(u*) M (w") (,,Fiir alle Funktionen u* gilt & (u”)‘), 

(EZ u*) H (u") (,,Es gibt eine Funktion uw" mit & (u")*). 

e) Ist M(F"™) eine Formel, welche die gebundene Formelvariable U™ 
nicht enthilt, so sind auch Formeln: 

(U™) Y (U™) (,,Fiir alle Pridikate U™ gilt UY (U™")*‘), 

(Z U™) Y (U™) (,,Es gibt ein Pridikat U™ mit Y (U™")*). 

Wollen wir die Argumentstellen von F™ in Y (F™) zum Ausdruck bringen, 
so wahlen wir die ausfiihrlichere Schreibweise: 


Wass + 5 tye Base tn CP Gala, «2 <5 Bags Bey + « +» Mee 
Dann lautet die Formel mit dem Allizeichen 
(U™) Wass, «++, thay J a (U™ (u,, ee ey Um> v1; ee ey Xn)) 


und entsprechend die Formel mit dem Existenzzeichen. 
Mitteilungszeichen fiir Formeln: A,B, €, . . . 
7. Grundformeln gliedern sich in: 
I. Logische Grundformeln : 
1) Die identisch wahren Formeln der Aussagenlogik. 
2) Die Quantoren-Grundformeln 
a) fiir Zahlvariablen: 


(x) M(x) + UM (a) W (a) + (FE xz) &X (x) 
b) fiir Funktionsvariablen: 
(u™) M (w") + WM (f*) W(f") + (Eu) M (uw) 


c) fiir Formelvariablen: 
(Om™)a(U™) + U(P™) A(P™) + (-EU™A(O™ 


IT. Gleichheits-Grundformeln: 
#)a=a 
b)a=b + [MA (a) + H (d)] 
Cc) (x) eee (2) [f" (x, re Ly) - g” (2, e © 99 Xp)] ia [w (f") - BY (g")] 
III, Auswahl-Grundformel: 
(2)... (an) (ZB y) U(x,,..., 2m, y) > (EB wu") (24)... (am) W (a, ..-, tn, WA, -**, Zn) 


IV. 4-Grundformel: 
[Aay,- +55 t (2, - - -» %q)] (@y, - - +5 Qn) = t (Gy, . . -, Gn) 


*) Die Formel & (a) braucht @ nicht zu enthalten. Entsprechendes gilt fiir d) und e). 
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V. Mathematische Grundformeln, 


das sind gewisse, in beliebiger Weise festgelegte Formeln, welche das 
A-Symbol nicht enthalten. (Hierunter kénnen Axiome fiir Funktionen und 
Pridikate, weitere Auswahlaxiome, das Axiom der vollstandigen Induktion 
oder auch Axiome der transfiniten Induktion auftreten.) 


8. SchluBschemata sind: 


I. Grund-SchluBschema. 
uw 
a8 
bs) 
IT. Quantoren-SchluBschemata 


a) fiir Zahlvariablen: 














_& +8 (a) __ (a) +8 _ 
UW + (x) B (zx) (EZ z)U (xz) +B 
b) fiir Funktionsvariablen: . 
+B if) _ Uf) +B 
A + (u™) B (u”) (EZ u") H (u") +B 
c) fiir Formelvariablen: 
4+ B(r™) u(F"™) +B 
> (U™) B(U™) ( U™) 4 (U™) +B 


III. Einsetzungen 
a) fiir Zahlvariablen: 











A (a) 
UH (t) 
b) fiir Funktionsvariablen : 
a (f") 
H(i") 
c) fiir Formelvariablen: 
w,... + Mays Zin - + or Boy | ee (Uy, + + +» Wms Lay + + 5 Zn) 
- + op Wags Lay oo 0s Zn (8 (Uy, + + +» Ums Zip + + +» <n)) 


Zu den SchluBschematen II und III gehéren die Variablenbedingungen : 
Die freie Zahlvariable a bzw. die freie Funktionsvariable {* bzw. die freie 
Formelvariable ?™ darf in den betreffenden Oberformeln nur an den bezeich- 
neten Stellen auftreten. 

Ferner ist darauf zu achten, daB die Unterformeln ebenso wie die Ober- 
formeln tatsichlich Formeln darstellen. Dazu miissen die gebundenen, Va- 
riablen entsprechend gewahit werden, da8 keine Kollisionen entstehen. 

9: Herleitungen. Unter der ,,Herleitung einer Formel © verstehen wir eine 
endliche Folge von Formeln mit folgenden Eigenschaften: 

a) Jede Formel der Folge ist entweder eine Grundformel oder die Unter- 
formel eines Schlusses, dessen Oberformeln in der Folge vor det betreffenden 
Formel stehen. 

b) € ist die letzte Formel der Folge. 
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€ heiBt dann die ,,Endformel der Herleitung‘. Wir bezeichnen eine Formel 


als ,,herleitbar“‘, wenn es eine Herleitung gibt, in der diese Formel als End- 
formel auftritt. 


10. Unitétsformeln. 
a) Gegenstindliche Unitatsformel fiir eine Formel & (a) beziiglich a: 


(# x) (y) (M(y) ~ y = z]°) 

b) Funktionale Unitétsformel fiir eine Formel & (f") beziiglich /”: 
(EZ u™) (v”) [A (v") ~ o* = uw”). 

Dabei steht vo” = u” zur Abkiirzung fiir 


(x) . . - (Sq) [0* (ay, . . -» Zu) = 8% (2, . . -» Za) 
c) Prédikative Unititsformel fir eirie Formel Y (F"™) beziglich F™: 
(EU™) (V™) (U(V™) ~ V™ = U™) 
Dabei steht V™ ~ U™ fiir 
(065) « « < (thgn) (bq) . «- (Bia) [7 (ety, ..« -y Wargs Bay - 2 +p Seu) ~ O™ (es, ... 5 Mags yy ~~ 0p Sa) ] 
11. Erweiterung des Termbegriffs. Zu der unter 3a, b angegebenen Defi- 
nition fiir Terme fiigen wir hinzu: 


e) Tritt in einer Herleitung die gegenstéindliche Unititsformel fiir eine 
Formel & (a) beziiglich a auf, so gilt im weiteren Verlauf der Herleitung 


t, A (x) (,,diejenige Zahl zx, fiir die M(x) gilt**) 
als ein J'erm. 

Hierbei ist die gebundene Zahlvariable x so zu wihlen, daB keine Kollision 
mit schon in & (a) auftretenden gebundenen Zahlvariablen entsteht. Wir be- 
zeichnen einen solchen Term als ,,1-7’erm*‘ 

12. Erweiterung des Funktionalbegrifjs. Zu der Definition 4a, b fiir Funk- 
tionale fiigen wir hinzu: 

ce) Tritt in einer Herleitung die funktionale Unitétsformel fiir eine Formel 
& (f") beziiglich /" auf, so gilt im weiteren Verlauf der Herleitung 

ty, U (u) (,,diejenige Funktion w, fiir die YU (u) gilt*‘) 
als ein Funktional mit n Argumentstellen. 

Die gebundene Funktionsvariable u ist so zu wahlen, daB sie nicht schon 
in M (f") vorkommt. 4, % (u) bezeichnen wir als ,,:-Funktional*. 

Diese Erweiterung wirkt sich auf Grund der gekoppelten Definition fiir 
Terme und Funktionale zugleich in einer Erweiterung der Terme aus, ebenso 
wie die Erweiterung der Terme eine Erweiterung der Funktionale mit sich bringt. 

13. Erweiterung des Formelbegrifjs. Zu der Definition 6a fir Primformeln 
fiigen wir hinzu: 

Tritt in einer Herleitung die priidikative Unitétsformel fiir eine Formel 
U(P"™) beziiglich F"™ auf, sind f,, .. .,7,, Funktionale und t,, 
so gilt im weiteren Verlauf der Herleitung 


[eg MH (W)] (Fys- « «> Fans ts » « «> te) 


. «+, tn Terme, 


als eine Primformel, 


5) Diese Formel ist gleichwertig mit den beiden Formeln (Z x) U (x) und (x) (y) (W(x) A 


‘ YW (») + x = y). Entsprechendes gilt fiir die funktionale und die pridikative Unitats- 
lorme!l. 
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Dabei soll U nicht in &(F"™) vorkommen. Wir bezeichnen ty YU (UV) als 
ein ,,t-Prddikat*. 

Die weitere Definition der Formeln bleibt mit dem Wortlaut von 6b—e 
bestehen. Durch die Erweiterung der Terme, Funktionale und Primformeln 
erweitert sich entsprechend der Formelbegriff. 

14. Erweiterung der SchluBschemata. Zu den unter 8 aufgefiihrten SchluB- 
schematen I-III fiigen wir hinzu: 


IV. t-Schliisse®) 
a) fiir .-Terme: 
(E =) (y) (M (y) ~ y = 2] 
(y) (Aly) ~ y = 42 WM (z)) 
b) fiir .-Funktionale: 
(EZ u) (v) (UA (v) ~ v =u] 
(v) [A (ve) ~ v = 4 A (u)) 





c) fiir «-Pridikate: 
(ZU) (V)(“(V) ~ V = U} 


(V) [(M(V)~ V = ep A (0)) 

Die Variablén u, v bei b) und U, V bei c) sollen jeweils gleiche Anzah! von 
Argumentstellen haben. 

15. Herleitungen des erweiterten Kodifikats. Die mathematischen Grund- 
formein sollen keine «-Symbole enthalten. Auf die iibrigen Grundformeln 
und auf alle SchluBschemata soll der erweiterte Term-, Funktional- und 
Formelbegriff angewandt werden. Unter dieser Erweiterung und mit Hinzu- 
nahme der :-Schliisse bleibt die Definition der Herleitung fiir das erweiterte 
Kodifikat mit dem Wortlaut von 9 bestehen. 


§ 2. Ersetzungen der A- und :-Symbole. 


Pevor wir zu den Ersetzungen kommen, welche zur Elimination der 4- und 
t-Symbole fiihren, haben wir noch einige Begriffe einzufiihren. 

1. Riimpfe. Werden in Termen, Funktionalen oder Formeln einzelne oder 
alle darin auftretenden freien Variablen durch entsprechende gebundene Va- 
riablen ersetzt, so sprechen wir von ,,7'erm-Riimpfen‘, ,,Funktional-Riimpfen“‘ 
bzw. ,,Formel-Riimpfen‘‘. (Diese Bezeichnung soll auch gelten, wenn keine 
solche Ersetzungen stattgefunden haben.) 

Die herbei eingefiihrten gebundenen Variablen, welche nicht innerhalb des 
Rumpfes durch Quantoren, A- oder 1-Symbole abgebunden sind, bezeichnen 
wir als die ,,offenen Variablen‘‘ der betreffenden Riimpfe. Ersetzen wir die 
offenen Variablen eines Rumpfes durch entsprechende freie Variablen’), so 
erhalten wir einen zu dem Rumpf ,,zugehdrigen Term‘, ein ,,zugehdriges Funk- 
tional‘ bzw. eine ,,zugehérige Formel*‘. 

Mitteilungszeichen fiir Term-Riimpfe: 1, , 3; fiir Funktional-Riimpfe: u, 
bv, w; fiir Formel-Riimpfe: 8, O, R, u, BV, BW. 


*) Die Oberformeln dieser Schliisse sind die entsprechenden Unitatsformeln. Die 
Unterformeln sind gleichwertig mit YW (¢z UW (x)), W (tu U (u)) bzw. A (eg U(U)). Die hier 
gewahlten Unterformeln haben fiir unser Eliminationsverfahren den Vorzug, daB die Aus- 
driicke «,U (x), %U(u), «7p A(U) in diesen Formeln niemals von weiteren «-Symbolen 
beherrscht werden. 

) Diese freien Variablen sollen von den iibrigen freien Variablen des betreffenden 
Rumpfes verschieden sein, und es sollen verschiedene offene Variablen durch verschiedene 
freie Variablen ersetzt werden. 
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Riimpfe, welche als auBerstes Zeichen ein 1-Symbol haben, nennen wir 
,,t-Riimpfe“‘, und zwar unterscheiden wir ,,gegensténdliche, ,,funktionale“« und 
,,pradikative’ «-Riimpfe*). 

Treten in einer Herleitung ¢-Riimpfe auf, so enthilt die Herleitung auf 
Grund der Bestimmungen fiir den Gebrauch der «-Symbole vorhergehend die 
Unitatsformeln fiir die zugehérigen «-Terme, «-Funktionale bzw. ¢-Pridikate, 
oder diese Unititsformeln sind durch Einsetzungen aus vorhergehenden 
Formeln zu erhalten. 

Funktional-Riimpfe, welche, als auBerstes Zeichen ein 1-Symbol enthalten, 
nennen wir ,,A-Riimpfe‘‘. 

2. Komponenten einer Formel. Ein Formel-Rumpf, aus dem eine Formel 
(eventuell in Verbindung mit anderen Formel-Riimpfen) mit Hilfe logischer 
Zeichen (ohne A- und 1-Symbol) aufgebaut ist, wird als ,,Komponente der 
Formel* bezeichnet. 

Diejenigen Komponenten einer Formel, deren zugehérige Formeln Prim- 
formeln sind, nennen wir die ,,Primkomponenten der Formel‘‘. Diese sind fiir 
jede Formel eindeutig bestimmt. 

Die Primkomponenten haben die Formen: 


a) BP" (uy, . . ., Ums Ey» - + +» En); 
b) [ey U(U)] (uy, . . «, Un» Eye - + «> En): 
Dabei sind die u,,..., u, Funktional-Riimpfe und die 14,, ..., 1, Term- 


Riimpfe. %™ ist ein Pridikat, eine freie oder gebundene Formelvariable, Ul (U) 
ein Formel-Rumpf. 


3. Ersetzbarkeit des }-Symbols. In dem erweiterten Kodifikat kann das 
A-Symbol mit Hilfe des :-Symbols fiir Funktionale ersetzt werden, und zwar 
durch die explizite Definition, daB das A-Funktional 


Ae, . 14% t (Zs + - +» Zp) 
das 1-Funktional 
bs, (Z,) . - - (Xm) [06 (24, . . .. Zu) = t (ay, .. ., Zp] 


bedeuten soll. Dazu haben wir zunichst nachzuweisen, daB die funktionale 
Unitatsformel fiir 


(x) . . . (2m) [f* (2, . . -» Sn) = t (2%, . . ., Za)] 


beziiglich /" herleitbar ist. Wir gewinnen sie folgendermaBen: 
Aus der Gleichheits-Grundformel 


t (a, . . ., Qn) = t (a), . . ., An) 
folgt mit Hilfe einer Quantoren-Grundformel 
(Ey) (y =t (aq, .-.., aa)] 
und nach Quantorenschliissen 
(x,).. . (an) (Ey) [y =t (ay, . - .» 2n)]. 
Durch eine Auswahl-Grundformel erhalten wir hieraus 
(E u™) (2) . . . (%,) [u" (2, .--, %) = t (a, .. ., Z))- 
*) Die pradikativen «-Riimpfe sind keine Forme!-Riimpfe, sondern Pradikaten-Riimpfe. 


Sie entstehen aus ¢-Pradikaten, wenn darin freie Variablen durch gebundene Variablen 
ersetzt werden. 
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Aus Gleichheits-Grundformeln ergibt sich auf logischem Wege*) 
{ (w”) {(2,) .. . (an) [u* (a, ..., Mn) = t (2y,..., tn)] > 
(v™) [(2) ... (am) [v* (4, ..-, In) = t (ay, ..., ta) ] ~ vo” = u”}}. 
Aus den letzten beiden Formeln ist schlieBlich mit logischen Mitteln®) die 
verlangte Unitatsformel 
(EZ u™) (u™) {(x,) . . . (an) [v® (a4, .. -, tn) = t (2, .. ., tn)] ~ v* = U"} 
zu erhalten. Die angegebene Ersetzung der 2-Funktionale durch 1-Funktionale 
verst6Bt also nicht gegen die Bestimmungen fiir den Gebrauch der 1-Symbole. 
Wir haben nur bei derartigen Ersetzungen in einer Herleitung immer die ent- 
sprechenden Unitatsformeln vorauszuschicken. 
Bei dieser Ersetzung gehen die A-Grundfermeln iiber ‘in 
{ bg, (2) . . - (Mm) [06 (Hq, . . -» Mq) = £24, . . -» Za) ]} (GQ, ~. -» On) = t (,, . . -, An). 
Diese k6nnen wir in folgender Weise herleiten. Auf Grund der hergeleiteten 
Unitatsformel wenden wir einen funktionalen 1-Schlu8® an, und wir erhalten 
(ve) { (4) ~~ - (yn) [U (yy, ~~ > Yn) = t (yy, ~- + Yn) ~ 
U = ty (4)... (Xn) [ue (%,..., Tn) = t (2, ..., Xn))}. 
Ferner folgt aus der Unitatsformel 
(EB v) (yy) - - - (Ym) [0 (Yas - «> Yn) = t (Ya, + +» Yn))- 
Aus den letzten beiden Formeln ergibt sich 
(Ev) {(y) .- - (yn) [0 (yy, - + Yn) = t (HY, ~~ +» Yn)] 
Av = t, (2)... (am) [tu (2%, ..-, Mn) = t (%, .. -, La)]} 
und hieraus mit Gleichheits-Grundformeln und logischen Mitteln 


{ae ae 


{ ty (2) -- - (2m) [u (ay, -- -, Mn) = t (ay, - - -» tn) ]} (Ys, - - -» Yn}, 
woraus schlieBlich die verlangte Formel 
{ ty (%) ~~. (2m) [w (ay, .. », Un) = t (ay, . . -, Mn)]} (Q, - - -, An) = t (ay, . . ., Qn) 


zu gewinnen ist. Damit sind die Ersetzungen der A-Grundformeln hergeleitet. 

Auf Grund dieser Eliminierbarkeit scheiden wir das A-Symbol aus unserem 
Kodifikat aus, wobei auch die A-Grundformeln fortfallen. Wir betrachten also 
im folgenden nur Formeln, welche das 4-Symbol nicht enthalten. 

Es ist zu beachten, daB bei dieser Elimination des 4-Symbols die Auswahl- 
Grundformeln herangezogen wurden. 

4. Aufere 1-Riimpfe. Ist ein :-Rumpf in einem Formel-Rumpf enthalten, 
und wird keine offene Variable des .-Rumpfes innerhalb des Formel-Rumpfes 
abgebunden, so bezeichnen wir den :-Rumpf als einen ,,a@uBeren 1-Rumpf< des 
betreffenden Formel-Rumpfes. In einer zu dem Formel-Rumpf zugehérigen 
Formel wird aus dem auBeren 1-Rumpf ein 1-Term, ¢-Funktional bzw. -Pra- 
dikat. 

5. Der t-Grad. Unter dem ,,Grad eines 1-Rumpfes‘‘ verstehen wir die Anzahl 
der «-Symbole, die in dem 1-Rumpf auftreten. Der héchste Grad aller in 
einer Formel enthaltenen :-Riimpfe wird als ,,1-Grad*‘ der Formel bezeichnet. 


*) Das heiBt, mit Hilfe der logischen Grundformeln, Grundschliisse, Quantorenschliisse 
und Einsetzungen. 
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Einen :-Rumpf, der den héchsten Grad aller in einer Herleitung auf- 
tretenden :-Riimpfe besitzt, nennen wir ,,mazimal‘‘. In den Primkomponenten 
ist jeder maximale :-Rumpf ein duBerer :-Rumpf. 

6. Ersatzkomponenten. Eine Formel mége als Komponente den Formel- 
Rumpf © besitzen. Wir bezeichnen mit 5 eine Reihe 


iy, U, (U,),.-., tv, u, (U,), tu, ®B, (u,),..., tu, B, (u,), tz, BW, (z%),---, tz, B, (2) 


von duBeren «:-Riimpfen, die in © auftreten. DemgemiB schreiben wir © (5) 
fiir ©. Die Variablenreihe 


ee =a + ey - 
welche mit ihren Argumentstellen der 3-Reihe entspricht, bezeichnen wir 
mit X, die Konjunktion 
0, (O,)A..-AU,(U,) AB, (ua) A... AB, (us) AB, (2) A. . «AB (24) 
mit 
R (%), 
die Folge aller Existenzzeichen fiir die Variablen aus X mit (ZF X%) und die Folge 
aller Allzeichen fiir die Variablen aus X mit (2). 


Dann definieren wir fiir die Komponente © (3) als ,,Ersatzkomponente 
1. Art‘ den Formel-Rumpf 


(EZ %) (R(X) AD (2) 
und als ,,Ersatzkomponente 2. Art‘ den Formel-Rumpf 
(Z) (R(X) > O (%)). 

Dabei sollen die Variablen von % in der Formel, deren Komponente © (3) 
ist, tiberhaupt nicht vorkommen. 

7. Die Unitétstormeln der Ersatzkomponenten. Die in der Konjunktion ® (2) 
zusammengefaBten Formel-Riimpfe bezeichnen wir als die ,,Vorderglieder der 
Ersaizkomponente“‘. Die zugehérige Formel R* () ist eine Konjunktion 

Ul(F)A..-A UP (F,) ABI (ADA. - -A RP (Ff) ABT (a) A. . - AB? (a). 


Auf Grund der Bestimmungen fiir den Gebrauch der :-Symbole sind die Uni- 
tatsformeln 


(EZ U,) (V,) (UZ (Vi) ~ Vi = Ui) (§ =1,...,7r) 
(EZ u,) (%;) (BP (vy) ~ 4 = uy] (¢ =1,...,8) 
(EZ x) (y:) (Bi (y)~ x = x) (j= 1,...,#) 


in der Herleitung vorhanden bzw. durch Einsetzungen zu erhalten. Diese 
Unitatsformeln kénnen wir zusammenfassen zu einer ,, UU nitdtsformel fiir R* (§)“: 


(E &) (Y) (R* (Y) ~ Y = Z). 


Dabei bedeutet 9) eine entsprechende Variablenreihe 


a, oO a 


wie %, welche keine in §i* (X) auftretenden Variablen enthalt; und 2} > Z 
steht fiir die Konjunktion 


V,@U,A...AV, 2% U,AneuyA...Av,=uAy = 4A+--Ay=%. 
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8. t-Ersetzungen. Der Austausch einer Formel-Komponente gegen eine ent- 
sprechende Ersatzkomponente stellt eine ,,:-Ersetzung‘‘ dar. Handelt es sich 
bei den Formel-Komponenten um Primkomponenten, so sprechen wir von 
einer ,,Prim-Ersetzung‘‘, andernfalls von einer ,,iibergreifenden Ersetzung‘. 


: § 3. Uberfiihrungen von :-Ersetzungen. 


1. Uberfiihrbare Formeln. Wir sagen, daB zwei Formeln & und 8 ineinander 
, tiberfiihrbar“‘ sind (oder auch, daB & in B iiberfiihrbar ist), wenn die Formel 


A~B 


herleitbar ist. In diesem Falle laBt sich eine Herleitung, welche die Formel Y 
enthalt, so erginzen, daB sie auch $ enthalt. Eine solche erganzende Her- 
leitung, welche von & zu % fiihrt, nennen wir eine ,, Uberfiihrurg von YU in B*. 

2. Der Uberfiihrungs-Satz. Zum Nachweis der Uberfiihrbarkeit werden wir 
haufig folgenden , Uberfiihrungs- Satz‘ anzuwenden haben: 


Eine Formel © (U1) mége den Formel-Rumpf U als Komponente enthalten. 
B set ein Formel-Rumpf{ mit denselben offenen Variablen, wie in Ul auftreten. 
Sind dann dre zu U und B zugehérigen Formeln U* und B* ineinander iiberfiihr- 
bar, so ist auch © (U1) in € (B) tiberfiihrbar. Zu dieser Uberfiihrung werden keine 
t- ry y hiheren Grades bendtigt, als in der Uberfiihrung von U* in B* und in 

€ (Ul), € (VB) auftreten. 

Der Beweis fiir diesen Satz ergibt sich aus der Tatsache, daB sich Her- 

leitungen von Formeln 


X~B, Al@)~Va), Af~Bif), A(F)~B(F) 


mit logischen Mitteln weiterfihren lassen zu 


(A + D) ~ (B+ D) (2 + X) ~ (DB + B) 
(AAD) ~ (BAD) (DA A) ~ (DAB) 
(AV D) ~ (BV D) (DV A) ~ (DV B) 
(A ~ D) ~ (B ~ D) (D ~ A) ~ (DB ~B) 
A~B 
(x) U(x) ~ (x) B (2) (E x) U (x) ~ (E x) B (2) 
(u) A (u) ~ (u)B(u) - (Hu) A(u) ~ (Zu) B (u) 


(U)4%(U) ~ (U) B (U) (£U)U(U) ~ (E U) B (U) 


Hiernach la8t sich aus der Uberfiihrung der Komponenten-Formeln 1l* und 
B* von € (Ul) bzw. € (B) successive die Uberfiihrung der ganzen Formeln 
in der verlangten Weise entwickeln. 

3. Der Aquivalenz-Satz. Wir bezeichnen die den Gleichheits-Grundformeln 
entsprechende Formel 

FxG + (U(F)~ A (@)) 
ls ,, Aquivalenzformel fiir U(F)“. Fir diese gilt der ,, Aquivalenz-Satz“: 

Die Aquivalenzformel fiir eine Formel U (F) ist eine herleithare Formel, zu 
deren Herleitung keine 1-Riimpfe héheren Grades gebraucht werden, als in U (F) 
und den Herleitungen der zugehérigen Unitatsformeln auftreten. 

Diesen Satz haben wir zunichst zu beweisen. Auf Grund derselben Uber- 
legung, mit der wir den Uberfiihrungs-Satz begriindet haben, erkennt man, 
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daB der Aquivalenz-Satz fiir beliebige Formeln aus dem fiir Primformeln 
gefolgert werden kann. Es geniigt also, den Aquivalenz-Satz fiir 


Fa=G@ + [B(F) ~ $$ (@)) 
nachzuweisen, wo § (fF) eine Primformel ist. 

Die Herleitung ist trivial, wenn F gar nicht in § (F) auftritt. Andernfalls 
ist eine solche Aquivalenzformel, wenn sie keine :-Symbole enthalt, von der 
Gestalt 

ye as GO > TP EL, - « 29 Tone bap + «a. tn) ~ ™ GG, « « 05 Fess bes © © <0 Sead 
Diese Forme] ist auf einfache Weise herleitbar, da ja F™ = G™ fiir 
(065) - . - (Weg) (2q) . - . (am) [FP (00g, . . .5 Maggs Lys ~~ 2p Su) ~ G™ (005, . . .5 Maggy May ++ +» Zu) ] 


steht. Somit gilt der Aquivalenzsatz fiir Formeln ohne ¢-Symbole. 
Wir nehmen an, der Aquivalenzsatz sei fiir Formeln von geringerem :-Grad 
als p bewiesen, und wollen ihn dann fiir Formeln vom :-Grad p beweisen. 
Die Aquivatenzformeln fiir Primformeln vom :-Grad p sind von den Formen 


(a) F = G + [O™ (f, (PF), .. ., fm (F)s ty (F)s - - «te (F)) 
~ Bm (j, (G), . - «5 fm (@), ty (@), - - -, tn (@)] 
(b) “~ > [H™ (f, (F), «+> fm (F), th (PF), - te PD) 
~ H™ (f, (G), . «5 fm (0), ty (@), . . -» ty (@))] 
(c) F=aG + [F™ (f, (PF), «+» fm (PF), t (FP), - - - tn (F)) 
~ Gm (fy (@), ety fm (@), ), t (@), . «stn (@))} 
(a) F =@ + {{ty © (U, F)] (, (PF), -- - (PF) ,t,, (F), . . «te (F)) 
~ [tr € (U, @)] CF, (G), « - «> Fan (G) t, (G), - - -» te (G))}. 


Die Formeln (a) und (b) ergeben sich mit Hilfe von Gleichheits-Grundformeln 
aus Formeln der Gestalt 

(a*) Fx=G-+t(F) =t(@), 

(b*) FaG@+f(F)=f(@. 


Fiir (c) ist zu beachten, daB aus der Bedeutung von F ~ G die Herleitbarkeit 
von 


F ~G + (P™ (§, (FP), ..., fm (F), ty (F), - - tn (F)) 
~ Om (f (P), «fn (F ), t, (FP), . . ., ta (F))] 


zu ersehen ist, wonach die Formel (c) auf den Fall (b) zuriickgefiihrt werden 
kann. 

Da F in f (F) und t (F) nur innerhalb von :-Termen und 1-Funktionalen 
auftreten kann, ergeben sich (a*), (b*) mit Hilfe von Gleichheits-Grundformeln 
aus Formeln 

[a] FG > 4,4 (x, F) = 1, UX (2, G) 
[b] F=G@ + 4,8 (u, F) = 4,8 (u, @) 

Gleichheits-Grundformeln und die Formeln (a*), (b*) liefern schlieBlich 

auch die Formel (d), wenn noch die Formel 


[ec] FaG + wy (U, FP) = tp E(U, G) 
hergeleitet ist. 
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Es brauchen also nur noch die Formeln [a], [b], [c] nach den Bedingungen 
des Aquivalenzsatzes hergeleitet zu werden. 
Zu diesem Zweck gehen wir aus von den Aquivalenzformeln 


FxzG- [MW (a, F) ~ U (a, G)], 
FxG-— [8 (j, F)~8 (f, @], 
F =G + (€(H,F)~€ (H, @)], 


wo a, f, H sonst nicht vorkommende freie Variablen sind Diese Formeln 
haben einen t-Grad unter p, sind also nach Induktionsvoraussetzung im Sinne 
des Aquivalenzsatzes herleitbar. Daraus gewinnen wir 


FG + (y)(U(y,F) ~ Aly, )), 
F =G -+ (v)(B(v, F) ~ B(v, G)], 
F = G + (V) [€(V, F) ~ €(V, G)}. 


Die Unitatsformeln, welche ja fiir [a], [b], [c] vorliegen sollen, liefern 


(Ey) %(y, F), (Ev) B (v, F), (EV) €(V, F). 
Aus den letzten und vorletzten Formeln folgt 


F=uG@-+ (Ey) (U(y,F) A Uy, @)), 
FxG@- (Ev) (B(v,F) AB (v, G)), 
Fx=G- (E V)[(€(V,F) A €(V, @)). 
Diese Formeln ergeben in Verbindung mit den Formeln 
(y) (Uy, F) +> y =1,U(z, FY}, (y) Uly, > y 
(v) (Be, F) + vo =, Blu, F)j, (ve) (Blv, G+ v 
(V)(C(V,F) + VeipE(U,F)), (V)(C(V,G)+ V 
welche von :-Schliissen herriihren, die Formeln 


FouG- (E y)([y 2M (x, F)Ay = 4,4 (x, @)], 
FHeG- (Ev) (ve =4, B(u, F)Av =14,8 (u, G)], 
FG (EV)(V = ig €(0,F)AV = tg E(U, G@)) 
und mit Hilfe von Gleichheits-Grundformeln die Formeln [a], [b], [c]. Damit 
ist der Aquivalenzsatz durch vollstandige Induktion bewiesen. 
4. Herleitbarkeit der «-Ersetzungen. Es bezeichne wieder 3 eine Reihe 
auBerer ¢-Riimpfe, welche in einer Formel-Komponente © (9) auftreten. Eine 


zugehérige Formel dieser Komponente sei )* (3*). Dann laéBt sich folgendes 
herleiten. 


Aus 3* = 9* ergibt sich 
O* (5*) + (B* ~ B* A O* (3*)] 


= ty W (x, G)), 
t, B (u, G)), 
tv € (U, G)), 


Il 


v 


und weiter 
O* (B*) + (ZY) (Y ~ S* A\O* (Y)]. 

Ferner erhalt man mittels Gleichheits-Grundformeln und Aquivalenzformeln 

die Formel 

& = BFA O* (§) + O* (S*) 

und daraus 
(EY) (Y ~ S*AO* (Y)] + O* (S*). 


Mathematische Annalen, 123, 12 
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Es ist also O* (3*) iiberfiihrbar in 
(EQ) (Y ~ S*AD* (Y)). 


(EZ X) (Y) (R* (DY) ~ Y= FX) 


zusammengefaBten Unitatsformeln fiihren wir :-Schliisse aus, deren Ergebnis 
sich zusammenfassen laBt zu 


(D) (R* (Y) ~ Y ~ B*). 
Hiernach ist * (3*) weiter iiberfiihrbar in 
(EY) (R* (Y) AD* (Y)]. 


Dies ist eine zur Ersatzkomponente 1. Art zugehérige Formel. Wenden wir 
nun den Uberfiihrungs-Satz an, so ergibt sich: 

Eine an einer Formel U ausgefiihrte 1-Ersetzung 1. Art ist aus der Formel Y 
und ihren Unitédtsformeln hericitbar, wobei keine 1-Riimpfe hiheren Grades ge- 
braucht werden, als in U und den Herleitungen der zugehérigen Unitdtsformeln 
auftreten. 

Wir bezeichnen diese Tatsache als ,,Herleitbarkeit der 1-Ersetzungen“. 

5. Umwandlungen der «-Ersetzungen. Um die Uberfiihrbarkeit der ¢-Er- 
setzungen 1. und 2. Art zu zeigen, gehen wir von einer Ersatzkomponente 
1. Art aus. Eine zugehérige Formel derselben sei 


(EZ X) [R* (X) AQ* (%)]. 
Die Zusammenfassung der Unitatsformeln laute 


(E X) (Y) (R* (Y) ~ Y = 2X). 


Auf Grund der in 


Hieraus erhalt man 
{ (ED) [R* (Y)AD* (Y)] — 
(EX) ((E Y) (R* (Y)AQ* (YAY = XIA(B) [R* (8) + B = ¥)} 
und weiterhin unter Benutzung von Gleichheits-Grundformeln 
(EY) (R* (Y)AQ* (Y)] + (ZY) R* (Y)AL* (Y) A(B) [R* (3) > 3 ~ Y} 
und 
(EZ X) (R* (X)AL* (X)] + (LY) (ZX) [R* (XZ) + FX ~ YPAD* (Y)). 
Gleichheits-Grundformeln und Aquivalenzformeln liefern schlieBlich 
(EB X) [R* (X)\Q* (X)) + (X) [R* (X) + O* (%)). 
Umgekehrt ergibt sich mit Hilfe der Unitatsformeln zunichst 
(D) (R* (DY) + L* (Y)] + (EX) MM* (¥)A(Y) [R* (DY) — OF (MD 
und weiterhin 


(%) [R* (X) + Q* (X)] + (# X) [R* (X)AQ* (%)). 


Die zugehérigen Formeln der Ersatzkomponenten 1. und 2. Art sind also 
ineinander iiberfihrbar. Auf Grund des Uberfiihrungs-Satzes gilt somit: 

Sind U,, U, «-Ersetzungen 1. bzw. 2. Art einer Formel U, so sind U, und A, 
ineinander iiberfiihrbar, wobei keine t-Riimpfe héheren Grades gebraucht werden, 
als in U,, A, und den Herleitungen der Unitatsformeln von U auftreten. 
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Wesentlich ist, daB hierbei nicht die «-Riimpfe von & selbst bendtigt 
werden, sondern nur die von %,, &, und den Herleitungen der Unitatsformeln. 
6. Auflésung iibergreifender Ersetzungen. Zur Ersatzkomponente einer iiber- 
greifenden Ersetzung sei 
(E X) [R* (X) A O* (%)] 
eine zugehérige Formel. 

Da es sich’um eine iibergreifende Ersetzung bandein soll, ist O* (Z%) mit 
Hilfe logischer Symbole aus einfacheren Formel-Rampfen aufgebaut; und 
zwar kénnen wir alle Méglichkeiten durch Uberfithrungen darauf zuriick- 
fihren, daB * (2%) gleich einem der folgenden fiinf Formel-Riintpfe ist!*): 


a) OF (%)VOQI(Z) —c) (Ez) OF (, 2) 
b) Of (%) d) (Z u) Of (2, u) 
e) (Z U) Of (%, U) 
Wir zeigen, daB die zur Ersatzkomponente zugehérige Formel in jedem 
Falle in die entsprechende Formel, in der die betrachteten logischen Zeichen 


nach auBen geriickt sind, iiberfiihrbar ist. 
a) Die Formel 


(E &) {R* (X) A [QT (%) V OF (%)}} 
ist mit logischen Grundformeln und Schliissen iiberfiihrbar in 
(EZ 2X) (R* (%) ADT (X))V LE 2) [R* (X) AQS (2)). 
b) Die Formel 
(E ) (R* (XZ) AQ (2)) 
ist zunichst iiberfiihrbar in 
(%) (R* (2X) + QF (2)), 


woraus sich unter Umwandlung der Ersatzkomponente 2. Art in eine Ersatz- 
komponente 1. Art die Uberfiihrang in 


(E %) [R* (%) \Q4 (2) 
ergibt. 

c) Mit logischen Mitteln ist die Formel 

(E &) (R* (X)A(E x) OF (¥, z)] 
iiberfiihrbar in 
(E x) (E &) (R* (X) AQT (Z, z)). 

Entsprechendes gilt fiir d) und e). 

Die fortgesetzte Anwendung dieser Uberfiihrungen fihrt zu einer voll- 
stiindigen Auflésung der iibergreifenden Ersetzung. Auf Grund des Uber- 
fiihrungs-Satzes gilt also: 

Jede iibergreifende Ersetzung laBt sich in Prim-Ersetzungen iiberfiihren, wo- 
bei keine 1-Riimpfe héheren Grades gebraucht werden, als in der betreffenden 
Formel und den Herleitungen ihrer Unitétsformeln auftreten. 

7. Zusammenziehung der Ersatzkomponenten. Es sei wieder 

(EZ ®) (MR (X)AQ (%)) 
10) Auf /, , (#2), (Zu), (Z U) lassen sich alle logischen Operationen zuriickfiihren 


mittels der Aquivalenzen (A + 8) ~ UW y B, (A/\ B) ~ Hy a, U~B)~GHVBy 
V AV B), (x) (zx) ~ (Ez) T(z) usw. 
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eine Ersatzkomponente |. Art und 
(E &) (R* (X) AQ* (X)] 


eine zugehérige Formel. Wir nennen sie ,,normal‘‘, wenn unter den Kon- 
junktionsgliedern 


U, (U,), . . -. Up (U,), By (uy), - - -, By (Us), Wy (2), - - - We (2) 


von ® (X) keine Ubereinstimmungen zwischen U; (U) und U, (U) bzw. &; (u) 
und &B, (u) bzw. BW; (x) und WW, (x) fiir verschiedene i, k bestehen. 

Treten dagegen solche Ubereinstimmungen auf, so bilden wir aus % eine 
verkiirzte Variablenreihe X,, indem fir iibereinstimmende Riimpfe auch iiber- 
einstimmende Variablen benutzt werden. Dann gilt 


(X) [R* (X) + R* (X,)]. 
Aus der zusammengefaBten Unitatsformel 
(E &) (Y) (R* (Y) ~ Y = ¥] 

folgt nunmehr 

(EZ X) {R* (X)AR* (XJ AX, > XA(Y) [R* (Y) ~ Y = XJ}. 
Unter Anwendung von Gleichheits-Grundformeln ergibt sich daraus 

(EZ Xo) {R* (X,) A(Y) [R* (Y) + Y = XI}. 
Hiermit erhalten wir 
(ED) (R* (YD)PAQ* (Y)] + (EZ Xq) {M* (HX) A(Z Y) [R* (Y) AQ* (Y) AY—Xp}}. 
Gleichheits-Grundformeln und Aquivalenzformeln liefern schlieBlich 
(EZ X) [R* (X) AQ* (X)] + (B Fy) [(R* (X_) \LQ* (¥)o). 

Da auch die Umkehrung hiervon gilt, ergibt sich nach dem Uberfiihrungs- 
Satz: 

Unter Identifizierung entsprechender Variablen laBt sich jede Ersatzkompo- 
nente I. Art in eine normale Ersatzkomponente iiberfiihren, und zwar ohne Be- 
nutzung von t-Riimpfen héheren Grades, als in der betreffenden Formel und den 
Herleitungen ihrer Unitdtsformeln auftreten. 


»: +a * . . . 
Eine solche Uberfiihrung bezeichnen wir als ,,Zusammenziehung der Ersatz- 
komponenten**. 


§ 4. Beweis des Eliminationssatzes. 


1. Der Eliminationssatz. Zum Nachweis, daB jede herleitbare Formel, 
welche ktine «-Symbole enthilt, auch ohne Benutzung von 1-Symbolen her- 
geleitet werden kann, beweisen wir den allgemeineren ,,Eliminationssatz“ : 

Jede Herleitung laBt sich so.umformen, daB alle darin auftretenden Formeln 


héchstens den t-Grad der Endformel besitzen. 


2. Anlage des Beweises. Den Beweis des Eliminationssatzes fiihren wir 


durch Induktion nach der Lange der Herleitung. 

Fiir Herleitungen mit einer einzigen Formel ist der Satz trivial. 

Wir nehmen nun an, es sei die Herleitung einer Formel € vom :-Grad p 
gegeben, und der Satz mége fiir alle Anfangsstiicke der Herleitung gelten, 
welche nicht bis zu € fiihren. Wir haben zu beweisen, daB der Satz dann 
auch fiir die ganze Herleitung bis € gilt. 
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Den maximalen :-Grad aller Formeln der Herleitung wollen wir mit ¢ 
bezeichnen. 

3. Anwendung der Induktionsvoraussetzung. Die Induktionsvoraussetzung 
ziehen wir nur zu folgender Uberlegung heran. 

Die Unitatsformeln welche zu den einzelnen 1-Riimpfen der Herleitung 
gehéren, haben einen geringeren 1-Grad als g. Da diese Unitatsformeln in der 
Herleitung vof € auftreten, kénnen wir nach Induktionsvoraussetzung die 
Herleitungen dieser Unitatsformeln so abwandeln, daB sie ebenfalls nur Formeln 
von geringerem -Grad als g enthalten. 

Diese Tatsache haben wir bei der Anwendung der Ergebnisse des vorigen 
Paragraphen zu benutzen. Es handelt sich dabei um 

I. den Aquivalenzsatz, 

II. die Herleitbarkeit der :-Ersetzungen, 

Ill. die Umwandlung der :-Ersetzungen, 

IV. die Auflésung iithergreifender Ersetzungen, 

V. die Zusammenziehung der Ersatzkomponenten. 

Die hierzu angegebenen Herleitungen und Uberfiihrungen sind nunmehr 
mit Formeln von kleinerem :-Grad als gq méglich, sofern die betreffenden 
Ausgangs- und Endformeln kleinere :-Grade als g haben und nur :-Riimpfe, 
welche unserer Herleitung von € angehéren, enthalten. 

4. Das Ersetzwngsverfahren. Ist p = q, so gilt der Eliminationssatz von 
vornherein fiir die ganze Herleitung von €. Es bleibt also der Fall p < q zu 
behandeln. 

In diesem Falle fiihren wir eine vollstaindige normale Prim-Ersetzung fiir 
alle maximalen :-Riimpfe durch. D.h. wir ersetzen jede Primkomponente 
¥ (3), in der 3 die vollsténdige Reihe aller maximalen :-Riimpfe dieser Prim- 
komponente bezeichnet, durch die Ersatzkomponente 1. Art 

(EB X) (R(X) AP (®)) 

Diese Ersatzkomponente soll normal sein, d. h. die $-Reihe soll nicht einzelne 
t-Riimpfe mehrfach enthalten. Dann ist diese Ersetzung eindeutig bis auf die 
Reihenfolge der Konjunktionsglieder von  (%) und die Benennung der ge- 
bundenen Variablen von X (welche natiirlich so zu wahlen sind, daB keine 
Kollisionen entstehen). Es besteht also Eindeutigkeit im Sinne der Uberfiihr- 
barkeit (ohne Verwendung von :-Riimpfen, welche nicht in der Ersatzformel 
auftreten). 

Diese Ersetzung der maximalen :-Riimpfe ist deshalb méglich, weil alle 
maximalen :-Riimpfe in den Primkomponenten als auBere :-Riimpfe auf- 
treten. 

5. Die Ersatzherleitung. Bei den Ersetzungen bleiben die mathematischen 
Grundformeln, welche ja keine 1«-Symbole enthalten, unverindert. Auch auf 
die Endformel €, in der keine maximalen :-Riimpfe auftreten, findet das Er- 
setzungsverfahren keine Anwendung. 

Aus der Tatsache, daB die Ersetzungen an den Primkomponenten, also 
unterhalb der logischen Zeichen vorgenommen werden, ist zu ersehen: Alle 
Grundformeln unseres Kodifikats gehen durch die Ersetzungen wieder in 
Grundformeln iiber. Ebenso behalten alle Grundschliisse und Quantoren- 
schliisse ihren Charakter. 

Damit wir nach den Ersetzungen wiederum eine Herleitung bekommen, 
und zwar eine Herleitung, in der nur 1-Riimpfe von geringerem Grad als q 
auftreten, haben wir also nur noch zd zeigen: 
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Soweit die Einsetzungen und .-Schliisse der Herleitung durch die Ersetzungen 
ihren Zusammenhang verloren haben, laBt sich dieser wiederherstellen durch ver- 
bindende Herleitungen, welche nur t-Riimpfe von kleinerem Grad als q enthalten. 


Wenn wir in dieser Weise eine Ersatzherleitung aufstellen kénnen, driicken 
wir den maximalen :-Grad in der neuen Herleitung unter g herab. Dieses 
Verfahren wire dann fortzusetzen, bis der maximale :-Grad nur noch héchstens 
gleich p ist, womit der Eliminationssatz bewiesen wire. 

6. Ersetzungen der 1-Schliisse. Es mégen in der Herleitung Formeln der 
Gestalt 

(y) (M(y)~ y = 4, A (z)), 
(v) [A (ve) ~ vo = MA (u)], 
(V) (UW (V)~ V = ep A(U)) 


durch :-Schliisse eingefiihrt sein. 

Diese werden, wenn ihr :-Grad kleiner als g ist, von der Ersetzung nicht 
betroffen. Die «-Schliisse bleiben dann als solche bestehen. 

Sind die Formeln dagegen vom :-Grad q, so ist hierin «,&(z), «4, M (x) 
bzw. ty U(U) der einzige «-Rumpf vom Grad g. Die Unitétsformeln liefern 
dann die tibergreifenden Ersetzungen 


(E x) {MH (x) A(y) [MA (y) ~ y = 2)}. 
(Z u) {UM (u) A(v) [A (ve) ~v = uj}, 
(EU) {4 (U)A(V) [A (V) ~ V= UF} 


Aus diesen leiten wir die Prim-Ersetzungen her, wobei nur ¢-Riimpfe von klei- 
nerem Grad als q benutzt werden. Hierdurch wird der Herleitungszusammen- 
hang fiir die ¢-Schliisse nach der Ersetzung in der gewiinschten Weise erginzt. 

7. Der Herleitungszusammenhang fiir die Einsetzungen. Es bleibt nur noch 
in folgender Weise der Herleitungszusammenhang fiir die Einsetzungen her- 
zustellen : 

Eine Herleitungs-Formel & (7'), in der T eine freie Zahlvariable, Funktions- 
variable oder Formelvariable bedeutet, mége durch die Prim-Ersetzungen der 
maximalen «-Riimpfe in & (7') tibergehen. In der Herleitung sei auf 7' eine 
Einsetzung angewandt und so die Formel & (&) gewonnen, wo I ein Term, 
ein Funktional bzw. eine Formel mit Leerstellen ist. Durch die Prim-Er- 


setzungen gehe & (I) in UW (Z) iiber. Dann kommt es darauf an, & (T) so aus 
4 (7) herzuleiten, daB dabei nur «-Riimpfe von kleinerem Grad als q ver- 
wendet werden. 

8. Einsetzungen innerhalb von «-Riimpfen. Die Variable T mége in & (7) 
an mindestens einer Stelle innerhalb eines :-Rumpfes stehen. Dann enthialt I 
keine maximalen :-Riimpfe (da wir sonst in & (Z) mindestens einen iiber- 
maximalen ¢-Rumpf hitten). Folglich kann sich dort, wo T auBerhalb der 
t-Riimpfe eingesetzt wird, kein maximaler .-Rumpf ergeben. Nur dort, wo 
& in einen «-Rumpf von & (7) eingesetzt wird, kann ein neuer maximaler 
t-Rumpf entstehen, indem namlich ein vorher nicht maximaler :-Rumpf 
durch die Einsetzung maximal wird. Es entspricht also jedem maximalen 
t-Rumpf von & (Z) ein «-Rumpf von & (7’). 

In & (7) sind diejenigen :-Riimpfe ersetzt, welche bereits in & (7) maximal 
sind. AuBerdem kann & (7) noch eine Reihe $ von :-Riimpfen enthalten, 


I 
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welche erst durch die Einsetzung maximal werden. Diese treten in den Ersatz- 
komponenten von & (7') als auBere «-Riimpfe auf, und zwar nicht in den Vorder- 
gliedern. Die auf &(7') fiir § an den Ersatzkomponenten durchfiihrbaren 
t-Ersetzungen lassen sich auf Grund der Herleitbarkeit der 1-Ersetzungen 
aus %(7') so herleiten, daB dabei nur :-Riimpfe von kleinerem Grad als q 
benutzt werden! Dadurch mége & (7') in 8 (7) tibergehen. Wenden wir nun 
auf 8 (7) die Einsetzung an, so erhalten wir mit 8 (Z) eine Formel, welche 
keine maximalen :-Riimpfe enthilt. 

Wir haben $ (Z) gewonnen, indem wir die .1-Ersetzungen, welche auf 
W(X) anzuwenden sind, bereits vor der Einsetzung zunichst auf & (7') und 
dann auf & (7') angewandt haben. Diese zweifache Ersetzung laBt sich zu 
einer Ersetzung vereinigen, denn die Ersatzkomponenten 


(E X,) {Ry (X_) \(E ¥,) (RM, (XZ) AB (Xi, X,)] }, 
welche man bei doppelter Ereetzung bekommt, sind tiberfiihrbar in 
(E X,) (E X,) [Ry (X2) AR, (Xi) AB (Hi, X2))- 


% (ZX) ist also in eine entsprechende :-Ersetzung, wie sie U(X) darstellt, iiber- 
fiihrbar. Es kénnte nur sein, daB wir hierbei noch keine normalen Prim- 
Ersetzungen gewonnen hitten. Wir wenden dann noch die Auflésung der 
iibergreifenden Ersetzungen und die Zusammenziehungen der Ersatzkompo- 


nenten an, wodurch sich schlieBlich eine Uberfiihrung von $ (Z) in M (X) ergibt. 


In dieser Weise ist eine verbindende Herleitung von & (7') zu W(X) még- 
lich, wobei nur :-Riimpfe von kleinerem Grad als q verwendet werden. 

9. AuBere Term- und Funktional-Einsetzungen. Es bleibt nun der Fall 
zu untersuchen, daB 7' in & (7) nirgends innerhalb eines :-Rumpfes auftritt. 
Dabei beschrinken wir uns zunachst darauf, daB 7' eine Zahl- oder Funktions- 
variable, also T ein Term oder Funktional ist. 


Enthalt T keine maximalen :-Riimpfe, so ist U(X) bis auf Zusammen- 
ziehungen von Ersatzkomponenten gleich & (Z), also durch Einsetzung aus 
& (7') zu erhalten. 

Es mége nun fF die Reihe $ der maximalen :-Riimpfe enthalten, also von 
der Form fF (3) sein. Diese maximalen :-Riimpfe besitzen in unserem Falle 
keine offenen Variablen. Die offenen Variablen miiBten nimlich innerhalb 
von £ abgebunden sein. Als Term oder Funktional enthalt aber T auBerhalb 
der :-Riimpfe keine Quantoren. 

Eine der 3-Reihe entsprechende Reihe von freien Variablen sei }, und eine 
entsprechende Reihe von gebundenen Variablen sei ¥. Dann enthalt T (#) 
und auch & ( (%)) keine maximalen :-Riimpfe. 

Die Konjunktion der Vorderglieder, welche zu der 1-Ersetzung von 3 
gehért, sei R (%). Aus den Unitatsformeln ergibt sich 


(ZX) R (%). 


Ferner gewinnen wir aus & (7’) durch Einsetzung die Formel 


U (=X (F)). 
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Die freien Variablen von § sollen so gewahlt sein, daB sie sonst nicht in H (E (#)) 
vorkommen. Quantorenschliisse liefern dann 


(X) U(X (%)). 


Hieraus und aus der Folgerung der Unitiatsformeln erhalten wir 
(E &) [R (XZ) AM (& (2))}.- 


Das ist eine iibergreifende Ersetzung fiir die maximalen «-Riimpfe von & (T (3). 
Wir iiberfiihren sie in eine normale Prim-Ersetzung und erhalten so eine 


Formel, welche genau so wie im vorigen Fall zur Ubereinstimmung mit & (Z) 
gebracht werden kann. 


Damit ist der Herleitungszusammenhang von & (7) und W(X) auch in 
diesem Falle hergestellt. 

10. AuBere Formel-Einsetzungen. AbschlieBend haben wir noch den Fall 
zu behandeln, daB in & (F) fiir die freie Formelvariable F, welche in dieser 
Formel nirgends unter einem «-Symbol steht, eine Formel mit Leerstellen 8 
eingesetzt wird, so daB aus UW, , (F (u, x)) die Formel U, . (® (u, z)) entsteht. 
Dabei steht u fiir eine Reihe gebundener Funktionsvariablen w,, .. ., u,, und x 
fiir eine Reihe gebundener Zahlvariablen z,,..., 2%. Die entsprechenden 
Xeihen mit freien Variablen seien / bzw. a. 

Wir bezeichnen die normalen Prim-Ersetzungen der maximalen :-Riimpfe 


piauinai _—— 
von U, -(F (u, x)) mit Wu, 2 (F (u, x)), von Ay 2 (B(u, z)) mit A, - (B (u, x)) 
und von $8 (f, a) mit 8 (f, a). 





Die Formel Uy, - (B (u, x)), welche wir durch Einsetzung aus UY, - (F (u, x)) 
gewinnen, enthalt keine maximalen 1-Riimpfe. Wir iiberfiihren sie in der- 
selben Weise, wie dies bei den vorigen Einsetzungen geschehen ist, in die 


Formel YW, - (B (u, z)), namlich durch Auflésung iibergreifender Ersetzungen, 
Zusammenziehungen der Ersatzkomponenten und Umformungen, welche die 
nacheinander ausgefiihrten Ersetzungen zur Vereinigung bringen. Hierbei 
sind nur ¢-Riimpfe von kleinerem Grad als g zu verwen._... 

Damit ist der Herleitungszusammenhang fiir alle Einsetzungen in der ver- 
langten Weise hergestellt und der Beweis fiir den Eliminationssatz zum Ab- 
schlu8B gebracht. 

11. Ergebnis. Aus dem Eliminationssatz folgt insbesondere: Hine herleit- 
bare Formel, welche das 1-Symbol nicht enthidlt, ist auch ohne Benutzung der 
t-Symbole herleitbar. 


Daraus folgt weiter: Jst das engere Kodifikat, dem das t-Symbol nicht an- 
gehirt, widerspruchsfrei, so ist auch das durch das t-Symbol erweiterte Kodifikat 
widerspruchsfrei. 

12. Bedeutung der Auswahl-Grundformeln. In dem dargestellten Eliminations- 
verfahren sind die Auswahl-Grundformeln nur zur Elimination des 2-Symbols 
gebraucht worden. Man kann aber diese Grundformeln nicht dadurch ent- 
behrlich machen, daB man auf die Elimination des A-Symbols verzichtet. 
Die hier angegebene Elimination der «-Symbole ist naimlich nur nach Eli- 
mination des A-Symbols méglich, so daB die Auswahl-Grundformeln auch fiir 
die Eliminierbarkeit der «-Symbole entscheidend sind. 
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Nehmen wir das A-Symbol und die A-Grundformeln nicht im Kodifikat 
auf, so werden zur Elimination der e-Symbole die Auswahl-Grundformeln 
entbehrlich. Dieses Kodifikat ist jedoch beziiglich der Funktionale unvoll- 
standig, da es nicht den Ubergang von einem Funktional zu einer Termfunktion 
gestattet, wie dies in der SchluBfolge 


ea Wz, ,- + 5 Xn (f (2, . » +» Za)) "a 
Uz,, +++ in ({Ay,, eo Yynt (Yr + + +» Yn) (2, - + +» &n)) 
Uz, eee mn (t (2, oon Xn)) 








méglich ist. 
Es la8t sich aber auch bei Fortlassung des 4-Symbols ein vollstiandiges 
Kodifikat bilden, wenn an Stelle des 4-Symbols die ,,Funktions-Kinsetzung‘ 


Bhs nf (ie 20) 


Wz,, . » +> Sm (t (2, - - -» Zn) 


aufgenommen wird. In diesem Falle miissen wir unseren Eliminationsbeweis 
fir die Einsetzungen entsprechend ergiinzen. Die Funktions-Einsetzungen 
innerhalb von :-Riimpfen bringen nichts Neues. Die auBeren Funktions- 
Einsetzungen lassen sich jedoch nicht so einfach erledigen, wie dies bei den 
anderen auBeren Einsetzungen geschehen ist. Die nihere Untersuchung zeigt 
vielmehr, da8 hierzu doch wiederum die Auswahl-Grundformeln herangezogen 
werden miissen. 

Bei der formalen Darstellung der Analysis kann man sich auf ein Kodi- 
fikat ohne Funktionszeichen beschrinken"™). Bei diesem fallen das A-Symbol, 
die Auswahl-Grundformeln und auch die Gleichheits-Grundformeln c) fort. 
Die Erweiterung gegeniiber der Zahlentheorie kommt hier in dem Auftreten 
gebundener Formelvariablen zum Ausdruck. 

Ebenso la8t sich die Analysis unter Ausschaltung gebundener Formel- 
variablen allein mit gebundenen Funktionsvariablen entwickeln'*). Fir ein 
solches Kodifikat sind die A- und 1-Symbole bzw. die Auswahl-Grundformeln, 
mit deren Hilfe diese Symbole eliminiert werden kénnen, entscheidend. Wiirden 
wir namlich die A- und :-Symbole und auch die Auswahl-Grundformeln fort- 
lassen, so kamen wir nicht wesentlich iiber die reine Zahlentheorie hinaus. 
Jedenfalls 14Bt sich die Widerspruchsfreiheit eines so begrenzten Kodifikats 
bereits mit den gleichen Mitteln (der transfiniten Induktion bis zur ersten 
e-Zahl) erbringen ,die zum Widerspruchsfreiheitsbeweis der reinen Zahlentheorie 
bendétigt werden’). 

13. Die Gleichheitsgrundformeln c). Die Gleichheits-Grundformeln 
c) (2) ~~ - (Zn) UP (Mp - + +) a) = 9" (Mp, -- +s Mn)] > AM) + A") 
fallen nicht nur im Formalismus L fort, sondern sie werden auch dann ent- 
behrlich, wenn als Argumente fiir Pridikate und Formelvariablen keine 
Funktionale, sondern nur Terme zugelassen werden. In diesem Falle sind die 


Gleichheits-Grundformeln c) mit Hilfe der Gleichheits-Grundformeln a) und b) 
herleitbar. 





11) Es handelt sich dann um den Formalismus Z in Hirpert-Bernays, Grundlagen 
der Mathematik, II. Band, S. 488—494. 


##) Formalismus K in Hi_pert-Brrnays, Grundlagen der Mathematik, Il. Band, 
S. 480—488 


a Man kann hierauf ohne weiteres die Widerspruchsfreiheitsbeweise der reinen 
Zahlentheorie iibertragen. 
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Lassen wir dagegen bei den Formelvariablen Argumente fiir Funktionale 
zu, schlieBen aber gebundene Formelvariablen aus, so werden die Gleichheits- 
Grundformeln c) zwar nicht herleitbar, aber zur Herleitung von Formeln, 
welche keine Formelvariablen enthalten, entbehrlich. Wir kénnen dann nim- 
lich in einer Herleitung, deren Endformel keine Formelvariablen enthilt, die 
Formelvariablen durch Riickverlegung der Einsetzungen ausschalten. Dabei 
verwandeln sich die Gleichheits-Grundformeln c) in Formeln, welche ohne 
Benutzung dieser Grundformeln herleitbar sind. Dieses Kodifikat ist daher 
einschlieBlich der Gleichheits-Grundformeln c) widerspruchsfrei, wenn es ohne 
diese Grundformeln widerspruchsfrei ist. 

14. Die verzweigte Analysis. Die Eliminierbarkeit der «-Symbole gilt auch 
fiir ein Kodifikat der verzweigten Analysis, in dem die Aussagezeichen und 
Formeln gemai8 der verzweigten Typenlogik aufgegliedert werden. Die bei 
der Elimination verwendeten Herleitungen lassen sich namlich in gleicher 
Weise unter Beachtung solcher Verzweigungen durchfiihren (da ja bei diesen 
Herleitungen keine impradikativen Begriffsbildungen benétigt werden). Die 
fiir ein Kodifikat ohne «-Symbole bewiesene Widerspruchsfreiheit der ver- 
zweigten Analysis iibertriigt sich daher auch auf ein durch «-Symbole er- 
weitertes Kodifikat. 


( Bingegangen am 19. Mai 1950.) 
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Die Zulassigkeit der Behandlung mehrsortiger Theorien 
mittels der iiblichen einsortigen Pradikatenlogik. 
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*§ 1. Einleitende Erliuterung des Problems. 


In diesem Paragraphen soll die Fragestellung umrissen werden, ohne dab 
vorerst die zugrundeliegenden Definitionen und SchluBweisen prazisiert werden. 
Die genauen Definitionen werden in § 2 und § 3 folgen. Der elementaren Un- 
ausweichlichkeit des Problems entsprechend mégen jeweils bloB einige ganz 
einfache beispielhafte Andeutungen zur ersten Verdeutlichung herangezogen 
werden. 

Bei der Kodifikation des Begriffs-, Urteils- und Beweisbestandes eines 
exakten Wissensgebietes in der mathematischen Logik laéBt sich sowohl im Be- 
griffsnetz wie im Vorrat der Axiome ein allgemein logischer Teil herausschilen, 
der allen Wissensgebieten (der betreffenden logischen Stufe) gemein ist, und 
ein hinzukommender Teil, der dem betrachteten Wissensgebiet eigen ist und 
seine Besonderheit charakterisiert. Der erste Teil — der die Prinzipien des 
SchlieBens mitumfaBt — wird gewéhnlich als der Pridikatenkalkul (der be- 
treffenden Stufe) bezeichnet; das ganze sich ergebende Kodifikat der Theorie 
mit EinschluB des spezifischen Teiles sei demgegeniiber eine ,, Priidikatentheorie** 
genannt. (Ich bediene mich hier des Terminus ,,Pridikat‘‘ in dem einmal in 
der mathematischen Logik eingebiirgerten Sinne; er soll nach dem Vorgange 
HILBERTs auch die mehrstelligen ,,Relationen“ mitumgreifen.) Die ,,Dinge“, 
von denen das Wissensgebiet handelt, indem es ihnen Eigenschaften und Be- 
ziehungen zuerkennt, werden in der zugehérigen Priidikatentheorie durch 
»Lerm*-ausdriicke wiedergegeben; diese bestehen entweder in einzelnen 
Zeichen (fiir Grunddinge), oder sie bauen sich aus solchen mittels ,,Funktoren“ 
auf (in der Geometrie etwa: die Punkte und Geraden durch sie bezeichnende 
Antiqualettern p, g, . . . bzw. g, h, . . ., das Lot p aufh durch ,,Lot (p, h)* usw.). 
In einer Pridikatentheorie — es soll hier nur von Pridikatentheorien erster 
Stufe die Rede sein, so daB sich ein Fingehen auf den Begriff der logischen Stufe 
eriibrigt — hat jeder echte Funktor und ebenso jedes Pridikat (bzw. jede Re- 
lation) Argumentstellen, die durch Termausdriicke auszufiillen sind. [Ist z. B. 
etwa die geometrische Relation ,,p liegt auf h“ in der Kodifikation durch 
,,dnz (p, h)* abgekiirzt, so ist Inz (., .) ein ,,zweistelliges Pridikat*; eine mégliche 
Ausfillung ist z. B. Inz (p, Lot (q,h)): p liegt auf dem von q auf h gefillten 
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Lot.] Der tibliche Pridikatenkalkul erster Stufe verwendet einheitliche Zei- 
chen, meist kleine Antiqualettern, fiir alle Termvariablen und gestattet dem- 
entsprechend, Formeln zu bilden, indem die Argumentstellen der Pridikate 
oder Funktoren durch beliebige Terme ausgefillt werden. Demgegeniiber han- 
deln die meisten exakten Wissensgebiete von Dingen, die sich in mehrere ver- 
schiedene Sorten einteilen, die Geometrie von Punkten, Geraden und Ebenen, 
die Topologie von Zahlen, Punkten, Strecken u. a., usw. Bei der Kodifikation 
eines solchen Wissensgebietes mit mehreren Grunddingsorten hat man dann 
dem Begriffsnetz der Pridikatentheorie ,,Sortenpridikate“* beizugeben, die in 
bestimmter Weise in die Formeln einzuflechten sind. Um méglichst kurz in 
die Fragestellung einzufiihren, will ich mich in der Veranschaulichung weiter- 
hin auf elementarste Beispiele aus der euklidischen Geometrie beschrinken. 
In der Kodifikation der Geometrie sei etwa die zweistellige Relation ,,h und k 
treffen sich’ (die offenbar aus ,,Jnz“ logisch definierbar ist')) durch 
»» Trifft (hk) abgekiirzt. Da der Pridikatenkalkul nur von einem Dingbereich 
ausgeht, sind weder die Argumentstellen der Pridikate noch die Termvariablen 
selbst in Sorten unterteilt, und es ist daher in jeder Formel — in Einklang 
mit dem gewéhnlichen Sprachgebrauch — iiberall anzugeben, von welcher 
Dingsorte jeweils die Rede ist. Das Parallelenaxiom z. B. wiirde nicht mit einer 
dem tblichen Sprachgebrauch ebenbirtigen Prignanz wiedergegeben sein in der 
Formulierung: ,,Falls nicht Inz(p,q), so gibt es genau ein r, fiir das Inz(p, r), 
nicht aber T'rifft (¢, r) gilt‘. Hier waren aus der Aussage: ,,Falls der Punkt p 
nicht auf der Geraden q liegt, so gibt es genau eine Gerade r, die ...“ gerade 
die Sortenangaben entfallen. Man wird sich vielmehr naturgema8 in der Ko- 
difikation zur Unterscheidung der verschiedenen Dingsorten der ,,Sorten- 
pridikate’’ — wie § (p) (oder auch p ¢ §) fiir ,,p ist Punkt und @ (q) (oder 
auch g € ®) fiir ,,g ist Gerade“ bedienen und das betreffende Axiom in ,,sorten- 
beschrankter Weise formulieren: ,,Falls 8% (p) und & (q) und nicht Jnz (p, q) 
ist, so gibt es genau ein r, fiir das & (r) und Inz (p, r), nicht aber T'rifft (q, r) 
gilt’. Auf die Einzelheiten dieser ,,Sortenbeschrankung“ soll erst in § 2 ein- 
gegangen werden; es mége hier nur kurz ihr Kern skizziert werden: in jedem 
Teile einer Aussage wird die Wendung ,,fiir alle z gilt H(z) ersetzt durch 
fiir alle x der richtigen Sorte S gilt U(x) und die Wendung ,,es gibt z mit 
W(x) ersetzt durch ,,es gibt x der richtigen Sorte S mit W (z)*. 

Diese ,,Sortenbeschrinkung“ entspricht offenbar einer Theorie, der ein 
Dingbereich zugrundeliegt, welcher sich eben in die verschiedenen- Sorten 
unterteilt ; in der Geometrie z. B. bestiinde dieser Dingbereich aus allen Punkten, 
Geraden und Ebenen; und es ist jedesmal fixiert, von welcher dieser Dingsorten 
die Rede ist. Fiir die Interpretation ist dabei, wie wir sehen werden, im all- 
gemeinen wichtig, daB die Dingsorten zueinander fremd sind (wie weit diese 
Voraussetzung auch formal nétig erscheint, wird noch zu diskutieren sein). 

Wiirde man den Formeln diese Beschrinkung nicht auferlegen, so wiirde 
man ganz gewiB zur Deduktion unsinniger, m. a. W.: nicht interpretierbarer 
Aussagen gelangen. So wiirde man z. B. von der in der euklidischen Geometrie 
richtigen Aussage ,,Wenn nicht T'rifft (q, r), so ist Lot (p, q) = Lot (p, r) durch 
die (wegen der Einsortigkeit des Pridikatenkalkuls formal erlaubte) Ein- 
setzung von gq fiir die Variable p zu der sinnlosen Behauptung kommen: ,, Wenn 
nicht T'rifft (q, r), so ist Lot (g, q) = Lot (g,r). In ihr ist vom Lot eines 


1) Namlich durch: Es gibt ein | mit Inz (l, h) und Inz (I, k), 
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Elements auf sich selbst die Rede; das ist in der euklidischen Geometrie kein 
sinnvoller Begriff. Die Sortenbeschrinkung der gegebenen Aussage ,, Wenn & (q) 
und & (r) und nicht Trifft (gq, r) und B (p), so ist Lot (p,q) = Lot (p, r)** ver- 
hindert zwar nicht die durch formale Einsetzung entstehende unsinnige Bil- 
dung Lot (q,q), aber sie hebt die Nichtinterpretierbarkeit explizite im Bau 
der entstehenden Formel dadurch hervor, daB die verbotene Bedingung ,,Wenn 
®& (q) . . . und %(g)* in ihr erscheint: 

Wiahrend offenbar eine sinnvolle Aussage einer mehrsortigen Theorie in 
eindeutiger Weise ,,sortenbeschrinkt‘‘ formuliert werden kann, braucht im 
allgemeinen eine Aussage, in der neben den rein logischen Zeichen lediglich 
Pradikate (Relationen) und Funktoren einer gegebenen mehrsortigen Theorie 
auftreten, keineswegs eine verniinftige Sortenbeschrinkung zu gestatten. 
AuBer dem oben dafiir angegebenen Beispiel sei etwa noch die Aussagen 
,1nz (a, b) und Inz (b, c)* angefiihrt, bei deren Sortenbeschrinkung (im Sinne 
der geometrischen Interpretation) das 6 einmal als Punkt, das andere Mal 
als Gerade einsortiert werden miiBte. 

Es 148t sich nun eine strukturelle Bedingung fiir die eindeutige Sorten- 
beschrankbarkeit angeben ; wir wollen eine Formel oder Formelnreihe, die dieser 
Bedingung geniigt, ,,sortenrecht“ nennen. Alle Termzeichen einer gegebenen 
Formel oder einer gegebenen Formelnreihe mégen genau einer von n Sorten . 
zugeteilt sein. Die Formel bzw. Formelnreihe hei8t nun ,,sortenrecht“, wenn 
in ihr zwei Termzeichen der gleichen Sorte zugeteilt sind, sobald sie 

1. gleich sind oder 

2. entsprechende Argumentstellen gleicher Pridikate (Relationen) oder 
Funktoren besetzen. 

Man k6nnte natiirlich die Argumenistellen der Pridikate und Funktoren 
sortieren und die sortenrechte Ausfillung verlangen. Ein solcher expliziter 
Rickgang auf die Sortierung der Argumentstellen ist jedoch fiir die all- 
gemeine Fragestellung, die dieser Arbeit zu Grunde liegt, unnétig. Wir 
dirfen allgemein etwa sagen, daB die n-sortige Sortenrechtheit der struk- 
turelle Ausdruck einer n-sortigen Interpretierbarkeit ist. Von vorneherein ist 
plausibel: eine gegebene Formel (ohne freie Variablen; solche lassen sich ja 
stets durch Allzeichen binden) kann dann und nur dann einer verniinftigen 
n-sortigen Sortenbeschrinkung unterworfen werden, wenn sie sortenrecht ist. 
In § 4 wird dies noch genauer zu prazisieren sein. 

Ein Wissensgebiet mit mehreren Grunddingen pflegt man nun in soicher 
Weise zu kodifizieren, daB alle ,,Eigenaxiome™ der betreffenden Pridikaten- 
theorie sortenbeschrankt sind. Man richtet sein Augenmerk weiterhin auf den 
Beweis sortenbeschrankter Formeln und wiirdigt umgekehrt nur sortenbe- 
schrinkte Formeln einer Rolle als Endformeln von Beweisen und einer Inter- 
pretation. Dabei erlaubt man sich jedoch im iibrigen, sich des gesamten ein- 
sortigen Apparates der iiblichen Pridikatentheorie zu bedienen; dieser aber 
1aBt nicht nur die Bildung beliebiger nicht sortenbeschrankter, ja nicht einmal 
sortenrechter, cd. h. nicht interpretierbarer Formeln zu und yermag sogar solche 
Formeln zu beweisen, sondern er gestattet dariiber hinaus zum Beweise einer 
sortenbeschrinkten, interpretierbaren Formel durch beliebig lange Reihen nicht- 
sortenrechter und somit nicht interpretierbarer, d. h. inhaltlich unsinniger Formeln 
hindurchzugehen. 

Bei den groBen methodischen Vorziigen der Kinfachheit, Handlichkeit und 
Allgemeinheit des iblichen einsortigen Pridikatenkalkuls wird man auch zur 
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Kodifikation der mehrsortigen Theorien an ihm festzuhalten streben, und man 
wird sich daher vergewissern miissen, ob bzw. unter welchen Nebenbedingungen 
er dazu geeignet und zulassig sei. D. h. man wird sich die unabweisbare Frage 
vorzulegen haben, ob eine sortenbeschrinkte, formal beweisbare Formel auch 
stets durch einen interpretierbaren Beweis, d. h. durch einen Beweis aus lauter 
sortenbeschrinkbaren Formeln herleitbar sei. 

Diese Frage zerfallt in zwei Teile. Nehme ich zunichst einmal an, es liege 
mir ein in allen Teilen interpretierbarer, d. h. sortenrechter Beweis bereits vor. 
Dann ist es nur von mehr oder weniger symboltechnischem Interesse, ob ich 
die Sortenbeschrinkung aller Formeln wirklich durchfiihre oder nicht. Von 
der Grundposition der Interpretierbarkeit aller benutzten Formeln aus hat 
sich bereits HERBRAND®*) (in einem spezielleren Zusammenhange) mit der Frage 
der Sortenbeschrinkung befaBt und die Aquivalenz eines Kalkuls mit Sorten- 
beschriinkung zu einem solchen ohne sie skizziert. Diese Aquivalenz ist nicht 
allzu schwer zu erkennen; in § 3 werde ich hierauf noch zuriickkommen. Der 
eigentliche Kern des Problems steckt aber, wie aus dem Vorangegangenen 
hervorgegangen sein diirfte, nicht hier, sondern in dem Umstand, daB ja 
durchaus nicht jede im Beweis benutzte Formel im Sinne der verschiedenen 
Dingsorten sinnvoll interpretierbar zu sein braucht, formal gewendet: daB 
sie nicht im Sinne der gegebenen Dingsorten sortenrecht zu sein braucht. 

Die gestellte Frage geht also auf,die folgende Frage zuriick, in der nicht 
mehr von der Sortenbeschrinkung selbst, von der wir ausgingen, die Rede ist: 
Ist jede in einer einsortigen Pridikatentheorie formal beweisbare, sortenrechte 
Formel auch sortenrecht, d. h. durch einen Beweis, der in einer sortenrechten 
Formelnreihe besteht, beweisbar ? 

Mit der Bejahung dieser Frage steht und fallt offenbar die Zulassigkeit 
des iiblichen Priadikatenkalkuls zur Kodifikation der Wissensgebiete mit 
mehreren Grunddingsorten. Denn wenn es sortenrechte, also interpretierbare 
Formeln gibe, die im einsortigen Kodifikat beweisbar sind, obwohl sie nicht 
sortenrecht und mithin nicht durch inhaltliches SchlieBen hergeleitet werden 
kénnen, so wiirde das Kodifikat offenbar unangemessen weit sein. Diese Frage 
wird nun in ihrer Allgemeinheit durch das tibliche Vorgehen der Sortenbeschrin- 
kung der Axiome und der Endformeln von Beweisen gar nicht angeschnitten. 
Die formale Sortenbeschrinkung allein leistet eben, da sie ja die Sortenrecht- 
heit zur stilschweigenden Voraussetzung hat, zwar z. B. den (durch ein oben 
gegebenes Beispiel angedeuteten) Schutz vor einer unerkannten unsinnigen 
formalen Einsetzung in eine sortenrechte Formel, sie schiitzt aber keineswegs 


allgemein vor der deduktiven Heranziehung beliebiger nicht sortenrechter 
Formeln. 


§ 2. Das zugrundeliegende Kodifikat und der Hauptsatz. 


Die Frage der Sortenbeschriinkung wurde von mir im AnschluB an die 
HeRBRANDschen Untersuchungen bereits in einer Arbeit ,,Uber deduktive 
Theorien: mit mehreren Sorten von Grunddingen‘*) behandelt; in §3 wird 
‘hierauf noch ausfihrlicher eingegangen werden. Ich lege hier dasselbe Kodi- 
fikat der Pridikatenlogik zu Grunde wie dort, ebenso ist die Definition des 
Sortenbeschrinkungsoperators tibernommen. Zur Erleichterung der Lektiire 





*) Recherches sur Ja théorie de la démonstration (Thése Paris). Warschau 1930, Kap. 3, 
Abschnitt 3.43.42, erster Absatz. 
*) Math. Ann. 115. 8. 485—506, im folgenden zitiert als ,,Th. m. m. 8.“. 








Behandlung mehrsortiger Theorien mittels der einsortigen Pradikatenlogik. 191 


mégen die wesentlichen Ziige der Kodifikation in diesem Paragraphen skizziert 
werden, so daB die vorliegende Arbeit unabhingig von jener gelesen werden 
kann. 

Skizze der Definition der n-sortigen Pridikatentheorie. 

I. Das Begriffsnetz. 

Die Zeichen einer n-sortigen Pridikatentheorie teilen sich wie folgt ein: 

Termzeichen: Termvariablen (a, b,c, . . .), Funktorzeichen (¢, y, .. .), Quan- 
tablen (auch wohl ,,gebundene Variablen“* genannt, z, y, . . .). 

Formelzeichen: Aussagevariablen; Pradikatszeichen. 

Verkniipfungszeichen: /\ (und), \V (oder), + (folgt), 7 (nicht), Quantoren, 
d. s. die Zeichen A (alle) und E (es gibt); runde Klammern und Kommata. 
Einem Quantor sind ein oder mehrere Indizes beigegeben (die mit Quantablen 
gestaltlich iibereinstimmen). 

Die Bildung von Termen und Formeln aus diesen Zeichen geschieht, wie 
es in der Pridikatenlogik (einschlieBlich Funktorzeichen) tiblich ist, jedoch 
mit Einschrinkung durch eine ,,Sortenbedingung’*. Der Formulierung dieser 
Bedingung sind noch einige Verabredungen voranzustellen. 

Verabredungen zur Mitteilung. Zeichen, deren Gestalt freibleibt, werden 
durch gotische Lettern mitgeteilt (so Termzeichen durch 4, b,c,..., Term- 
variablen auch durch v, w~, Quantablen auch durch r,). Terme werden 
wie ihre Anfangszeichen, aber in Fettdruck mitgeteilt. Ebenso werden ganze 
Formeln und Teilformeln fettgedruckt. 

Alle Zeichen, denen irgendwelche Argumentstellen beigegeben sind, und die 
iibrigen Funktorzeichen (falls man argumentstellenlose Funktorzeichen fir 
spezielle Individuen heranziehen will) seien unter dem Namen ,,Charakter- 
zeichen“ zusammengefaBt; Charakterzeichen werden durch §, &, 2, MW, N,... 
mitgeteilt. 

Jedes Termzeichen wird nun genau einer von n Sorten zugeteilt (wobei 
Termvariablen und Quantablen aller Sorten vorkommen sollen). 

Bei der Bildung von Formeln und Formelmengen ist nun die folgende 
Sortenbedingung zu beachten: ; 

1. Gleiche Zeichen sind gleichsortiert. 

2. Zwei Zeichen, die gleiche Argumentstellen gleicher Charakterzeichen aus- 
fiillen, sind gleichsortiert (man kénnte hier offenbar auch von einer Sortierung 
der Argumentstellen sprechen). 

Verabredungen zur Mitteilung. Ein Ausdruck, der aus einer solchen Formel, 
die die aussagenlogischen Verkniipfungszeichen A, VV, 7. > nicht enthiit, 
nach Wegstreichung eventuell auftretender Quantoren entsteht, heiBt Prim- 
ausdruck, anders ausgedriickt: ein Ausdruck, der aus einem Pridikatszeichen 
mit durch Termen ausgefiillten Argumentstellen entsteht, indem eventuell 
einige Termvariablen durch Quantablen ersetzt werden, hei®t Primausdruck 

Eine Formel ohne freie Termvariablen heiBt geschlossen. 

II. Das Beweisgeriist. 

A. Als ,,Wahrform“ wollen wir jede aus (\, V, 7, > und Aussagevariablen 
gebildete Form bezeichnen, die bei jeder Bewertung mit .,wahr* und .,falsch”* 
nach den Regeln der Aussagenlogik stets den Wert ,,wahr“ erhalt. 
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Es sei dann als Axiom jede Formel zugelassen, die aus einer Wahrform 
durch eine Formeleinsetzung hervorgeht. Eine solche 14Bt sich schematisch 
kurz so andeuten: 

% [R) 
A (By); 
hier bezeichnet B eine Aussagevariable, BS irgend eine Formel. 

Es ist zu beachten, daB die Formeleinsetzung nicht als SchluBschema be- 
nutzt wird, sondern lediglich zur Aufstellung der Axiome herangezogen wird. 
(Innerhalb eines Beweises — s. unten — spielen daher die Aussagevariablen 
keine andere Rolle als die Pradikatszeichen.) 

B. SchluBschematen. 

1. Das Schema der T'ermeinsetzung: 

A [v] 
Y [a] 
Hier bezeichnet » eine Termvariable, a einen so wie b sortierten Term. 

2. Allzeichenlésung und Existenzzeichenlésung: 


A+ A, S[x] E,B [rt] + a 
A+ Biv] B[v] + a 


Hier bezeichnet » eine Termvariable, die so sortiert ist wie die Quantable r. 
3. Allzeichenbindung und Existenzzeichenbindung: 


A+ Biv] B[v} + U 
A+ A, B[r} E, BS [zr] + W 


Hier bezeichnet ¢ eine Quantable, die so sortiert ist wie die Termvariable v. 
Die Teilformel 2 soll die Termvariable » nicht enthalten. 
4. GrundschluBschema: 
4 A+B 
B 


Verabredungen zur Mitteilung. Die in den SchluBschematen 1 und 3 mit- 
geteilten v heiBen die Haaptvariablen, die in 2 mitgeteilten ¢ heiBen Haupt- 
quantablen, und die in der Termeinsetzung 1 mitgeteilten a heiBen die Ein- 
satzterme. 

Eine endliche Formelnfigur, deren Formeln aus Axiomen durch Anwen- 
dung der SchluBschematen hervorgehen, heiBt ein Beweis. 


Anmerkung. Eigentlich sind einer speziellen Pradikatentheorie noch ge- 
wisse sog. ,,Eigenaxiome“ (ohne freie Variablen) beizugeben. Doch laBt sich 
von ihnen bei den meisten metamathematischen Problemen — so auch bei der 
Sortierung — in der tiblichen Weise absehen. Ist nimlich R die Konjunktion 
der (als geschlossen vorausgesetzten) Eigenaxiome, € eine aus ihnen beweis- 
bare Formel, so ist R + € ohne die Eigenaxiome beweisbar. 


Sortenbeschrinkung. Zunichst mégé das Begriffsnetz einer gegebenen 
n-sortigen Theorie voriibergehend erweitert werden durch die Aufnahme von 
, Sortenpradikaten“, d. h. von speziellen einstelligen Priadikatszeichen G; (-) 
[fir i = 1,..., m]; in die Argumentstelle von S,(-) soll nur ein Term der i-ten 
Sorte eingesetzt werden dirfen. 
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Danach la8t sich einer beliebigen Formel § aus dem Begriffsnetz, die 
keine Sortenpridikate enthilt, eine ,,sortenbeschrinkte“ Formel P § zuord: 
nen, und zwar durch den folgenden, induktiv. definierten Operator: 


PQ =:Q fiir einen Primausdruck Q 
P(7% =:7 Pa 
P(A > B)=:PASPB 
PA, A(z] =: A; (S(t) + PA [z]) 
PE, M [x] =: E, (S(t) A PA [z]). 


Hier soll S; das Zeichen fiir diejenige Sorte mitteilen, der das ¢ im Ausdruck 
A [x] zugeteilt ist. 


Beispiel: Das (schwache) Parallelenaxiom sei in der Gestalt 
F =: Aru {7 J (x, u) + Ey [J (yu) A 7 Ey (J (x, 0) AJ (yo) 


gegeben, wobei die Quantablen der 1. Sorte (Geraden) nicht unterstrichen, 
diejenigen der 2. Sorte (Punkte) unterstrichen sind. Nach Einfiihrung der 
beiden Sortenzeichen © (-) [als S, (-)] und § (-) [als G, (-)] hat man die sorten- 
beschrankte Gestalt 


Pg =:Agy {@ (z) +> B (uw) > 7 J (x, u) > E, |G (y) A J (y, u) A 
A 7 E, (¥ (v) A J (zx, v) A J (y, v))}} : 


Es sei nun eine — noch nicht durch Sortenpridikate erweiterte — n-sortige 
Pradikatentheorie T,, vorgelegt. Ihr laBt sich eine ,,zugehdrige“* einsortige Prd- 
dikatentheorie T,™ wie folgt zuordnen: 

1. Man erweitert das Begriffsnetz der gegebenen Theorie T, durch die 
Sortenpriadikate, 

2. man erweitert das Beweisgeriist durch die beiden folgenden Sorten- 
axiome: 

S 1. Fiir jede Sorte i heiBt eine Formel der Gestalt E, S; (rt) beweisbar. 
S 2. Fiir jedes Funktorzeichen § mit m are heiBt eine 
Formel der Gestalt A;,..) (S(t) A--- A S (fm) + S (6 (ty, - - - Em))) 
(mit richtigem Sortenindex fiir jedes G) beweisbar. Pir ein argument- 
stellenloses § reduziert sich dies auf © (6).] 

3. man laBt die Sortenbedingung fiir die Besetzung aller Argumentstellen 
fallen. Es gilt dann der 

Hauptsatz: Fiir die Beweisbarkeit einer geschlossenen Formel € aus dem 
Begriffsnetz einer gegebenen mehrsortigen Pridikatentheorie T,, ist notwendig 
und hinreichend, daB in der zu T,, gehdrigen einsortigen Pradikatentheorie T,™ 
die Formel P € beweisbar ist. 


§ 3. Historische Anmerkungen. 
Die Notwendigkeit (,,wenn € in T,, beweisbar ist, so ist P € in T(” beweis- 
bar‘‘) zeigt man, indem man in der einsortigen Theorie rT” von einer bewie- 
senen Formel € durch Netzinduktion zu P € iibergeht. Dieser bereits bei 


HERBRAND (a. in § 1 ang. O.) skizzierte Ubergang wurde in meiner Arbeit 
Th.m.m.S.%) § 4 fiir das hier betrachtete K odifikat ausfiihrlich bewiesen. Fiir 


das Hinreichen (,,wenn P € in T{” beweisbar ist, so € in T,,"*) findet sich bei 
Mathematische Annalen. 123. 
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HERBRAND a, a. O. der umgekehrte Beweisansatz, wobei aber, wie bereits in § 1 
bemerkt wurde, die Sortierung nicht beachtet ist; es handelt sich dort lediglich 
um eine Elimination der Sortenzeichen innerhalb der gewohnlichen einsortigen 
Theorie T{”. Diese Liicke in der Herpranpschen Uberlegung wurde mehr- 
fach festgestellt. — Der jener Uberlegung entsprechende Beweisteil ist fir 
das von mir zugrunde gelegte Kodifikat in § 10 von Th. m. m. S. durchgefihrt. 
Durch ihn reduziert sich dann das zum Beweis des Hauptsatzes noch verblei- 
bende Prob'em auf den Satz von der Sortenrechtheit: 

Eine in der mehrsortigen Theorie T, sortenrechte Formel, die in der zuge- 
hérigen einsortigen Theorie T{” herleitbar ist, l4Bt sich stets auch durch einen 
in T, sortenrechten Beweis herleiten. 

Der von mir in Th. m. m. S. hierfiir gegebene Beweis, der das Hinreichen 
des im Hauptsatz gegebenen Kriteriums erweist, stellt noch nicht den Begriff 
der Sortenrechtheit explizite heraus. Der dort gegebene Beweis fiir das Hin- 
reichen (§§ 7—9) unterliegt auBerdem einer Einschrankung, auf die mich seiner- 
zeit Herr P. Bernavs freundlicherweise hinwies; es muB daselbst fiir die End- 
formel vorausgesetzt werden, daB in ungleichen Charakterzeichen mit gleich- 
groBem Argumentbereich keine entsprechenden Argumentstellen durch gleiche 
Termzeichen besetzt seien. — Im folgenden zeige ich*), daB sich diese Ein- 
schrankung beseitigen laBt, wobei der Beweis sich auBerdem anstelle der beiden 
urspriinglich in Th.'m. m. S. benutzten metamathematischen Relationen «,, 
@, nur noch einer derartigen Relation (x) bedient. — Es sei hier bereits be- 
merkt, daB sich als die angemessenste Kodifikation fiir derartige metamathe- 
matische Probleme heute gewéhnlich eine aufschichtende Kodifikation erweist, 
wie sie, seit GENTZEN in diese Richtung wies, von verschiedenen Autoren an- 
gegeben wurde. Ein sehr kurzer Beweis des in Rede stehenden Satzes in einem 
aufschichtenden Kodifikat soll folgen; in der vorliegenden Arbeit liegt mir 
zunachst daran zu zeigen, daB auch in dem gewohnlichen pradikatenlogischen 
Kodifikat der vollstandige Beweis geradlinig gefiihrt werden kann. 


§ 4. Der Satz von der Sortenrechtheit. 


Der am SchluB des § 2 angegebene Hauptsatz reduziert sich, wie im ersten 
Absatz des: §3 angedeutet wurde, durch einigermaBen zwangslaufige pradi- 
katenlogische Umformungen auf den ,,Satz von der Sortenrechtheit*; dieser 
mége hier zunachst rein strukturell — ohne Bezugnahme auf die Begriffs- 
bildung der ,,zu T,, gehérigen Theorie Ty" 
einige Definitionen vorangeschickt. 


‘ 


»,Gleichgelegen“ und ,,=“. Zunachst ist klar, wann zwei in gestaltlich 
iibereinstimmenden Formeln bzw. Teilformeln auftretende Zeichen in diesen 
als ,,gleichgelegen‘‘ zu..bezeichnen sind. Diese Relation laBt sich wie 
folgt verallgemeinern. Ober- und Unterformel eines Termeinsetzungs- oder 
Quantorschlusses heiBen benachbart, ebenso heifen in einem Implika- 


tionsschluB a3 die beiden 2% benachbart und die beiden B benachbart. 


Wenn man zunichst von den Termeinsetzungen absieht, so ist klar, wann zwei 


— formuliert werden. Hierzu seien 


*) Der in der vorliegenden Arbeit veriéffentlichte Beweis stammt aus dem=Jahre 1939. 
Ich trug ihn im Dezember 1946 im Kolloquium der Mathematischen Gesellschaft der 
Universitat Gottingen vor. 
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in benachbarten Formeln auftretende Zeichen in diesem Formelnpaar ,,gleich- 
gelegen“ heiBen sollen. Auch fiir einen TermeinsetzungsschluB ist diese Be- 
zeichnung evident, sofern das in der Unterformel herausgegriffene Zeichen ent- 
weder nicht einem Einsatzterm angehért oder aber das Anfangszeichen eines 
Finsatztermes ist; nur fiir diese Fille soll die Bezeichnung ,,gleichgelegen“ 
verwendet werden. Da8 bei zwei Charakterzeichen §, 8 mit gleichvielen Ar- 
gumentstellen ‘die »-ten Stellen durch Terme ausgefiillt sind, die mit den 
Zeichen a bzw. b beginnen, sei durch ,,a = 6 hinter §, & mitgeteilt. 

Die in einer gegebenen Formel bzw. Formelnreihe ® auftretenden Term- 
zeichen®) seien nun in n Sorten eingeteilt. Diese Einteilung (und somit auch 
die Formel bzw. Formelnreihe ®) hei8t nun ,,sortenrecht‘*, wenn die folgenden 
Bedingungen der Sortenrechtheit erfiillt sind (wobei die Zuteilung zur gleichen 
Sorte durch ~ mitgeteilt ist): 

2 1. Jedes in der Formelnreihe R vorkommende Termzeichen5) ist in ein- 
deutiger Weise sortiert. 


2 2. Gleiche Zeichen5) sind gleichsortiert, d. h. mit a = b (€ N) ist a ~ b. 


2 3. Zeichen 5), die entsprechende Argumentstellen gleicher Charakter- 
zeichen *) ausfillen, sind gleichsortiert, d. h. mit 


a =b hinter 9, & (CRN) und H = K ist a=b. 


Der Satz von der Sortenrechtheit, auf den sich der (am Schlusse des § 2) ange- 
gebene Hauptsatz reduziert, laBt sich nun (unter Benutzung der Bemerkung 
betreffs der Eigenaxiome, S. 192, vorletzter Abs.) so aussprechen: 

Eine in der einsortigen Prédikatenlogik beweisbare Formel, die — im Sinne 
irgendeiner Sortierung — sortenrecht ist, laBt sich stets durch einen Beweis her- 
leiten, der eine in diesem Sinne sortenrechte Formelnrethe darstellt. 

Mit dem Beweis dieses Satzes ist nach dem Vorangegangenen der Haupt- 
satz bewiesen. 

Die tibliche Behandlung mehrsortiger Theorien mittels der einsortigen 
Pridikatenlogik unter Sortenbeschrinkung der Axiome und der Ergebnisse 
ist dadurch als zulassig und berechtigt erwiesen. 


§ 5. Beweis des Satzes von der Sortenrechtheit. 


», Verbunden“* (x) und ,,elementarverbunden“. Fir einen Beweis mit der 
Endformel € gelten die folgenden induktiven Festsetzungen iiber seine Term- 
und Formelzeichen. 

R 1. § x G, wenn § gleichgelegen .zu @ in zwei gestaltlich gleichen 
Primbestandteilen eines Axioms ist®). 

R 2. § x G, wenn § gwichgelegen zu & in einem benachbarten Formeln- 
paar ist und die Zeichen $, @ beide Charakterzeichen oder beide nicht Cha- 
rakterzeichen sind. (Dutch die letzte Bedingung wird ein Funktorzeichen, 
das einen Einsatzterm in einer Termeinsetzung beherrscht, von der elementaren 
Verbundenheit mit der gleichgelegenen Hauptvariablen ausgeschlossen. ) 


5) Mit ,,Zeichen“‘ ist hier ein an bestimmtem Platz der gegebenen Formelnreihe  stehendes 
Zeichen gemeint. Wo man sonst wohl von ,,einem zweimal auftreterrden“ Zeichen sprechen 
wiirde, empfiehlt es sich hier, von ,,zwei gestaltlich gleichen‘‘ Zeichen zu reden; diese werden 
in der Mitteilung durch verschiedene gotische Mitteilungszeichen zu unterscheiden sein, 
obwohl es sich rein gestaltlich gesehen um dasselbe Zeichen handelt. Kine metamathe- 
matische Mitteilung a = b ist in dieser Weise zu verstehen. } 

ide 
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R 3. § x G, wenn ¥§ gleichgelegen zu & in zwei Einsatztermen einer Term- 
einsetzung ist, die unter solche Hauptvariablen p, q der Oberformel [mit 
p = q)] eingesetzt sind, fiir die p x q gilt. 

R 4. § x G, wenn § = G in der Endformel €. 

R 5. § X G, wenn es im Beweise ein Zeichen § mit § X H, H x G gibt. 

R 6. § x G, dh. ,,§ verbunden mit G‘ nur gemaB R 1—5. 

Zwei Zeichen, die gem&B einer der Rechenregeln R1 bis R 4 allein ver- 
bunden sind, heiBen ,,elementarverbunden“*. Wenn zur Feststellung der Ver- 
bundenheit zweier Zeichen die Festsetzung R 4 nicht herangezogen zu werden 
brauch*, so heiBen die beiden Zeichen auch ,,engverbunden™. 

RP ag. Die Mindestanzahl elementarer Verbundenheiten, die herangezogen 
wer -n miissen, um eine Verbundenheit zu erschlieBen, heiBe der Rang dieser 
Beziehung. 

Bei Durchgehen der Elementarverbundenheiten erkennt man unmittelbar 
die Giltigkeit der folgenden Satze: 

Satz 1. Mit } x G ist G x §. 

Satz 2. Mit % x @ gilt, wenn % Charakterzeichen ist, } = G. 

Weiter gilt der 

Satz 3. Es sei a X b engverbunden. a sei Anfangszeichen eines Terms, 
der eine Argumentstelle des Charakterzeichens § ausfillt. Dann gibt es ein 
mit § engverbundenes Charakterzeichen & mit a = 6 hinter 9, &. 
Nachweis durch Induktion nach dem Range der Verbundenheit. 

Fir eine elementare Verbundenheit gemaB R | oder R 2 ist die Behauptung 
evident. Der InduktionsschluB ist daher trivial, sobald die ,,letzte‘ bendtigte 
elementare Verbundenheit gemaB R 1 oder R 2 besteht. — Die letzte elemen- 
tare Verbundenheit sei nun eine solche gema8 R 3, d. h. es gebe ein Zeichen c 
derart, daB 1. ¢ gleichgelegen zu 6b in Einsatztermen, die fiir zwei gleiche 
Variablen p, q eingesetzt sind, welche engverbunden von kleinerem Range 
sind, wobei 2. entweder ¢ mit a iibereinstimmt oder a xc engverbunden 
von kleinerem. Range ist. Es geniigt, im folgenden den letzteren Fall anzu- 
nehmen; der Fall der Ubereinstimmung von a und ¢ erledigt sich dann offen- 
bar an. Hand derselben Uberlegung, nur teilweise einfacher. — Nach Induk- 
tionsvoraussetzung gibt es ein Charakterzeichen 2, so daB a=c hinter §, 2 
und § x & engverbunden. Falls 2 zum Einsatzterm gehért, so gibt es in dem 
anderen Einsatzterm ein gleichgelegenes und gleiches Zeichen ® mit c=b 
hinter 2, R und 2 x KR wegen p x gq. Falls 2 nicht zum Einsatzterm gehért, 
so gibt es in der Oberformel des betreffenden Termeinsetzungsschlusses ein 
mit 2 elementar verbundenes Charakterzeichen 3, zu dessen Argument- 
bereich p gehért. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann ein Charakter- 
zeichen ®, so daB p= q hinter M, N und M x MN engverbunden. Zu MN gibt 
es in der Unterformel ein elementarverbundenes Charakterzeichen &. Man 
hat nun hicht nur 2 x & engverbunden, sondern auch c= 6 hinter 2, &. Zu- 
sammen mit der Induktionsvoraussetzung a =c hinter §, 2 ergibt sich in 
jedem Falle: a = 6 hinter §, ® und § xX & engverbunden. 

Zerspaltung. Als Zerspaltung eines Beweises B mit der Endformel € sei die 
folgende Ersetzung bezeichnet : 

In B seien alle Termvariablen » durch Termvariablen »* und alle Quan- 
tablen ¢ durch Quantablen r* in der Weise ersetzt, daB 

1, 8* = t* dann und nur dann, wenn $ = t und 8 x t, 

2. 3* = 8 fir alle 3¢ € 
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3. 3* ein nicht in B vorgekommenes Zeichen ist, wenn kein zu 8 gleiches 
Zeichen in € auftritt. 

Diese Forderungen sind gemaB RK 4 offenbar miteinander vertriglich. Ein 
Quantor A, bzw. E,, in dessen Bereich die Quantablen durch fi, . . ., tf er- 
setzt sind, werde sodann durch A,*... ,* bzw. E,*... .% ersetzt. Hierdurch 
geht jede Fogmel wieder in eine Formel iiber. 

Satz 4. Ein Beweis geht durch Zerspaltung — nebst geeigneter Ergin- 
zung — in einen Beweis fiir die nimliche Endformel iiber. 

Nachweis. 1. Ein Axiom geht gemaéB R 1 in ein Axiom tber. 

2. Es sei irgendein Schlu8 betrachtet. Da gestaltlich verschiedene Zeichen 
durch gestaltlich verschiedene Zeichen ersetzt werden, laBt sich die Betrach- 
tung der Anderung der Hauptvariablen und -quantablen von der der iibrigen 
Zeichen abtrennen. 

Die Ersetzung eines Zeichens, das weder Hauptvariable oder -quantable 
ist noch dem Einsatzterm einer Termeinsetzung angehért, stért ge.néB R 2 
len Charakter des betrachteten Schlusses nicht. (Insbesondere geht also ein 
[mplikationsschluf in einen ImplikationsschluB iiber.) _ 

3. GemaB R 2 sind in einem QuantorschluB zwei Zeichen der Ober- bzw. 
Unterformel dann und nur dann verbunden, wefin auch die gleichgelegenen 
Zeichen der Unter- bzw. Oberformel verbunden sind. Daher geht ein solcher 
Schlu8 stets entweder direkt in einen gleichartigen oder aber in ein Formeln- 
paar liber, das sich auf triviale Weise zu einer Kette gleichartiger Schliisse 
erganzen laBt; es wird geniigen, dies am Beispiel der All-Lésung vorzufiihren: 
A+ A,BSl[rx x, -] A> Apne Blr*,H*%,-] 

1 + Blv, v, «| werde in 1 + B [v*, we, - } geandert. 
Hier ist mit r* + y* auch v* + tw* (entsprechend in den durch ,,-“‘ mitge- 
teilten Stellen) 
Mz ga zu 
in erganzt 21 % + Are ne B [z*, 0%, - 
A+ Ay B [v*, y*, - ] 
A + B [b*, w*, - J. 


4. Es bleiben also nur die Termeinsetzungen hinsichtlich ihrer Haupt- 


“ A [8,3,-] . 
variablen und Einsatzterme zu betrachten. Bei Anderung von in 
1 [s*, t, - A fa, a, -] 

_. o.’ ~ hat man wieder eine Termeinsetzung, oder man kann in trivialer 
A [a*, b*, - ] 6 , 


Weise zu einer Kette mehrerer Termeinsetzunger erginzen, sofern nicht 
$* = t*,a * + b* (bzw. entsprechend in den durch ,, -** mitgeteilten Stellen) ist. 
Aber $* = t* gilt nur bei Verbundenheit der beiden angefiihrten 8. Dann sind 
nach R3 je zwei in den beiden angefiihrten Einsatztermen gleichgelegene 
Zeichen miteinander verbunden, also a* = b*. 

5. Die Endformel bleibt offenbar erhalten. 

Verjiingung. In einem Beweise B mégen die Formelnzeichen als Zeichen 
erster Stufe und die Anfangszeichen solcher Terme, die eine Argument- 
stelle eines Zeichens m-ter Stufe ausfiillen, als Zeichen m + 1-ter Stufe bezeich- 
net werden. Die héchste in B auftretende Stufe sei M. Als Verjiingung des, 
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Beweises B sei die folgende, aus héchstens M Svhritten bestehende Ersetzung 
bezeichnet. 

m-ter Schritt der Verjiingung (m< M). Alle Charakterzeichen m-ter 
Stufe, die mit keinem Zeichen der Endformel verbunden sind, seien unter 
Fortfall ihrer Argumentenbereiche durch ein und dieselbe (genauer: fiir 
den m-ten Schritt ein- und dieselbe) nicht in der vorliegenden Beweisfigur 
aufgetretene Variable ersetzt, und zwar beim ersten Schritt durch eine For- 
melnvariable, bei allen anderen Schritten durch Termvariablen. Quantoren, 
in deren Bereich keine zugehérige Quantable mehr auftritt, mégen jeweils 
samt ihrem Index gestrichen werden. Im Anschlu8 an diesen Schritt werde 
der Beweis zerspalten. 


Satz 5. Ein Beweis geht durch Verjiingung in einen zerspaltenen Beweis 
fiir die nimliche Endformel iiber. 

Nachweis. 1. Wenn ein Zeichen geandert wird, so auch jedes mit ihm ver- 
bundene Zeichen, und zwar in ein gleichgestaltetes Zeichen. Wenn weiter bei 
einem Schritt der Verjiingung ein Zeichen § in Fortfall gerat, so stand es im 
Argumentenbereich eines zu andernden oder fortfallenden Zeichens . Jedes 
mit % engverbundene Zeichen @ steht nach Satz 3 im Bereiche eines mit 
engverbundenen Zeichens. & gerit also ebenfalls in Fortfall. 

2. Daraus ersieht man zunachst unmittelbar: Ein Axiom und ebenso ein 
QuantorschluB oder ein Implikationsschlu8B geht durch Verjingung in ein 
Axiom bzw. in einen gleichartigen SchluB oder — im Falle eines Quantor- 
schlusses, dessen simtliche Hauptvariablen von der Verjiingung betroffen 
werden — in ein Paar gleicher Formeln iiber; im letzteren Falle darf eine 
der beiden Formeln aus der Beweisfigur gestrichen werden. 

3. Ebenso ersieht man, daB man sich beziiglich der Anderung einer Term- 


einsetzung auf die Betrachtung der verbleibenden Hauptvariablen und Ein- 
satzterme beschrinken kann. Der Ubergang 


A (8, 3, - ] 
A [a, a, -] 
sei von der Verjiingung nicht so betroffen, daB eine der beiden angefiihrten 
Hauptvariablen 8 in Fortfall geriete; dann gerat auch von den beiden a keines 
ganz in Fortfall (und umgekehrt). Ein Verjiingungsschritt, der eines der beiden 
$ abandert, ist nicht der erste. Da also vor Ausfiihrung eines solchen Ver- 
jiingungsschritts der Beweis gemaéB8 der Verjiingungsvorschrift zerspalten 
wurde, sind die beiden $ miteinander verbunden — mithin nach R 3 ebenso 
je zwei gleichgelegene Zeichen der beiden angefiihrten Einsatzterme a. Daher 
kann der Ubergang nur in eine Termeinsetzung der Art 
i, | [3*, 3%, - ] 
| [a*, a*, . ] 
geandert sein. 
4. Die jedesmalige Zerspaltung andert an der Verjiingtheit erster bis M-ter 
Stufe offenbar nichts, da sie keine Charakterzeichen berihrt. 
Satz 6. Zu jedem Charakterzeichen eines verjiingten Beweises gibt es ein 
mit ihm verbundenes und ihm gleiches Zeichen in der Endformel. 
Dies foilgt unmittelbar aus der Verjiingungsvorschrift und Satz 5. 
Satz 7. In einem verjiingten Beweis gilt mit } = @ auch § x G. 
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Fiir Termvariablen und Quantablen ist dies eine Folge der begleitenden 
Zerspaltung. Zwei Charakterzeichen § = © sind nach Satz 6 mit gleichge- 
stalteten Zeichen der Endformel verbunden, die threrseits nach R 4 miteinander 
verbunden sind. 


Sortierung. 


In einer ginsortigen Pridikatentheorie sei die (bei Zugrundelegung von n 
gegebenen Sorten) sortenrechte Formel € durch einen verjiingten Beweis I” 
ohne Benutzung von Sortenaxiomen hergeleitet. 

€ soll also die ,,Sortierungsbedingungen“ Y 1—3 (von S. 195) erfiillen, d. bP. 

E 1. Jedes Termzeichen von € ist in eindeutiger Weise sortiert. 

E 2. Mit a = b (€ €) ist a=b. 

E 3. Mit a = 6 hinter gleichen Charakterzeichen (¢ €) ist a ~ b. 

Dic Zeichen der Beweisfigur J’. mégen nun so sortiert (d. h. auf die n 
gegebenen Sorten vertei!t) werden: 

E 4. a~b, wenn a=b zu §, &, wo 9 x &. 

Satz 8. Die Bedingung Z } ist fiir die gesamte Beweisfigur I" erfullt, d. bh. 
die Sortierung der Termzeichen von J ist vollstandig und eindeutig. 

Nachweis der Vollstindigkeit. Zu jedem Termzeichen a (¢ J") gibt es ein 
Charakterzeichen §, hinter dem a eine Argumentstelle ausfillt. Nach Satz 6 
gibt es ein Charakterzeichen & ¢ € mit § x R und H = K. Es gibt dann auch 
ein Zeichen 6 ¢€ € mit a=b zu 9, R. Nach E 1 und E 4 ist nun a sortiert. 

Nachweis der Eindeutigkeit. a sei auf solche Weise zweifach sortierbar. 
Es gibt dann 6,, b, ¢ ©, so daB a ~ b,, a = b, gemaB E 4 unter anderem auf 
Grund von a = 6,, a= b, hinter verbundenen Zeichen. Wegen der Transi- 
tivitat der Beziehungen ,,=“ und ,,x“ ist b, = b, hinter verbundenen Zeichen, 
also nach E 3: b, = bg. 

Satz 9. Mit a x 6 (€ J’) ist a = B. 

Nachweis durch Induktion nach dem Rang von a xX b. 

Es gibt das Zeichen ¢ derart, daB c x 6 elementarverbunden gemaB einer 
der Vorschriften R 1 bis R 4 und entweder a mit ¢ iibereinstimmend (beim 
Range 1) oder a X ¢ von kleinerem Range (bei einem Range > 1), also a = ¢ 
nach Induktionsvoraussetzung. Es bleibt zu zeigen: c = b. 

1. Sei ¢ x 6 elementar gemaéB R | oder R2. Wenn c eine Argumentstelle 
von 9, 6 eine solche von & ausfiillt, so ist dann ¢ = b hinter 9, ®, und § x &, 
also nach E 4: ¢=b. , 

2. Sei ¢ X 6 elementar gemaB R 3, d. h. c und b sind in solchen Einsatz- 
termen der Unterformel einer Termeinsetzung gleichgelegen, welche unter zwei 
Hauptvariablen p x q der Oberformel eingesetzt sind. Dabei ist » x q von 
kleinerem Rang, also nach Induktionsvoraussetzung p = q. 

Falls c, b nicht die Anfangszeichen der betreffenden Einsatzterme sind, so 
gibt es in diesen Einsatztermen die Zeichen rt, 3 mit c= b hinter r,$. Da mit 
p X q nach R 3 auch t 8 ist, gilt c= b nach E 4. 

Wenn aber c, b die Anfangszeichen der Einsatzterme sind, so gibt es in der 
Oberformel die Charakterzeichen &, 2 und in der Unterformel die Charakter- 
zeichen IN, NR derart, daB erstens KR x M@ und L x N elementar gemaB R 2 
und zweitens p = ¢ hinter 8, M und q =b hinter 2, MN. Nach E 4 ist also 
¢=p und q~=b. Dies fiihrt mit p ~ q auf ¢ ~ b. 
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3. Sei c X b geméB R4, d. h. c=b in ©. Dann ist c= b gemaB E 2. 
Satz 10. Die Bedingung 2 2 ist fiir die gesamte Beweisfigur J‘ erfiillt, d. h. 
mit a= 6 (¢J') ist a= b. 

Dies ist eine Folge der Saitze 7 und 9. 

Satz 11. Die Bedingung Z 3 ist fiir die gesamte Beweisfigur I erfiillt, d. h. 
mit a = b (¢€ J’) hinter gleichen Charakterzeichen 9, & ist a = b. 

Nachweis. Es gibt, wie im Nachweis der Vollstindigkeit gezeigt wurde, 
die Zeichen @, 6, §, R « € derart, dab § x H und H =H, K x K 
und R = &, weiter a=@ hinter §, und b=b hinter &, &; also auch 


a= 6 hinter §, F< €. Mit H = ist § = KR. GemaB E 3 ist 4 ~b; gemaB 
E 4 ist a~@, b = 6B. 


( Bingegangen am 5. August 1950.) 
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Analytische Funktionen 
mehrerer komplexer Veranderlichen zu vorgegebenen 
Periodizitatsmoduln und das zweite Cousinsche Problem. 


Von 


Kart Srer in Miinster (Westf.) 


Die Herstellung eindeutiger regulirer Funktionen f (z,,...,2,) zu lokal 
vorgeschriebenen Nullstellenflichen in einem Gebiete G des R*” ist, wie schon 
friih bemerkt wurde, nur unter bestimmten Voraussetzungen méglich. DaB 
zur Lésung dieser als zweites Cousinsches Problem bekannten Aufgabe be- 
sondere Bedingungen erfillt sein miissen, hingt zu einem Teil mit der Er- 
scheinung der Regularititshiillen im Raume mehrerer komplexer Veriinder- 
lichen zusammen. AuBerdem kann es im R?” vorkommen, daB die Existenz 
einer gesuchten Funktion f (z, ..., z,) aus topologischen Griimden aus- 
geschlossen ist. Die mit den Regularititshiillen in Verbindung stehenden 
Schwierigkeiten sind bis heute nicht vollstindig geklart; es ist daher zweck- 
maBig, sie zunachst ganz auszuschalten, indem die Betrachtung auf Regulari- 
tatsgebiete & beschrinkt wird. Dies ist auch aus einem anderen Grunde 
von Vorteil. Herr K. Oxa hat bewiesen, da8 ein in einem Regularititsgebiet 
des R?" vorgegebenes Cousinsches Problem 2. Art stets dann eine regulire 
Funktion als Lésung zulaBt, wenn eine stetige Lésung existiert'). Also braucht 
in Regularitaétsgebieten nur nach rein topologischen Bedingungen fiir die 
Existenz Cousinscher Lésungsfunktionen gefragt werden. 

In einer friiheren Arbeit?) habe ich Bedingungen dieser Art angegeben. 
Notwendig fiir die Existenz einer gesuchten Funktion f (z,, . . ., z,) ist, daB die 
Schnittzahlen der im Gebiete % gelegenen zweidimensionalen Zyklen mit den 
vorgegebenen Nulistellenflaichen — ich nenne sie charakteristische Schnitt- 
zahlen —- simtlich verschwinden. Umgekehrt gibt es, wenn alle charakteristi- 
schen Schnittzahlen Null sind, in jedem ganz im Innern von © gelegenen 
Teilgebiet eine Lésungsfunktien. Indessen gelang es nicht, die Bedingung 
auch fiir das Gesamtgebiet @ allgemein als hinreichend nachzuweisen, aus- 
genommen in dem Falle, daB die erste Bettische Gruppe B' von & eine freie 
abelsche Gruppe ist. Ob diese Einschrankung jedoch wirkliche Bedeutung fir 
das Problem besitzt und nicht eigentlich iiberfliissig ist, blieb offen. 

In der vorliegenden Arbeit zeigt sich nun, daB die angegebene Voraus- 
setzung tiber die Gruppe B' in der Tat wesentlich ist und nicht fallen gelassen 
werden kann. Es gibt im R®" (n> 1) Regularitatsgebiete, fiir welche B' keine 
freie abelsche Gruppe ist. (Ein Beispiel wird im Abschnitt 8 konstruiert). In 
solchen Gebieten @ muB die oben formulierte Schnittzahlbedingung durch 
eine weitere Bedingung erginzt werden. Hierzu ist es zweckmaBig, auch mehr- 


1) K. Oxa, Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables, [III] Deuxiéme pro- 
bléme de Cousin, Journal of Science of the Hirosima University, Ser. A, 9, Nr. 1, 7—19 
(1939). 

*) Topologische a fiir die Existenz analytischer Funktionen komplexer 
Veranderlichen zu vorgegebenen Nullstellenflachen, Math. Ann. 117, 727—757 (1941). 
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deutige Funktionen als Lésungen Cousinscher Probleme zuzulassen. Wir weisen 
nach, daB zu einem in . gegebenen Cousinschen Problem 2. Art, falls die 
zugehérigen charakteristischen Schnittzahlen simtlich verschwinden, stets 
eine regulire multiplikativ-mehrdeutige Lésungsfunktion M (z,, ...,z,) mit 
Einheitswurzeln als Multiplikatoren existiert. Die Multiplikatoren von 
M (2, . « -» Z,) bestimmen einen zyklischen Charakter von B', der ein Element c 
in einer gewissen Restklassengruppe € der Gruppe der zyklischen Charaktere 
von B' reprasentiert. € besteht genau dann allein aus dem Nullelement, wenn 
B' eine freie abelsche Gruppe ist. Das Element c ist den vorgegebenen Null- 
stellenflichen eindeutig, d.h.* unabhangig von der speziell konstruierten 
Funktion M (z,,...,2z,) zugeordnet. Dann und nur dann, wenn c mit dem 
Nullelement in € zusammenfiallt, gibt es eine eindeutige Cousinsche Lésungs- 
funktion in G. Wird umgekehrt ein Element c von € beliebig vorgelegt, so 
lassen sich in & Cousinsche Verteilungen von reguliren Ortsfunktionen finden, 
derart, daB den dadurch bestimmten Nullstellenflichen das Element c ent- 
spricht. 

Zur Durchfiihrung dieser Untersuchungen werden Aussagen iiber die 
Existenz analytischer Funktionen mit additiven bzw. multiplikativen Perio- 
dizititsmoduln benétigt — wir sprechen von additiven bzw. multiplikativen 
automorphen Funktionen. Als Periodizitétsmoduin sind beliebige eindeutige 
regulire bzw. eindeutige regulire nichtverschwindende Funktionen zuge- 
lassen. Wir beweisen, daB in Regularititsgebieten des R?" additive auto- 
morphe Funktionen ‘zu vorgegebenen Periodizititsmoduln stets existieren. 
Entsprechendes gilt fiir multiplikative automorphe Funktionen unter der zu- 
sitzlichen Voraussetzung, daB die gegebenen Multiplikatoren eindeutige Loga- 
rithmen besitzen (nachdem eir. bestimmter Zweig des Logarithmus festgelegt 
ist). Es ist hervorzuheben, dal} diese Aussagen auch in gewissen Gebieten 
komplexer Mannigfaltigkeiten zutreffen, die wir als R-konvex bezeichnen. 
(Naheres im Abschnitt 6). In den Ubertragungen der Sitze auf solche Ge- 
biete ist insbesondere die friiher bewiesene Aussage iiber die Existenz von 


Integralen 1. Cattung zu vorgegebenen Periodizitétsmoduln auf offenen Rie- 
mannschen Flachen*) enthalten. 


Inhaltsiibersicht. 
. Analytische Polyeder und Regularitatsgebiete im 22". 
. Ein Satz von K. Oxa zum zweiten Cousinschen Problem. 
. Eigenschaften additiver und multiplikativer automorpher Funktionen. 
. Additive automorphe Funktionen zu vorgegebenen Periodizititsmoduln. 


. Multiplikative automorphe Funktionen zu vorgegebenen Periodizitats- 
moduln. 


6. R-konvexe Cebiete in komplexen Mannigfaltigkeiten. 


7. Multiplikative automorphe Funktionen zu vorgegebenen Nullstellen- 
flichen. 


io = 


oo, Ww 


8. Ein Kriterium fiir die Existenz eindeutiger analytischer Funktionen zu 
vorgegebenen Nullstellenflachen. 


9. Anhang. Hilfssitze iiber abelsche Gruppen. 


*) H. Beuwxe u. K. Srer, Entwicklung analytischer Funktionen auf Riemannschen 
Flachen, Math. Ann. 120, 430—461 (1948). 
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1. Analytische Polyeder und Regularititsgebiete im R*". Sei € eine 
Punktmenge im Raume R®" von n komplexen Veriinderlichen 2, . . ., 2,. 
Unter einer m € reguliren eindeutigen Funktion wird eine Funktion ver- 
standen, die in einer Umgebung U(€) regular und eindeutig ist. Ist € nicht 
zusammenhangend,.so sprechen wir von einer in € regulaéren Funktion auch 
dann, wenn die in den einzelnen zusammenhingenden Komponenten ge- 
gebenen regularen Funktionen nicht durch analytische Fortsetzung auseinander 
hervorgehen. 

Eine kompakte Punktmenge im R*" heift ein analytisches Polyeder §, 
wenn sie innerhalb einer Umgebung U1 (8) darstellbar ist durch Ungleichungen 


ae S < K, (K,> 90, oe 


wo die Funktionen /, in U(%) regular und eindeutig sind. 8 braucht nicht zu- 
sammenhangend zu sein. Besitzt % innere Punkte, so sind die in $8 enthaltenen 
maximalen Gebiete Regularitatsgebiete ‘*). 

Sei nun @ ein Regularitatsgebiet im R?". Dann ist @ durch analytische 
Polyeder ausschépfbar, deren definiererfde Funktionen /, in @ eindeutig und 
regular sind. Ist némlich G, irgendein in bezug auf § kompaktes Teilgebiet 
von & — wir sagen, @, liege ganz im Innern von @, in Zeichen 6, C@ — 
so ergibt sich die Existenz eines analytischen Polyeders $ mit 6 C¥ CG 
wie folgt: @ ist regular-konvex. Also existiert zu G, ein weiteres Gebiet @} 
mit GC Go < G, derart, daB es zu jedem Randpunkt P von Go eine Um- 
gebung Ul (P) und eine in & regulare eindeutige Funktion Fp (z, . . ., z,) gibt, 
welche die Ungleichungen 


Fp (Q)| ~~ 3 Max Fp (Gp) 


fiir jeden Punkt Q von U (P) erfiillt. Der Rand von @> kann mit endlich 
vielen der 11 (P), etwa mit U1 (P,),..., 1 (P), tiberdeckt werden. Dann ist 
der in Gj gelegene Teil der Punktmenge 


\Frp, (2%, - + +» 2n) <1 (A=1,...,8), 


ein gesuchtes analytisches Polyeder. In bekannter Weise laSt sich jetzt auf 
die Existenz einer Folge analytischer Polyeder 8, mit B,C B,i1G@ 
schlieBen, deren Vereinigung © ist. 
Fir Funktionen in analytischen Polyedern gilt der 
Approximationssatz von Wernm-OKxa: Jede in einem analytischen 
Polyeder 
Bs hile, ---> %)| S Ba (K,>0, A=1,...,)), 


des R*” regulére eindeutige Funktion F (z,,.. ., Z,) WaBt sich in B gleichmapig 
approximieren durch Funktionen der Gestalt G,, (2, ..-,%n; fy +--+» fi), wo die 
G,, Polynome in allen ihren Argumenten darstellen. 

Dieser Satz ist zuerst von A. Wert fiir den Spezialfall ausgesprochen 
worden, daB alle f, Polynome oder rationale Funktionen sind®). Der erste 





*) Zur Theorie der Regularitatagebiete vgl. H. Bennxe u. P. TautiEen, Theorie der 
Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen, Erg. d. Math. u. i. Grenzgeb. IIT, 3 (1934). 
. 5) A. Wer, Sur les séries de polynomes de deux variables complexes, C. r. 194, 1304 
(1932). — L’intégrale de Cauchy et les fonctions de plusieurs variables, Math. Ann. 111, 
178—182 (1935). 
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Beweis fiir den Satz in der oben angegebenen Fassung stammt voi K. Ox‘). 
Weitere Beweise finden sich in Arbeiten von H. Cartan, auf die hier Bezug 
genommen werde’). 

Von Wichtigkeit fiir die folgenden Abschnitte ist ferner der 


Heftungssatz von Oxa-Cartan: Sei § ein analytisches Polyeder im R*"; 
ferner seien 8, und 8, kompakte Polyzylinder, deren Projektionen in den Ebenen 
der Variablen z,,...,Z, alle bis auf eine iibereinstimmen. Der Durchschnitt 
Bi O Be OB set nicht leer. Ist dann w (z,, . . ., Z,) eine in By OB, O $8 regulare 
eindeutige Funktion, so gibt es in 3, \8 und 3,8 je eine reguldre ein- 
deutige Funktion ¥, (z,,...2Z,) bzw. Py (z,..., Z,), derart, dap in einer Um- 
gebung von 3, 13, 08 gilt 

we, .. ae Py ey, sos, z,) — WP, (2, . . -» %)- 

Zum Beweise sei auf die erste der in 7) zitierten Arbeiten von H. Cakran 
(S. 188) verwiesen®). : 

2. Ein Satz von K. Oka zum zweiten Cousinschen Problem. — Die Frage 
nach der Existenz analytischer Funktionen f (z,, . . ., z,) zu vorgegebenen Null- 
stellenflachen — zweites Cousinsches Problem genannt*) — kann nach P. Cov- 
stn wie folgt formuliert werden: Sei & ein Gebiet des R?”. Jedem Punkte P 
von & sei eine Umgebung ll ( P) und in U(P) eine eindeutige regulare Funktion f» 


so zugeordnet, daB fiir jeden Punkt Q aus 11 (P) der Quotient e im Durch- 


schnitt U (P) 7 1 (Q) regular bleibt und dort nicht en (fp und 
fg heiBen in U (P) 4 U(Q) aquivalent in bezug auf Division, kurz D-aqui- 
valent). Gesucht wird eine in & regulare eindeutige Funktion f (z,, . . ., z,), 
die jeweils in Ul (P) mit fp D-aquivalent ist, die mithin genau auf den durch 
das Verschwinden der {fp bestimmten analytischen Flaichen in der gleichen 
Ordnung wie die fp Null wird. Wir sprechen von einer Cousinschen Ver- 
teilung 2. Art V von reguliren Ortsfunktionen in ; die gesuchte Funktion / 
heiBe eine zugehérige regulire Lésungsfunktion. — Es ist wichtig, zu V auch 
Lésungsfunktionen @ (2,, . . ., z,) zu betrachten, von denen nur Stetigkeit, nicht 
aber Regularitét in G verlangt wird. Zu einer solchen Funktion g hat also 
jeweils in Ul (P) eine stetige nichtverschwindende Funktion qp (z,,...,z,) zu 
existieren, so daB in Ul (P) fp = qp~-¢@ gilt. (Wir nennen.auch g mit fp 
D-aquivalent). 

Wir beweisen nun 

Satz 1: Sei B ein analytisches Polyeder im R*" und V eine in einer Um- 
gebung von % gegebene Cousinsche Verteilung 2. Art von reguldren Ortsfunktionen. 

*) K. Oxa [I], Domaines convexes par rapport aux fonctions rationelles, Ser. A, 6, 
Nr. 3, 245—255 (1936). — [II] Domaines d’holomorphie, Ser. A. 7, Nr. 2, 115—130 (1937), 
Beides in Journal of Science of the Hirosima University. 

*) H. Cartan, [I] Idéaux de fonctions analytiques de n variables complexes, Ann. de 
l’Ecole Norm., 3. sér., 61, 149—197 (1944) (siehe insbesondere S. 185). — [II] Idéaux et 


modules de variables complexes, Bull. de la Soc. math. de France, 78, 29—64 (1950) 
(vgl. insbesondere S. 54: ,,Corollaire*‘). 

*) Wegen einer Neudarstellung der von H. Cartan verwendeten Hilfsmittel vergleiclie 
man auch Cartan [II]. Fiir den Fall, daB die $ definierenden Funktionen /,; Polynome 
sind, hat zuerst K. Oxa einen Beweis gegeben; siehe *), [II]. ‘ 

*) P. Cousm, Sur les fonctions de n variables complexes, Acta math. 19, 1—61 (1895). — 
Siehe auch: W. F. scoop, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 1, 8S. 248 ff. (2. Aufl. 1929); 
und: H. Beanxe u. K. Srer, Analytische Funktionen mehrerer Veranderlichen zu vor- 


gegebenen Null- und Polstellenflichen, Jber. d. Deutsch. Math. Vereinigg. 47, 177—192 
(1937). 
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@ (%, +--+» 2,) set eine in einer Nachbarschajt von $% definierte, zu V gehdrige 
eindeutige stetige Léisungsfunktion. Dann existiert in einer Umgebung von 8 
eine eindeutige regulire Lésungsfunktion f (z,, . . ., 2,), derart, daB der (nicht- 


verschwindende) Quotient f in einer Umgebung von § einen eindeutigen 


Logarithmus besitzt. (Es sei von einem bestimmten Zweige des Logarithmus aus- 
gegangen.) «+ 

Insbesondere ist zugelassen, daB die durch V bestimmten Lokalfunktionen 
keine Nullstellenflichen festlegen — etwa, wenn alle fp=1 sind; in diesem 
Falle darf  irgendeine in einer Umgebung von ¥ nichtverschwindende, ein- 
deutige, stetige Funktion sein. 

Zum Beweise benétigen wir 

Hilfssatz 1: B, V, pm (z,..., Z,) médgen die in Satz 1 angegebenen Bedeu- 
tungen besitzen; 3,, 3, seien kompakte Polyzylinder, deren Projektionen in 
den Ebenen der Variablen z,,...,2, alle bis auf eine iibereinstimmen. Der 
Durchschnitt 3, \ 3. (\ 8 sei nicht leer. In3, \ 8 existiere eine regulire ein- 
deutige Funktion F, (z,,...,2,), die in einer Nachbarschaft von 3, -\ 8 die 
Eigenschaften einer im Satz 1 gesuchten Lisungsfunktion hat; eine entsprechende 
Funktion in 3, \ 8 sei Fy (%,...,Z,). Dann existiert auch in (3, U 3.) AB 
eine regulire eindeutige Funktion F (z,,...,2,), die in einer Umgebung von 
(2: U Be) A B die Eigenschaften einer reguliiren Lésungsfunktion des Satzes 1 
aufweist. 

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es in je einer Umgebung von 3, \ % 
bzw. 8, -\ § eindeutige, stetige, nichtverschwindende Funktionen 4, (z;, . . ., Z,) 
bzw. qo (2, . . -, Z,), derart, daB 


F,=%°*Q ineimer Umgebung von 3,98, 

F,= 42: in einer Umgebung von 3,08 
gilt und daB 
Ya (2, - - +» Zq) = log g, (2,.- 2%) Dew. y—(z%,-.-, 2) = log gs (z,.--; Zn) 
jeweils dort eindeutig bleiben; hierbei sei von bestimmten Zweigen des Loga- 
rithmus ausgegangen. Die Differenz w (z,, . . ., Zn) = %1 — Ze ist dann in einer 
Umgebung von 3, 1 3, / $ eindeutig und stellt dort eine sogar regulire 
Funktion dar, denn sie stimmt dort mit Zweigen von log > iiberein. Nach 

2 
dem Heftungssatz von Oka-CaRTAN gibt es in je einer Umgebung von 3, 1% 
bzw. 8, \§ eindeutige regulire Funktionen ¥’, (z,, . . ., z,) bzw. WY» (z,, . . ., Zn) 
so daB in einer Nachbarschaft von 8, 3,8 gilt: y= ¥, — ¥,. Bilden 
wir nun 
Yr (2 «os Be) = a (By «oy Bn) — Py (yy «eo Zn) in (3, VB), 
We (2%. - - - Zn) = Yq (Bs ~~ +s Zn) — Pq (%,.--, 2) in UW(B,N§8), 
so ist in 1(3,013,.0 8) 
Vi-~We= (%1— Fi) — (xe — Pa) = (ms — 22) — (P11 — F2)=y — (Pi — F2) =. 
Das bedeutet, daB y, und y, Zweige einer einzigen Funktion VY (z,, . . ., z,) 
sind, die in 0 {(3, U 8.) 0 8} eindeutig und stetig ist. Es sei nun gesetzt 
g (2, « « «» Zq_) = CP G++) und 
F (24, « « 05 Bq) = (Zs - « +> Bq) * Y (Z, » » »y Mp) 
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Wir behaupten, daB F eine gesuchte Funktion darstellt. Jedenfalls ist F in 
einer Umgebung von (8, U 8.) © § eindeutig. F ist dort aber auch regular, 
denn es gilt in einer Umgebung von 83, \ §, wie man leicht nachrechnet: 


F = F,-e—*:, 
und entsprechend in einer Umgebung von 8, ™ §: 
F = F,-e—*>. 


Weiter ist g in einer Nachbarschaft von (3,U3,) 08 stetig, eindeutig und von 
Null verschieden; jeder Zweig von log q ist bis auf ein ganzes Vielfaches von 
2 xt identisch mit Y, und diese Funktion ist in einer Umgebung von (38, U 3.) 


r\ $ eindeutig und stetig. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 


Nun zum Beweise von Satz 1! — Sei 3 ein $ umfassender kompakter 

Polyzylinder, dessen Projektionen ©,,..., 0, samtlich Quadrate sind. Wir 
. : am (a) —_, ° ° 

unterteilen 0,,...,0, in Quadrate hl a yb und machen die Teilung 


so fein, daB folgendes gilt: (1) Jeder nichtleere Durchschnitt 


Do,...2= (Qi X...XxOn) AB 


wird von wenigstens einer Umgebung U,,.__, des durch die Cousinsche Ver- 
teilung V. bestimmten Umgebungssystems iiberdeckt. (2) Die in UU, 
gegebene regulare Lokalfunktion f, _. (z,,-.--,Z,) ist in einer Umgebung 
von 2, _, jeweils D-aquivalent mit ¢ (z,, . ..,Z,), derart, daB jeder Zweig 


Gyn any 


von log f “ dort eindeutig bleibt. In Analogie zu dem beim Beweise der 


Cousinschen Siatze benutzten HeftungsprozeB wird jetzt durch sukzessive An- 
wendung des Hilfssatzes 1 aus den f, , eine in $ regulare eindeutige 
Funktion f (z,, . . ., Z,) gewonnen, die in einer Umgebung von § die im Satz 1 
angegebene Eigenschaft aufweist. 

Nun folgt leicht der 

Satz von Oxa: Evxistiert zu einer in einem Regularititsgebiet & des R®" vor- 
gegebenen Cousinschen Verteilung 2. Art V von reguliren Ortsfunktionen eine 
eindeutige stetige Lésungsfunktion  (z,,...,Z,), 80 existiert auch eine ein- 
deutige regulaire Lésungsfunktion in G?°). 

Zum Beweise werde & durch eine Folge analytischer Polyeder , mit 
8, <= B,.1 C G und lim F, = G ausgeschépft, wobei die definierenden Funk- 


7? co 
tionen der 8, in @ regular und eindeutig seien. Nach Satz 1 existiert jeweils 
in einer Umgebung jedes §, eine regulire eindeutige Funktion /,, die dort mit 


fr eindeutig bleibt. Wir 


gy D-aquivalent ist, derart, daB jeder Zweig von log -s 


bilden jeweils in einer Nachbarschaft von , 

te +1 fe+1 f 

——- = lo ~— lo . 
’ S P e ? 

wo bestimmte Zweige des Logarithmus festgelegt seien. d, ist in %, regular 


und eindeutig. Nach dem Approximationssatz von WetL-Oxa gibt es je eine 
in & regulire eindeutige Funktion A, (z;, . . ., z,), so daB in , 


d, (2, . . +) Z_) = log 


ie. oe 
d, — h,['<— 
9” 


ae) Siehe die in 1) zitierte Arbeit. Der dort gegebene Beweis scheint noch nicht voll- 
standig zu sein. 
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gilt. Das unendliche Produkt f, - /7 (*2 -e 7 konvergiert in jeder kom- 
v=1 ° 
pakten Teilmenge von & nach Abtrennung von je endlich vielen Gliedern 


gleichmaBig; es stellt eine gesuchte regulire eindeutige Lésungsfunktion in 
& dar. 


3. Eigenschaften additiver und multiplikativer automorpher Funktionen. 
Sei G wieder irgendein Gebiet im R®". Es existiere eine analytische Funktion 
Pg ye Z,) mit folgenden Eigenschaften : 

(1) A (a, ..., Z,) laBt sich in G uneingeschrankt regular fortsetzen. 

(2) Bei Fortsetzung lings eines geschlossenen Weges w in & verindert 
sich A (z,,.. ., Z,) additiv um eine GréBe a (z,, . . ., z,), die ihrerseits eine in G 
regulire, eindeutige Funktion (eventuell eine Konstante) darstellt. 

Eine solche Funktion A (z,, . . ., z,) heiBe eine in & regulire additive auto- 
morphe Funktion — abgekiirzt a. a. Funktion —; die a (z,, . . ., z,) heiBen 
(additive) Periodizitatsmoduln von A (z,,..., Z,). 

Es ist leicht zu sehen, daB zu zwei stetig ineinander deformierbaren ge- 
schlossenen Wegen in & stets derselbe Periodizitaétsmodul von A (%, . . ., Z,) 
gehért!*). Wird jedem geschlossenen Wege der zugehérige Periodizitaétsmodul 
zugeordnet, so ist damit insbesondere ein Homomorphismus f der Fundamental- 
gruppe j} von & in die additive Gruppe & der in & eindeutigen reguliren 
Funktionen bestimmt; zur Bildung von § sei in & ein Punkt P, als Anfangs- 
und Endpunkt der geschlossenen Wege fest gewahlt. 2 ist eine torsionsfreie 
abelsche Gruppe; daher gehéren zum Kern von § die Elemente endlicher 
Ordnung sowie die Kommutatorgruppe von §. Der Homomorphismus h legt 
also zugleich einen Homomorphismus § der ersten Bettischen Gruppe B! 
von &) in & fest, und dieser Homomorphismus ist unabhiangig von der spe- 
ziellen Wahl von P,. Das bedeutet, daB die Periodizitatsmoduln von A (z,,...,2,) 
nur von den Divisionshomologieklassen der geschlossenen Wege in & ab- 
hangen. Durch den Homomorphismus § wird das Mehrdeutigkeitsverhalten 
von A (z,,..., 2,) in & vollstandig beschrieben. 


Wir haben im folgenden. auch regulire multiplikative automorphe 
Funktionen in @ zu betrachten. Unter einer solchen m. a. Funktion 
M (z,,..-,2,) wird eine in & uneingeschrainkt regular fortsetzbare Funktion 
verstanden, die bei Fortsetzung lings eines geschlossenen Weges sich bis auf 
einen Faktor m (z,,...,2Z,) reproduziert, der eine in @ eindeutige regulire 
nichtverschwindende Funktion darstellt. m (z,,...,z,) heiBt ein (multi- 
plikativer) Periodizitatsmodul von M (z,,...,z,). Ordnen wir wiederum 
den geschlossenen Wegen in @ die zugehérigen Periodizitaétsmodu!ln von 
M (z,,..-;%,) zu, so ist jetzt ein Homomorphismus der ersten Homologie- 
gruppe H' von @ in die multiplikative Gruppe It der in G eindeutigen regu- 
laren nichtverschwindenden Funktionen bestimmt. Es ist méglich, da8 den 
Elementen endlicher Ordnung von H' von 1 verschiedene Elemente aus I 


10a) d. h. die gleiche Funktion a (z;,..., Zn). 


41) B (oft auch 1. Bettische Gruppe mod 0 oder reduzierte 1. Bettische Gruppe ge- 
nannt) ist die Gruppe der Divisionshomologieklassen der in & gelegenen endlichen, ganz- 
zahligen, singuléren, eindimensionalen Zyklen. — Zu den hier und im folgenden benutzven 
topologischen Begriffen und Satzen vgl. das Lehrbuch wertes mm von H. Serer u. 


W. TarevratL, Leipzig und Berlin 1934; ferner: P. ALEXANDROFF Horr, Topologie I, 
Berlin 1935. 
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(d. h. von | verschiedene Einheitswurzeln) entsprechen. Wir werden es jedoch 
insbesondere mit solchen m. a. Funktionen zu tun haben, deren Periodizitiats- 
moduln wie bei den a. a. Funktionen nur von den Divisionshomologieklassen 
der geschlossenen Wege in & abhingen. Das Mehrdeutigkeitsverhalten dieser 
m. a. Funktionen wird also durch einen Homomorphismus von B' in M ein- 
deutig gekennzeichnet. 

In den folgenden Abschnitten gehen wir nun umgekehrt von Homo- 
morphismen von B' in & bzw. von B! in M, aus und fragen, ob zu den so vor- 
geschriebenen Periodizitatsmoduln additive bzw. multiplikative automorphe 
Funktionen gehoren. 

4. Additive automorphe Funktionen zu vorgegebenen Periodizitétsmoduln. 

Satz 2: Sei © ein Regularitdatsgebiet im R®". Es sei ein Homomorphismus 
der ersten Bettischen Gruppe B' von & in die additive Gruppe der in & reguliiren 
eindeutigen Funktionen beliebig vorgegehen. Dann existiert in & eine zugehérige 
regulire additive automorphe Funktion. 

Wir benétigen den 


Hilfssatz 2: Sei & ein endlicher N-dimensionaler simplizialer Komplex 
(N = 1) und y (B') ein ganzzahliger Charakter'*) der ersten Bettischen Gruppe 
B' von &. Dann gibt es eine stetige Abbildung von & in die Kreislinie; derart, 
daB der Abbildungsgrad jedes ganzzahligen eindimensionalen Zyklus Z' aus & 
iibereinstimmt mit der ganzen Zahl, die der Divisionshomologieklasse von Z' 
durch y (B*) zugeordnet ist. 

Zum Beweise dieser bekannten topologischen Aussage sei verwiesen auf 
P. ALEXANDROFF — H. Horr, Topologie, Kap. XIII, § 3, S. 515 — 518, 
insbesondere Beweis zu Satz VI. 


Beweis zu Satz 2: (1) Sei 8 irgendein in © enthaltenes analytisches 
Polyeder. Wir zeigen: Es gibt in einer Nachbarschaft von § eine regulare 
a. a. Funktion A* (z,,...,2,) mit den richtigen Periodizitatsmoduln. — Wir 
wiihlen ein abgeschlossenes Gebiet G,, das ® ganz in seinem Innern enthiilt, 
seinerseits in @ enthalten ist und das cine endliche simpliziale Zerlegung ge- 
stattet. Die in G, verlaufenden geschlorsenen Wege bestimmen eine Unter- 
gruppe B} von B'. Diese Gruppe B} besitzt sicher eine endliche Basis; eine 
solche werde etwa festgelegt durch das System geschlossener Wege w,, . . ., w, 
in G,. Nach Hilfssatz 2 gibt es stetige Abbildungen 7’, ..., 7, von G, in 
die Kreislinie, so daB jeweils w, durch 7, mit dem Grade 1, jedes w, mit t + 6 
jedoch durch 7’, mit dem Grade 0 abgebildet wird'**). Als Kreislinie werde der 
Einheitekreis |¢| = 1 der komplexen ¢-Ebene gewahlt: dann werden 7’, . . ., 7, 
gegeben durch in @, definierte komplexwertige stetige Funktionen ¢ = 
Py (2, - - +s 2m) > ~~ +> C= Ps (G, - + -, Z,)- Auf Grund von Satz 1 existieren s in 
regulare eindeutige nichtverschwindende Funktionen f, (2, ..., 2), ---; 


fe (%, - - +> Zn), derart, daB jeweils log fe in einer Umgebung von § eindeutig 
o 


12) Unter einem ganzzahligen Charakter einer Gruppe B wird ein Homomorphismus 
von B in die additive Gruppe der ganzen Zahlen verstanden. Entsprechend ist ein ra- 
tionaler (bzw. zyklischer) Uharakter von B erklart als Homomorphismus von B in die 
additive Gruppe der rationalen Zahlen (bzw. in die additive Gruppe der rationalen Zahlen 
modulo 1). Vgl. hierzu ALExaNDROFF-Hopr, Topologie, Anhang I: Abelsche Gruppen, § 5. 


12a) T,,..., 7’, sind ferner so zu wahlen, daB jeweils Wege innerhalb G,, die in G 
divisionshomolog sind, mit dem gleichen Grade abgebildet werden. 
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bleibt. Sind nun aj, (2, . . -; 2), + - «+ Gwe, (%» + + +» 2) die den Divisionshomo- 


logieklassen der w,,...,w, durch den gegebenen Homomorphismus § zuge- 
ordneten reguliren Funktionen in G, so bilden wir 


A® (2, . - «» Zy) = 


1 
- 2ni [@yp, (2, -- +» 2n) * log fy (2, -- +» Zn) + 0° + Op, (%,--+, Zn) * log f, (2, -- +» 2m) 3 


hierbei sei von bestimmten Zweigen des Logarithmus ausgegangen. 
A*(z,,..., Z,) ist eine gesuchte, in einer Umgebung von § regulire a. a. Funktion. 
(2) G werde ausgeschépft durch eine Folge analytischer Polyeder §,, 
deren definierende Funktionen in © regulir und eindeutig sind; es gelte 
f, € $1 S|$G und lim $, = G. Zu jedem Ff, gibt es nach (1) eine in Ul (¥,) 


regulire a. a. Funktion A, (z,, . . ., z,) mit den vorgeschriebenen Periodizitats- 
moduln. Wir betrachten in U (8) die Differenz 


BD, Ge, ..« tof Bost Gs. «« ciel = 4, Gi, - > -» Sab 


Dabei sei von einem System von ,,Anfangszweigen“ der A, ausgegangen, die 
in einem bestimmten Punkte von §, beliebig, aber fest gewihlt werden; D, 
ist dann jeweils eine in %, eindeutige regulire Funktion. Nach dem Appro- 
ximationssatz von Wei-Oxa gibt es in @ regulire eindeutige Funktionen 
H, (%, « « -) Z,), 80 daB jeweils in $, 


\D, — H,| <= 
gilt. Bilden wir nun 2 
A, v 2 (D, — H,) -_ A, T {(A, _ A)) a H;} leaded {(Ay41 ns A,) _ H,} yoo, 


so konvergiert diese Reihe in jedem §, (nach Abtrennung der ersten v Glieder) 
gleichmaBig und steilt in @ eine gesuchte regulire additive automorphe 
Funktion A (z,,..., Z,) dar. 


5. Multiplikative automorphe Funktionen zu vorgegebenen Periodizitaétsmoduln. 


Wir betrachten in diesem Abschnitt nur den Fall, daB die vorkommenden 
multiplikativen Periodizitétsmoduln eindeutige Logarithmen besitzen (nach 
Festiegung bestimmter Zweige des Logarithmus) ; diese Voraussetzung werde im 
folgenden nicht mehr ausdriicklich hervorgehoben. Zuniichst wird bewiesen 


Satz 3: Set © ein Regularitétsgebiet im R®" und M (z,,..., Z,) eine in & 
regulire multiplikative automorphe Funktion. Dann gestattet M (2,, . . ., Z,) eine 
Zerlegung 
BE (2,, . . 5%) = eA. ta) . ye Ri, sid: ty Deak 
wortn A (%,. .,Z,) eine reguliére additive automorphe Funktion in & bedeutet 
und M* (z,,...,2,) eine in © regulire multiplikative automorphe Funktion, 
deren stimtliche Periodizitétsmoduln Einheitswurzeln sind. 

Besitzt M (z,,..., %)-in © keine Nullstellen, so ist A (%,.. ., Z,) = 
log M(z,, ...,Z,) (nach Festlegung eines Zweiges) eine dort regulare a. a. Funktion. 
und es gilt 
A (2;, . «+5 Bq) 


M (%, . - -»%) = € 
Mathematische Annalen. 123. 14 
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Weist M (z,, ..., Z,) aber Nullstellen auf, so wird wie folgt ein Homomorphis- 
mus der ersten Bettischen Gruppe B' von & in die additive Gruppe & der in G 
eindeutigen regularen Funktionen festgelegt: Sei d,,...,d,,... eime Ab- 
zahlung der Elemente von B'. Jedem d, sind durch M Periodizitétsmoduln 
zugeordnet, die sich jeweils nur durch Einheitswurzeln als Faktoren unter- 
scheiden. Ist m, (z, ...,Z,) irgendeiner dieser zu d, gehérigen Periodizitits- 
moduln, so bilden wir a, (2, . . ., Zn) = log m, (2, . . . Z,) (es sei ein bestimmter 
Zweig des Logarithmus gewahlt) und setzen die Zuordnung d, + a, fest, wo a, 
als Element der Gruppe & betrachtet wird. Angenommen, es seien schon 
Zuordnungen d, > a,...,d, >a, erklirt; dann ist zugleich ein Homomor- 

. rT 1 . . 
phismus der durch d,, . . ., d, erzeugten Untergruppe B; von B' in & bestimmt. 
Gehért nun d, 4, oder ein Vielfaches von d; 4 zu Bi, gilt also etwa 

a dps y= ad, +--+ a dk, (x, %,..., % ganze Zahlen, « +0) 
so setzen wir als Zuordnung 

Uesy > (yy + +++ + Op ae) 

fest. Sind dagegen d,, . . ., dy, dg, linear unabhingig, so sei m, ,, (z, . . ., Z, 
einer der d,,, zugeordneten Periodizitétsmoduln und ag 4 1 (%,..., 2.) = 
log mp 1 (2%, ---, Zn), WO irgendein Zweig des Logarithmus gewahit sei; wir 
setzen sodann fest dy 1 > a, +44. Damit ist ein Homomorphismus von B! in Y in- 
duktiv definiert. Nach Satz 2 gibt es eine in & regulire additive automorphe 
Funktion A (z,,...,Z,), deren Periodizitétsmoduln diesen Homomorphismus 
bewirken. Die Funktion M* (z,,...,z,)= M (z,..., z,)e ~‘"*"*” ist eine 
in ® regulire m. a. Funktion mit lauter Einheitswurzeln als Periodizitats- 
moduln, und es ist wie verlangt 


— 


|. Zq) = eAG--Fn). ME (z,,..., z,). 


Diese Uberlegung zeigt zugleich, daB zur Herstellung von m.a. Funktionen 
zu vorgegebenen Periodizitétsmoduln die Beschriankung auf den Fall geniigt, 
daB alte Periodizitatsmoduln Einheitswurzeln sind. Solche Periodizitats- 
moduln vorschreiben, hei8t dann, einen Homomorphismus e (H') der ersten 
Homologiegruppe H' des zu Grunde gelegten Gebietes & in die Gruppe der 
Einheitswurzeln vorgeben. Es ist gelegentlich bequemer, an Stelle von e (H') 
den zyklischen Charakter 9, (H*) von H' zu betrachten, der sich ergibt, wenn 
die Einheitswurzeln e**"” (r rational) ersetzt werden durch die modulo | redu- 
zierten r (U0 <r <1). Im folgenden werde das Mehrdeutigkeitsverhalten von 
m.a. Funktionen mit Einheitswurzeln als Multiplikatoren stets auf diese Art 
durch zyklische Charaktere gekennzeichnet. 

Wir wollen nun annehmen, daB die Periodizitétsmoduln nur von den 
Divisionshomologieklassen der geschlossenen Wege in & abhiangen 
sullen, daB sie also sogar einen zyklischen Charakter 9, (B') der ersten Betti- 
schen Gruppe B' von & bestimmen. Unter dieser Voraussetzung kénnen wir 
die Existenz regularer m. a. Funktionen zu vorgegebenen Periodizitaétsmoduln 
in Regularitatsgebieten des R®" nachweisen. 

Satz 4: Wird in einem Regularitéitsgebiet & des R®" ein zyklischer Charakter 
der ersten Bettischen Gruppe B' von & beliebig vorgegeben, so existiert stets eine 
in & regulére multiplikative automorphe Funktion mit lauter Einheitswurzeln 
als Periodizivitsmoduln, die diesen Charakter bewirkt. 
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= 


R, G,, Bi, w,,...,w, mégen die gleiche Bedeutung wie im Beweise zu 
Satz 2 haben. Wir weisen wiederum zunichst die Existenz einer Funktion 
mit den richtigen Periodizitaétsmoduln in einer Umgebung von $ nach. Der 
gegebene zyklische Charakter ordnet den Divisionshomologieklassen [w,] der 
w, gewisse Restklassen rationaler Zahlen modulo 1 zu; diese Zuordnungén 
seien etwa durch 


[w,J>r,,-.-.[wJ>r, (OS7,<l,o=1,...,8) 


gegeben. Hierdurch ist aber zugleich ein rationaler Charakter von Bi fest- 
gelegt, und dieser laBt sich nach bekannten SchluBweisen der Gruppentheorie 
zu einem rationalen Charakter o (B') der gesamten Gruppe B!' erweitern. 
Nach Satz 2 gibt es zu @ (B") eine in & regulare additive automorphe Funktion 


A (z,,---, 2). Die Funktion M (2, .. ., %) = "4 ist dann eine in & 
regulire multiplikative automorphe Funktion, die in G, und damit in U () 
die richtigen Periodizitétsmoduln besitzt und in & nicht verschwindet. 

Ist nun wieder {8,} eine G ausschépfende Folge von analytischen Poly- 
edern wie im Beweise zu Satz 2, so sei M, (z,,..., z,) eine in U ($,) regulire 
m. a. Funktion +0 mit den richtigen Periodizitétsmoduln. Wir bilden jeweils 
in §,: 

My +1 (215+ - + Zn) 


Qy (> +» +» Zn) = = M, (2, « - +; Zn) 


wo von gewissen ,,Anfangszweigen“ der M, ausgegangen sei, die in einem 
bestimmten Punkte von §, beliebig, aber dann fest gewahlt seien; Q, ist in 
¥, regulir, eindeutig und +0. Nach dem Approximationssatz von WerL-OKa 
gibt es in & regulare eindeutige Funktionen L, (z, . . ., z,,), so daB jeweils in %, 
gilt: 
1Q,+L,—1| <= 
Das unendliche Produkt 
M, - (Q,° L,): --- -(Q,°L,)- ++ 


konvergiert dann (nach Abtrennung von je endlich vielen Gliedern).in jedem §, 
gleichmaBig und stellt eine in & gesuchte regulire m. a. Funktion M(z,, . . ., z,) 
mit den vorgegebenen Periodizitétsmoduln dar. 

Bemerkung: Aus dem vorstehenden Beweise ergibt sich, daB stets nicht - 
verschwindende regulire m.a. Funktionen existieren, die in einem ganz 
im Innern von @& gelegenen Teilgebiet die vorgeschriebenen Periodizitits- 
moduln besitzen. Dagegen kann die fiir das Gesamtgebiet & konstruierte 


Funktion M (z,,.. ., z,) Nullstellen aufweisen, da die konvergenzerzeugenden 
Faktoren L, (z,, . . ., Z,) in @ verschwinden kénnen. 
6. R-konvexe Gebiete in komplexen Mannigfaltigkeiten. — Wir wollen in 


diesem Abschnitt die Resultate der Abschnitte 4 und 5 von Regularitits- 
gebieten im R™ auf gewisse Gebiete in komplexen Mannigfaltigkeiten tiber- 
tragen. Unter einer 2 n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit I®” wird 
wie tiblich eine 2 n-dimensionale Mannigfaltigkeit im Sinne der Topologie ver- 
standen, die mit lokalen Systemen komplexer Koordinaten (2j, . . ., Zn), 
(z{,..+,2n),... tiberdeckt ist, derart, daB die Transformationen beim Uber- 
einandergreifen zweier solcher Systeme durch n regulire Funktionen mit nicht- 
verschwindender Funktionaldeterminante vermittelt werden #2). Eine Funktion 


18b) Es wird ferner vorausgesetzt, daB IN2" eine abzahlbare Basis hesitzt. 
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/ (P) heiBt in einer Punktmenge € von IM regular, wenn sie es in jedem 
Punkte P von € in bezug auf die dort gegebenen lokalen komplexen Koordi- 
naten ist. 

Definition: Ein Gebiet & in einer komplexen Mannigfaltigkeit I2®" heiBe 
R-konvex, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. (Eigenschaft der Regularkonvexitét): Zu jeder kompakten Teilmenge 
&, von & (in Zeichen E, € G) gibt es gine €, umfassende kompakte Teilmenge 
€, von G, derart, daB zu jedem Punkte P von G, der nicht zu &, gehért, eine 
in & regulare eindeutige Funktion fp existiert, so daB 


fp (P)| > Max |fp(G,)} . 


2. Zu je zwei verschiedenen Punkten P,, P, von & gibt es eine in & re- 
gulire eindeutige Funktion fp,p,, die in P, und P, verschiedene Werte an- 
nimmt. 

3. Zu jedem Punkte Q von & gibt es ein System von 7 in & regularen ein- 
deutigen Funktionen, deren Funktionaldeterminante (bezogen auf ein lokales 
Koordinatensystem) in Q von Null verschieden ist. 

Es ist klar, daB jedes Regularititsgebiet des R®* R-konvex ist‘). Ent- 
sprechendes gilt fiir die dem R?” nichtschlicht iberlagerten Regularitatsgebiete, 
lie von H. BeHnKE und dem Verfasser in einer kiirzlich erschienenen Arbeit '*) 
als fast endlich-blattrig bezeichnet worden sind. Als weitere Beispiele 
R-konvexer Gebiete seien die direkten Produkte 37" = R, x ... x R,, offener 
Riemannscher Flachen ,, . . ., R,, erwahnt, ferner etwa die analytischen Poly- 
eder B% in 3" (genauer die in § enthaltenen maximalen Gebiete)}*). 

Wir behaupten nun, daB die Sétze der Abschnitte 4 und 5 iiber die Existenz 
requlirer additiver automorpher, bzw. multiplikativer automorpher Funktionen 
auch fiir R-konvexe Gebiete G in komplexen Mannigfaltigkeiten gelten"). 

Dies wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB die folgenden, in den Be- 
weisen jener Satze wesentlich benutzten Aussagerf iibertragen werden kénnen: 

a) Die Ausschépfbarkeit des betrachteten Gebietes & durch analytische 
Polyeder, deren definierende Funktionen in & regular und eindeutig sind (der 
Begriff des analytischen Polyeders sei in komplexen Mannigfaltigkeiten wie 
im R®" definiert; vgl. Abschnitt 1); b) der Approxiraationssatz von WerL-OKa; 
c) die Aussage von Satz 1 fiir den Fall, daB die in einer Umgebung des analyti- 
schen Polyeders 8% vorgegebene stetige Funktion g dort nicht verschwindet. 

a) Der in Abschnitt 1 gegebene Nachweis fiir Regularititsgebiete des R™ 
ist wértlich auf R-konvexe Gebiete zu iibertragen. 

b) Es geniigt, die folgende Ubertragung des Approximationssatzes von 
WetL-Oxa zur Verfiigung zu haben: Sei & ein R-konvexes Gebiet in einer kom- 
plexen Mannigfaltigkeit M2" und 


x: f, < kK, (K,> 0, A=1,...,2) 


**) Konvergente Folgen nichtschlichter Regularitétsbereiche, Annali di Mat. pura et 
appl., Ser. IV, 28, 317—326 (1949). 

*) DaB 3** und § R-konvex sind, folgt leicht aus den Resultaten der in *) zitierten 
Arbeit. 

*) Fiir direkte Produkte 3%" offener Riemannscher Flachen ist die Voraussetzung, 
daB die Periodizitatsmoduln der gesuchten m. a. Funktionen eindeutige Logarithmen be- 
sitzen sollen, entbehrlich. Vgl. K. Stems, Primfunktionen und multiplikative auto- 
morphe Funktionen auf nichtgeschlossenen Riemannschen Flichen und Zylindergebieten, 
Acta math. 83, 165—196 (1950). 
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ein in & enthaltenes analytisches Polyeder, dessen definierende Funktionen f, 
in & regular und eindeutig seien. Dann ist jede in B reguldre eindeutige Funktion 
F gleichmafig in 8% approximierbar durch Funktionen, die in & regulér und ein- 
deutig sind. 

§ ist kompakt, also auch bikompakt. Daher gibt es wegen der Eigen- 
schaft 2 der R-Konvexitaét endlich viele in © regulire eindeutige Funk- 
tionen g,,...$ g, so daB fiir jedes Punktepaar in $ jeweils wenigstens 
eine dieser Funktionen verschiedene Werte annimmt. AuBerdem laBt sich % 
mit gewissen Umgebungen WU (P,), . . ., Ul (P,) endlich vieler Punkte P,,..., P, 
iiberdecken, derart, daB folgendes gilt: Zu jedem U (P,),o¢= 1,...,8, gehdren 
nin & regulire eindeutige Funktionen hy, ..., A, deren Funktionaldetermi- 
nante (bezogen auf lokale Koordinatensysteme) in Ul (P,) von Null verschieden 
ist. Wir bilden % durch die Transformation 


{“- i. eo 
4 Mtn Jn, 4 1,...k, 
| C= A, y= 1,....n; o=1,...,8, 


in den 2 N-dimensionalen Raum R?4, N = 1+ k + 8-n, der komplexen Va- 


riablen z,, .. ., 248 CH... CO ab. Die Absolutbetrage der Funktionen g, und 


h\” sind in ® beschrinkt; sei etwa K eine gemeinsame Schranke. Dann liegt 
das durch (I) vermittelte Bild §} von % ganz im Polyzylinder 


(I) 


>: [\* el Se ge SO a ae eee, 
isk, le ae ae fs eB 


und zwar ist ein 2 n-dimensionales irreduzibles, singularititenfreies, ana- 
lytisches Flachenstiick, dessen Berandung auf dem Rande von9® liegt. — Die in 8 
vorgegebene Funktion F' 12.8t sich als Funktion auf auffassen und sei hier mit F* 
bezeichnet. Zu jedem Punkt P von § gibt es eine 2 N-dimensionale Umgebung 


U(P), in der jeweils eine regulire Funktion Hp (z,.. ., 2 +x, re a oa co) 


existiert, die auf dem in Ul (P) gelegenen Teil von § mit F* iibereinstimmt. 
Eine solche ,,Fortsetzung“ von F* ist stets méglich. Denn jeder Punkt von § 
im Innern von ® ist gew6hnlicher Punkt von %; ferner laBt sich § iiber jeden 
auf dem Rande von D gelegenen Punkt P’ ein Stiick fortsetzen, derart, daB P’ 
gewohnlicher Punkt des so ergiinzten Flachenstiickes ist und daB F* dort 


regular bleibt. Nach einem Satze von H. Cartan ™*) gibt es nun eine im ge- 
samten Polyzylinder D regulire Funktion H (z,.. ., 27+%, a ae op Oe), die 
auf % mit F* iibereinstimmt. H kann in einer Umgebung von ® in eine Potenz- 
reihe entwickelt werden, ist also glejchmaBig in D durch Polynome G,, (2, . 


(1) mS 
ee: eee approximierbar: 


* +> 


is (1) (8) : (1) (8) 
H (2, .. 14a Ci >---> bn) = lim G, (2, ..., aa, Ci >.> o> On ° 
“> CO 
Werden jet ey) e®) vemaB (I) durch di r® 
erden jetzt 2,,...,24%,¢1,---»¢, gemaB (I) dure ie f,,9,,, ersetzt, 


so ergibt sich 
Bi (fy;.- - ++ fr Gav +> +s Gy Bees A) oP = 
a ae ee 


> 


16) Vgl. die in ’) zitierte Arbeit [I1], Théoréme 9, 8. 51. 
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und damit ist F, wie verlangt, in % durch Funktionen gleichmaBig appro- 
ximiert, die in G regular und eindeutig sind. 


c) Wir beweisen: Seien G© und § die in b) angegebenen Punktmengen. In 
einer Umgebung von § sei eine stetige, eindeutige, nichtverschwindende Funktion 
@ vorgegeben. Dann existiert eine in einer Nachbarschaft von % regulire, 
eindeutige, nichtverschwindende Funktion {, so daB jeder Zweig von log i dort 
eindeutig bleibt. 

Es werde zunichst ein e > 0 mit folgenden Eigenschaften festgelegt: 1) Die 
% umfassende Komponente der Punktmenge (f,/ < K,+ ¢(A=1,...,l) 
bildet ein analytisches Polyeder ZR in G; 2) Su enthalt eine Umgebung von $ 
und ist seinerseits im Definitionsbereich von g enthalten. — Wir bestimmen 
fiir ® wie oben Funktionen Gus A? (x=1,...,k;v=1,...,n;0=1, , 8); 
eine gemeinsame Schranke ihrer Absolutbetrage sei K. Durch eine Trans- 
formation (I) (vgl. b)) wird nun RP auf ein analytisches Flachenstiick x des 


R** der Variablen z,, . . ., 24+, a ag i pte o abgebildet ; % liegt singularitaten- 
frei im Polyzylinder 


‘ - 
~ niga é, tmeee £0 kh. 8s te 1 By 
2: ait - > 
| rm < x. fat. cat: Ue h,...8: 
Nach H. Carrawn!’) gibt es endlich viele in D regulire Funktionen 


Ww I. c (1) (8) »(1) (8) 
7 ils. + a: ny A , 


+k: $1 eo 0 oy Gp Ss A ae ee eo es 


so daB § genau mit der gemeinsamen Nullstellenmannigfaltigkeit der Y,, . . ., 
Y, identisch ist. — Die in 8 vorgegebene stetige Funktion @ wird als Funktion 
auf % betrachtet und heiBe hier g. Sie ist nach bekannten topologischen 


Satzen in einer Umgebung 1 (%) von § stetig zu einer Funktion @ (z,,.. ., 
+(1) 5-(8) 


Z11k, 1 ,--+»Cm ) fortsetzbar, die in 1 (*) ebenfalls nicht verschwindet'*). 
Es gibt nun ein 6> 0, derart, daB die Y,,..., %, noch im Polyzylinder 

{ |2, <K,+e+6, (las, <K+ j: fed, tk Be Wierd, 
t* : 

(01 < K+ 8, y=l,....8; G=1,..48 


regular sind und da8 das analytische Polyeder 


[ Pa Smet 2, ee eo Ba oe ee cae: ce ee ¢ 

, 0); - o 

Bs; O's K+ 4, “TY ee ae) a 
| prt s a 

in U1 (}) enthalten ist. Nach dem fiir analytische Polyeder des R®* geltenden 

Satz 1 gibt es in $* eine dort regulire eindeutige Funktion F (z,, .. ., z;+x, 

(1) »(8) 

Gi oe 


é ; oe 
Cn), derart, daB in %* jeder Zweig von log 3 eindeutig und stetig 


ist. Betrachten wir F nur auf, setzen wir also an Stelle der Variablen 2, . . ., 


17) Siehe Cartan [II], Théoréme 7, S. 51. 
8) Siehe etwa ALEXanpROFF-Hopr, Topologie, 8.73, Satz VIII (anzuwenden auf 


Réal- und Emaginarteil von g). 
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21+k a) fogs ong wieder die f,, 9,, nh ein, so erhalten wir mit 


f= BF (fs, « -o fae Gar > > 1 Sao Bas oo op AY) 


in R, und damit in einer Nachbarschaft von 8, eine gesuchte regulare Funktion. 
Mit Hilfe der Aussagen a), b), c) kénnen nun die in den Abschnitten 4 
und 5 gegebenen Beweise vollstandig iibertragen werden, und damit ist unsere 
Behauptung bewiesen. 
Es sei angemerkt, da8 in der Ubertragung des Satzes 2 inshesondere die 
Aussage iiber die Existenz von Integralen 1. Gattung zu vorgegebenen Perio- 
dizitétsmoduln auf offenen Riemannschen Flichen enthalten ist}®). 


7. Multiplikative automorphe Funktionen zur vorgegebenen Nullstellen- 
flichen. 

Wir beschrinken uns im folgenden wieder auf Punktmengen im R?". 
Sei G ein Regularitatsgebiet. In @ sei eine Cousinsche Verteilung 2. Art V 
von regulaéren Ortsfunktionen vorgegeben; V legt in G eine Menge N von 
mit Orientierung und Ordnungen versehenen Nullstellenflichen fest. Damit 
zu V in jedem ganz im Innern von & gelegenen Teilgebiet eine eindeutige 
stetige Lésungsfunktion existiert — und damit nach K. Oxa auch eine re- 
gulire — ist notwendig und hinreichend, daB die Schnittzahlen von ® mit den 
zweidimensionalen Zyklen in @ — sie seien als zu V gehérige charakteristi- 
sche Schnittzahlen bezeichnet — simtlich verschwinden?*). Wir wollen diese 
Bedingung als fiir V erfiillt voraussetzen. Dann braucht es, wie sich zeigen 
wird, im Gesamtgebiet @ noch nicht notwendig eine eindeutige Lésungs- 
funktion zu geben. Jedoch existiert zu V eine in & regulére multiplikative 
automorphe Liésungsfunktion M (%,...,2,) mit lauter Einheitswurzeln als 
Periodizitétsmoduln, die nur von den Divisionshomologieklassen der geschlossenen 
Wege in & abhangen. 


Um dies nachzuweisen, schépfen wir wie friiher ® durch eine Folge in G 
enthaltener analytischer Polyeder £, mit 2, © $,,1< G und lim &, = G aus, 


v-?> oc 


so daB die definierenden Funktionen der §, in & regular und eindeutig sind. 
Sei f, (z, ..., Zn), »= 1, 2,..., eime in einer Nachbarschaft von §, re- 
te +1 


gulare, eindeutige, zu V gehérige Lésungsfunktion. Dann ist 


ll (B,) regular und von Null verschieden. Wir betrachten in 11 (B,) 


jeweils in 


l fv+ 1 (z, ee ees Zn) 


Gu ay - - yp %) = 2ni - log Fu (Sao » « oy Se) 


wo von je einem bestimmten Zweige des Logarithmus ausgegangen sei; g, stellt 
in U (B,) eine regulire additive automorphe Funktion mit lauter ganzzahligen 
Periodizitétsmoduln dar. Es werde nun zunachst angenommen, daB zu jedem y 
eine in & regulire a.a. Funktion A, (z,,...,2,) existiere, die in Ul (9) die 
gleichen Periodizitétsmoduln wie g, aufweist. Unter dieser Voraussetzung 
laBt sich eine sogar eindeutige regulire Lésungsfunktion zu V in & wie folgt 
gewinnen: Setzen wir 
6, ess. «oe Gy. cs &— A, By oo Sede 


“ 
ne 


1%) Siehe die in *) zitierte Arbeit, insbesondere Satz 10. 
20) Siehe *). 
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nachdem rechts bestimmte Zweige festgelegt sind, so ist d, in Ul (f,) eindeutig. 
Nach dem Approximationssatz von WE1L-Oxa gibt es in & regulire eindeutige 
Funktionen H, (z,, . . ., z,), so daB jeweils in 8,: 


; i 
ld, — H,| < a 
Das unendliche Produkt 
© i fe+1 _—27i(4,+H,) | 
fe a hr 7 j 


konvergiert dann in jedem %, nach Abtrennung von je endlich vielen Gliedern 
gleichmaBig und stellt eine zu V gehérige regulire eindeutige Lésungs- 
funktion in @ dar. 

Wir haben also zu fragen, ob stets a. a. Funktionen A, (z,, . . ., z,,) wie an- 
genommen existieren. Dies ist sicher dann nicht der Fall, wenn es in Ul (&,) 
einen geschlossenen Weg gibt, dem ein von Null verschiedener Periodizitits- 
modul von g, (2, ..., Z,) entspricht und der in bezug auf & divisionshomolog 
Null ist. Ein solches Vorkommnis wird aber dadurch vermieden, daB die 
ll (¥,) zugeordnete Lésungsfunktion f, (z,, ...,z,) von vornherein jeweils so 
gewahit wird, daB sie auch noch in einem IU (,,.,)) mit geniigend groBem 
4 (v)> » eine regulare eindeutige Lésungsfunktion darstellt. Sei nun B' die 
erste Bettische Gruppe von @ und B. diejenige Cntergruppe von B', die durch 
die Divisionshomologieklassen der in %! ‘8,) verlaufenden geschlossenen Wege 
bestimmt wird. g, legt einen ganzzahligen Charakter yy” (Bi) von B» fest. 
Notwendig und nach Satz 2 auch hinreichend fiir die Existenz eines gesuchten 
A, ist dann, daB sich y” (B') zu einem ganzzahligen Charakter y” (B") der 
gesamten Gruppe B' erweitern l46t. Das aber braucht nicht immer méglich 
zu sein. Jedoch laBt sich y” (B) nach bekannten SchluBweisen der Gruppen- 
theorie stets zu einem rationalen Charakter 9” (B') von B! erweitern. 
Demnach gibt es auf Grund von Satz 2 immer eine in & regulare a. a. Funktion 
A} (z,,.--; 2), deren Periodizitaétsmoduln in U1 (%,) zwar mit denen von g, 
iibereinstimmen, die aber dariiber hinaus nichtganzzahlige rationale Perio- 
dizitatsmoduln aufweisen kann. Wie oben werden nun jeweils in ll (f,) die 
dort eindeutigen Funktionen 


Ge «so Se @ GO Se -» fed — BE Gy - Me) 


gebildet und in & regulire eindeutige Funktionen H? (z,, . . ., z,) so bestimmt, 
daB in 8, gilt: 
1 
>. me) _. 
a} — H3|<=.. 


Betrachten wir nun 


f, ” IT e-™! d} — H}) . h {es +e Antiad + HI} 
v=1 v=l1 


’ 


Das unendliche Produkt konvergiert in jedem 8, nach Abtrennung von je v 
Gliedern gleichmaBig. Die Darstellung rechts zeigt, daB es eine in & regulare 
m.a. Funktion M (z,,...,z,) liefert, wovon jeder Zweig mit den durch V 
yegebenen Ortsfunktionen D-aquivalent ist. (Es ist darauf zu achten, daB die 
richtigen Zweige der A} eingesetzt werden; diese kénnen jeweils aus einem 
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festen System von ,,Anfangszweigen“ durch gleichzeitige Fortsetzung ge- 
wonnen werden.) Das Mehrdeutigkeitsverhalten von M wird allein durch die 
A} bestimmt; die Periodizitiétsmoduln von M hangen daher nur von den 
Divisionshomologieklassen der geschlossenen Wege in @& ab und sind saimtlich 
Einheitswurzeln. M ist also eine gesuchte Funktion. 

Sei gv, (B') der durch die Periodizitaétsmoduln von M (z,,...,2,) fest- 
gelegte zyklische Charakter. Wir fragen, wie weit 0, (B') allein durch die vor- 
gegebene Cousinsche Verteilung V bestimmt ist. — Hierzu werde irgendeine 
zweite regulire m.a. Lésungsfunktion M* (z,,...,z,) mit lauter Einheits- 
wurzeln als Multiplikatoren betrachtet ; der zugehérige zyklische Charakter sei 
o} (B'). Der Quotient 


~ _  M (%,.. + Zn) 

EE (z,, ..») 2%) = re... a 

bleibt dann in @ regulir und von Null verschieden und bestimmt den zykli- 
schen Charakter 6, (B") = 0, (B") — of (B). Bilden wir nun 


~ l ~ 
A (2, . » »» &) = sai ‘log M (2, ..., 2a), 


so ist A eine regulire a. a. Funktion in @, und der durch A festgelegte ratio- 
nale Charakter 0 (B") hat die Eigenschaft, daB er durch Reduktion modulo | 
in den zyklischen Charakter 9, (B') iibergeht. Das aber bedeutet, wenn B' 
keine freie abelsche Gruppe ist, daB O, (B') von spezieller Struktur ist; 
denn in diesem Falle besitzt B' stets zyklische*Charaktere, die nicht aus ra- 
tionalen Charakteren durch Reduktion modulo 1 erhalten werden kénnen. 
(Zum Beweise siehe Hilfssatz 3 im Abschnitt 9). 


Wir wollen die folgenden Bezeichnungen einfiihren: Sei C, (B') die Gruppe 
der zyklischen Charaktere von B', ferner C{” (B") die Untergruppe derjenigen 
zvkliscken Charaktere, die durch Reduktion modulo | aus rationalen Cha- 
rakteren von B' hervorgehen. Dann kénnen wir sagen: Die zu V in & existie- 
renden reguliren m.a. Lésungsfunktionen mit lauter Einheitswurzeln als 
Periodizitétsmoduln bestimmen durch die zugehérigen zyklischen Charaktere 
genau eine Restklasse in C, modulo C\) . Jeder Cousinschen Verteilung 2. Art 
von reguliren Ortsfunktionen in &, deren zugehdrige charakteristische Schnitt- 
zahlen stimtlich verschwinden, ist so ein Element c der Restklassengruppe € = 
C, — C® eindeutig zugeordnet. 

8. Ein Kriterium fiir die Existenz eindeutiger analytischer Funktionen zu 
vorgegebenen Nullstellenflichen. 

Satz 5: Zu einer Cousinschen Verteilung 2. Art V von reguldéren Orts- 
funktionen in einem Regularitédtsgebiet & des R*" existiert dann und nur dann 
eine in & regulire eindeutige Lisungsfunktion, wenn 

1) die zu V gehédrigen charakteristischen Schnittzahlen sémtlich verschwinden, 


2) unter der Voraussetzung 1, das V zugeordnete Element der Gruppe © das 
Nullelement ist™). 


%) Der Satz la8t sich leicht auf fast-endlichblattrige Regularitatsgebiete G tiber 
dem R*™ iibertragen. Siehe "*) und *). 
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DaB die Bedingungen nbdtwendig sind, ergibt sich unmittelbar aus den 
Ausfiihrungen des vorhergehenden Abschnittes. Sind andererseits diese Be- 
dingungen erfiillt, so gibt es nach Abschnitt 7 eine regulire m. a. Lésungs- 
funktion M (z,,...,z,) in @ mit lauter Einheitswurzeln als Periodizitats- 
moduln, derart, daB der durch M festgelegte zyklische Charakter o, (B') durch 
Reduktion modulo | aus einem rationalen Charakter o (B') hervorgeht. Nach 
Satz 2 existiert in & eine regulare a. a. Funktion A (z,, ... ., z,), dezen Perio- 
dizitatsmoduln durch o (B') gegeben werden. Bilden wir nun 


| ee 2,) == M (z,,..., Zn) *e 


(wo rechts von bestimmten Zweigen ausgegangen wird), so stellt f eine ein- 
deutige regulire Lésungsfunktion zu V in & dar. 

Die folgenden Bemerkungen mégen die Rolle der Bedingung 2) des Satzes 
beleuchten : 

a) Ist die erste Bettische Gruppe B' von ©& frei, so besteht die Gruppe € 
nur aus dem Nullelement; in diesem Falle ist die Bedingung 2) trivialerweise 
erfillt. Ist B' nicht frei, so enthalt € iiberabzahlbar viele Elemente. (Beweis 
im folgenden Abschnitt; siehe Hilfssatz 6.) 

b) Die erste Bettische Gruppe eines (schlichten oder nichtschlichten) Ge- 
bietes iiber der Ebene einer komplexen Verinderlichen ist stets frei, ebenso 
die eines direkten -Produktes solcher Gebiete??). Doch gibt es Regularitits- 
gebiete im R®" (n> 1), deren erste Bettische Gruppe nicht frei ist. Ein Bei- 
spiel im R* erhalt man wie folgt: Man nehme aus dem Dizylinder: 


D: {\z,| <1, |z,| <1} 


—A (z,. . +» Zn) 


die Punktmenge 


i (4)? 


Wao: {%= by «mY + by 2, +--++6,z, 5 14|<1} 


heraus; dabei sei stets 


_ (4)"\* 

% ’ = (. ; 

Die komplexen Koeffizienten b, seien so gewahlt, daB 5’ |b,| <1 und 6, + 0 
v=1 

fiir alle » gilt; dariiber hinaus seien sie so festgelegt, daB die Restpunktmenge 

D —¥F.. ein einziges Gebiet & bildet. Bezeichnen wir die analytischen Flachen- 

stiicke 


y’ 
{22 = bx? 5 tll b, 2% » |4| <1} 
mit }, und setzen wir G, = D — %,, so ist lim G, = G. Alle G, sind Regu- 


laritaétsgebiete, daher ist @ ebenfalls ein Regularitatsgebiet**). Die erste 
Bettische Gruppe B' von @ laBt sich, falls die |b,| geniigend klein gewahlt 
sind, durch abzahlbar viele Erzeugende-t,, t,, . . ., t,,..., mit den Relationen 

#2) In direkten Produkten 3” offener Riemannscher Flachen l4Bt sich ein Cousinsches 
Problem 2. Art stets durch regulare m. a. Funktionen M (z,,..:, Zn) lésen, auch dann, 
wenn die charakteristischen Schnittzahlen nicht samtlich verschwinden. Die Multipli- 
katoren sind dann regulare eindeutige nichtverschwindende Funktionen m (z,, . . ., 7n) mit 
i. a. mehrdeutigen Logarithmen. Das Mehrdeutigkeitsverhalten von log m wird durch die 
charakteristischen Schnittzahlen bestimmt. Vg). die in '*) zitierte Arbeit. r 

*) Siehe H. BennKE u. K. Stems, Konvergente Folgen von Regularitatsbereichen 
und die Meromorphiekonvexitat, Math. Ann. 105, 204—216 (1938). 
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t, = 2ty,...,t,-, = 2t,,... geben; B' ist also isomorph zur additiven Gruppe 
der rationalen Zahlen von der Gestalt - (g, # ganz), und diese Gruppe ist 
nicht frei**). 

In ahnlicher Weise kénnen leicht weitere Beispiele von Regularitatsgebieten 
gewonnen werden, fiir die B' nicht frei ist. Es laBt sich zeigen, was hier nicht 
ausgefiihrt werden soll, daB stets Regularitatsgebiete im R* existieren, deren 
erste Bettische Gruppe eine beliebig vorgegebene abzahlbare, torsionsfreie 
abelsche Gruppe ist. 


c) Wird ein Element c der Gruppe € beliebig vorgegeben, so existieren 
stets Cousinsche Verteilungen 2. Art in & mit simtlich verschwindenden 
charakteristischen Schnittzahlen, denen das Element c zugeordnet ist. Dies 
folgt leicht aus Satz 4 in Verbindung mit den Ausfiihrungen des Abschnittes 7: 
Ist 0, (B*) ein c reprasentierender zyklischer Charakter von B', so gibt es nach 
Satz 4 eine regulire m. a. Funktion M (2, . . ., z,) mit lauter Einheitswurzeln 
als Periodizitétsmoduln, die diesen Charakter bewirkt. Es ist méglich, die 
Nullstellen von M in @ durch eine Cousinsche Verteilung 2. Art V von regu- 
laren Ortsfunktionen festzulegen. Die zu V gehérigen charakteristischen . 
Schnittzahlen sind simtlich Null, da in jedem ganz im Innern von & gelegenen 
Teilgebiet ©* eine eindeutige Lésungsfunktion gewonnen werden kann, 
indem die Mehrdeutigkeit von M durch Multiplikation mit einer geeigneten, 
in &* nichtverschwindenden reguliren m.a. Funktion kompensiert wird. 
(Vgl. die Bemerkung zum Beweise des Satzes 4.) Also hat V die verlangte 
Eigenschaft. 


Ein konkretes Beispiel einer Cousinschen Verteilung 2. Art, die die erste 
Bedingung des Satzes 5 erfillt, nicht aber die zweite, ist das folgende: Man 
schreibe in dem unter b) konstruierten Regularititsgebiet @ von den dort 
benutzten analytischen Flachen §, diejenigen mit ungeradem Index als Null- 
stellenflachen erster Ordnung vor, was sich durch eine geeignete Cousinsche 
Verteilung 2. Art V bewerkstelligen la8t. — Um zu zeigen, daB V die ange- 
gebene Eigenschaft hat, betrachten wir das Gebiet G’, welches aus & durch 


Herausnahme der %,,—,, “= 1, 2,..., entsteht. Die erste Bettische Gruppe 
‘B* von @’ ist durch Erzeugende t,, ta, . . ., ty, -- -3 Ty, Tg» - + +» T2n—1>--- Mit den 
Relationen 

t= 2%4+% 

tp = 2t, 


hs pation Sates Se 


to, = 2 ten+1 


zu beschreiben. Hierbei werden die t,,—, reprasentiert durch Zykel in G’, 
die ¥_,,—, jeweils in geniigender Nahe von §,,,—, einfach positiv umschlingen. 
Wiirde nun zu V eine eindeutige regulire Lésungsfunktion f (z,, . . ., z,) in 
® existieren, so bilden wir 


*) Zur Konstruktion des angegebenen Beispiels vgl. L. Ponrrsacry, Uber den alge- 
braischen Inhalt topologischer Dualitatssitze, Math. Ann. 105, (1931), Anhang III: ,,Bei- 
spiel einer Kurve im R*, deren Komplementarraum eine beliebige abzahlbare abelsche 
Gruppe ohne Elemente endlicher Ordnung als erste Bettische Gruppe hat“. 
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~ 1 
py Se z,) = — - log f (2), - . -: Z)- 


A ist (nach Festlegung eines ,,Anfangszweiges) eine in @’ regulare a. a. 
Funktion mit lauter ganzzahligen Periodizitaétsmoduln, sie legt daher einen 
ganzzahligen Charakter y (‘ B') fest. Insbesondere ist 


(2) y (T2,-1)= 1 fiir alle w. 


Aus den Gleichungen (1) ergibt sich formal 


{3) t., (;)" '-[(3)" ut(s) "mtd 3° Tax—1}: 
Also 
(4) y(td=(3) 7 -[(3)" "+7 ep beet oy (ty a)} 


und damit wegen (2): 


oo rh=()"r0- $f} 





y (t,) und y (¢,,) sind wohlbestimmte ganze Zahlen. Dem widerspricht aber, 
daB die rechte Seite in (5) fiir geniigend groBes yu sicher nicht ganzzahlig ist. 
Folglich kann / nicht existieren, und unsere Behauptung iiber V ist bewiesen. 


9. Anhang. Hilfssiitze iiber abelsche Gruppen*™). Wir tragen hier die 
Beweise fiir die in den Abschnitten 7 und 8 benutzten Aussagen iiber abelsche 
Gruppen nach**), 

Hilfssatz 3: Hine abzihlbare abelsche Gruppe B ist dann und nur dann 
frei, wenn jeder zyklische Charakter von B aus einem rationalen Charakter durch 
Reduktion modulo \ hervorgeht. 

Die Notwendigkeit der Bedingung ist unmittelbar klar: Ein zyklischer 
Charakter 9, von B ordnet den Elementen 2,,..., 2,,... einer Basis von B 
gewisse Restklassen rationaler Zahlen modulo 1 zu; diese Zuordnungen seien 
durch 

Ly > Ty, + +> By > Ty, --- (7, Tational) 


* 
gegeben. Hierdurch ist aber zugleich ein rationaler Charakter 9 von B fest- 
gelegt, der bei Reduktion modulo 1 in 9, itibergeht. 

Um zu zeigen, daB die Bedingung auch hinreicht, bendtigen wir zwei 
weitere Hilfssatze. 

Hilfssatz 4: Kine abzdhlbare abelsche Gruppe B unendlichen Ranges ist 
frei, wenn jede Untergruppe endlichen Ranges von B frei ist?’). 

Beweis: B enthialt sicher keine Elemente endlicher Ordnung auBer dem 
Nullelement. I8t {y,,..., y,,...} ein vollstandiges System linear unab- 
hangiger Elemente in B, so sei jeweils U,, die Untergruppe der mit y,,.. ., ¥, 
linear abhangigen Elemente. U,, ist nach Voraussetzung frei und vom Range n, 


*5) Ich verdanke Herrn H. Utm zu diesem Abschnitt wertvolle Hinweise. 

*) Vgl. hierzu ALExaNDROFF-Horr, Topologie, Anhang I: Abelsche Gruppen. — 
Zur Vereinfachung der Sprechweise werde verabredet, daB alle betrachteten Gruppen 
wenigstens zwei Elemente enthalten. 

**) Vgl. hierzu sowie zum Beweise von Hilfssatz 5: L. Ponrrzacrn, Topological Groups, 
Princeton 1946, S. 168, Aussage E. 
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ferner ist fir n> 1 jede Restklassengruppe H, = U, — U, _, eine freie zyk- 
lische Gruppe. Sei h,, ein Element in U,,, dessen Restklasse modulo U,,_, die 
Gruppe Hj, erzeugt, und H, die von h, in U,, erzeugte Untergruppe; dann 
laBt sich U, als direkte Summe U,_,+ H,, darstellen. B ist daher direkte 
Summe der freien zyklischen Untergruppen U, = H,, H,,..., Bayi: 4 0en 
eine freie abelsche Gruppe. 


Hilfssatz 5: Sei B eine torsionsfreie abelsche Gruppe von endlichem Range 
n> 0. B sei nicht frei. Dann besitzt B iiberabzihlbar viele verschiedene zyklische 
Charaktere. 


Wir legen in B eine aufsteigende Folge von Untergruppen B, wie folgt 
induktiv fest: Sei {y,,..., y,} ein System linear unabhangiger Elemente in B 
und B, die von y,,..., Y¥, erzeugte Untergruppe. Angenommen, B, sei als 
eine alle B,(0< «< v) umfassende, durch gewisse endlich viele Elemente 
erzeugte Untergruppe von B erklirt. Da B nicht frei ist, liegen in B auBer- 
halb B, weitere Elemente; wir wihlen ein solches Element z,,, aus. Es gibt 
eine kleinste natiirliche Zahl m,,,> 1, so daB m,,,- z,4, zu B, gehdrt, denn 
B hat den Rang n. Sei nun B,,, die von den Erzeugenden von B, und 2, +, 
erzeugte Untergruppe von B. Damit ist die Folge {B,} bestimmt, und diese 
Folge bricht nicht ab. — Die Vereinigung aller B ist eine Untergruppe B von B. 
Wir kénnen die zyklischen Charaktere in B folgendermaBen -festlegen: Den 
Y;, «+ +» Yn Werden irgendwelche rationalen Zahlen modulo 1 zugeordnet ; damit 
ist ein zyklischer Charakter 0, (B,) in B, bestimmt. Ist dieser schon auf B, 
erweitert, so bestehen zur Festlegung der dem Element z,,, zuzuordnenden 
rationalen Zahl modulo 1 genau m,,,> 1 Médglichkeiten, und jede dieser 
Moéglichkeiten fiihrt zu einem zyklischen Charakter von B,,,. Insgesamt er- 
geben sich so iiberabziahlbar viele Moglichkeiten zur Erweiterung von 0, (By) 


zu einem zyklischen Charakter von B. Da sich jeder zyklische Charakter von B 
zu einem ebensolchen von B erweitern laBt, besitzt also auch B iiberabzihlbar 
viele zyklische Charaktere. 

Nun zuriick zum Beweise von Hilfssatz 3! — B erfiille die angegebene Be- 
dingung. Nach Hilfssatz 4 geniigt es anzunehmen, daB B endlichen Rang 
n hat. B kann keine Elemente endlicher Ordnung aufer dem Nullelement 
enthalten: Wire x ein solches von der Ordnung g> 1, so legen wir in B einen 


zyklischen Charakter 0, dadurch fest, daB wir x die Restklasse von | modulo 1 


zuordnen und diese Zuordnung zu einem Homomorphismus von B in die 
Gruppe der rationalen Zahlen modulo 1 erweitern; 9, geht dann nicht durch 
Reduktion modulo | aus einem rationalen Charakter hervor. — B besitzt nur 
abzaihlbar viele rationale Charaktere. Denn ein solcher Charakter laBt sich 
vorgeben, indem den Elementen eines festen Systems linear unabhangiger 
Elemente y,,..., ¥, von B rationale Zahlen zugeordnet werden, und das ist 
nur auf abzahlbar viele Arten méglich. Demnach la8t B auch nur abzihlbar 
viele zyklische Charaktere zu, und das bedeutet nach Hilfssatz 5, daB B frei 
sein muB. Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen. 


Werden C, (B), oc!” (B), © (B) in bezug auf eine vorgegebene abzihlbare 
abelsche Gruppe B wie im Abschnitt 7 erklart, so gilt 


Hilfssatz 6: Die Restklassengruppe € (B) = C,(B) - ch (B)  besteht 
genau dann allein aus dem Nullelement, wenn B frei ist. Falls B keine Elemente 
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endlicher Ordnung auBer dem Nullelement enthalt und nicht frei ist, liegen in 
€ (B) iiberabzihlbar viele Elemente. 

Es braucht nur noch die zweite Behauptung nachgewiesen werden. Nach 
Hilfssatz 4 besitzt B eine Untergruppe U endlichen Ranges n> 0, die nicht 
frei ist. In € (U) liegen sicher itiberabzahlbar viele Elemente. Es gibt daher 
iiberabzahlbar viele zyklische Charaktere von U, die verschiedene Restklassen 
in C,(U) modulo co (U) reprasentieren. Alle diese Charaktere kénnen zu 
zyklischen, Charakteren von .B erweitert werden und reprasentieren dann simt- 
lich verschiedene Restklassen in C, (B) modulo cf (B). Also enthalt auch 
€ (B) iiberabzahlbar viele Elemente. 


( Bingegangen am 25. September 1950.) 


Math. Annalen, Bd. 123, 8. 223—-234 (1951). 


Lagerung von Punkten auf der Kugel. 


Water Hasicut in Heidelberg 
und B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich. 


Wir werden sagen, daB zwei Punkte sich ,,stéren“‘, wenn ihre Entfernung 
kleiner ist als Eins. Wir fragen: wie groB muB eine Kugelfliche sein, damit 
N Punkte darauf liegen kénnen, ohne sich zu stéren ? 

Unser erstes Ergebnis lautet: 


I. Ist eine derartige Lagerung von N Punkten auf einer Kugel mit der Ober- 
fliche ® méglich und ist A die Fliche des gleichseitigen sphirischen Dreiecks 
mit geradlinigem Eckenabstand Eins, so gilt 


(1) >2(N—2)A. 


Das Gleichheitszeichen kann hier nur in den Fallen N = 3, 4,6 und 12 
stehen. Die Punkte liegen dann in den Ecken eines eingeschriebenen reguliren 
Dreiecks, Tetraeders, Oktaeders oder Ikosaeders.: In diesen Fallen ist die 
Kugelfliche in .2(N — 2) gleichseitige sphirische Dreiecke vom Flachen- 
inhalt A zerlegt. In allen anderen Fallen ist die Kugelflache gréBer als 2 (N — 2) 
solche Dreiecke. 

Dieses Resultat 1a8t sich mittels spharischer Trigonometrie umformen in 


eine Abschatzung fiir den Kugelradius R: 
1 


N x\ 2 
‘ pat 2 
(2) R2(4 cosec? 55 5) 

Dieselbe untere Schranke fiir R hat schon Fryes TorH') gefunden. Un- 
sere Herleitung, die wir unabhaingig von Frses Torx gefunden haben, scheint 
uns dennoch einer Publikation wert zu sein, weil sie sich auf Satze iiber Mini 
maleigenschaften von ebenen und sphiarischen Polygonen stiitzt, die in einer 
nachfolgenden Arbeit von Scuitirre und v. D. WAERDEN?) benutzt werden. 
Es handelt sich um die Extrema des Flacheninhalts eines Polygons, dessen 
Seiten gegebene Langen haben (§ 1 und § 2). 

Die Ungleichung (2) ergibt, quadriert und nach absteigenden Potenzen 
von N entwickelt: 

ca - 52 = 
(3) O=4nR*2>°> +(= —y3)+O(N 1), 

Andererseits kann man, wie wir in § 5 zeigen werden, eine Kugelflache kon- 
struieren, auf der N Punkte tatsiichlich ohne Stérung Platz haben und fiir 
deren Flacheninhalt gilt 

. V3,wsolwa 
(4) o=% N+O(N3). 


1) Feses, L. Abschatzung des kiirzesten Abstandes zweier Punkte eines auf der Kugel- 
flache liegenden Punktsystems. Jber. dtsch. Math.-Ver. 53, 66 (1943). 
*) Erscheint im gelben Bande der Math. Annalen. 
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Die dichteste Lagerung von Punkten im Mindestabstand Eins auf einer 


groBen Kugel hat also asymptotisch die Dichte 2///3, wie zu erwarten war. 
Analog gilt fiir die Mindestzahl m der Kreise vom Radius Eins, die nétig 
sind, um eine Kugel vom Radius R zu iiberdecken: 
2 4 
(5) m= ‘42 R*+0(R3). 
3})3 
Die Konstruktion eines Punktsystems auf der Kugel, die zum Beweis 
von (4) fiihrt, beruht darauf, daB die groBe Kugelfliche in kleinere Teilstiicke 
zerlegt wird, die sich fast ohne Verzerrung auf Ebenenstiicke abbilden lassen. 
In der Ebene nimmt man dann jeweils ein Dreiecksnetz und itibertrigt es 
riickwiirts auf die Kugel. Analog fiir (5). Das wird in § 5 ausgefiihrt. 
Die Beweisgedanken in § 3 und § 5 riihren vom ersten Verfasser her, die 
im § 1, § 2 und $ 4 vom zweiten. 


§ 1. Flicheninhalt eines Stangenvierecks. 


Halt man in einem ebenen Stangenviereck A BCD, in dem die Seiten A B, 


BC und CD die Lange Eins haben und AD 


8 c eine Linge gréBer oder gleich Eins, die 

A Punkte A und D fest, wihrend die iibrigen 

Stangen beliebig gedreht werden kénnen, 

\ so gibt es zwei symmetrische Lagen, in 

A 0 denen das Viereck ein gleichschenkliges 


Trapez ist. Von der oberen symmetrischen 
Lage kann man, wie die Figur 1 zeigt, 
durch stetige Anderung zur unteren iiber- 
gehen, sogar auf zwei Wegen: man kann 
naimlich B oder C nach innen driicken. In 
der Figur wurde C gewahlt. 

Wir rechnen den Flacheninhalt des Vier- 
ecks positiv, wenn A BCD im Uhrzeigersinn hertmlauft, sonst negativ. Uber- 
schneidet das Viereck sich selbst, so rechnen wir den im Uhrzeigersinn um- 
fahrenen Teil positiv, den anderen negativ. 

Wir behaupten nun: 

Il. AuBer den beiden symmetrischen Lagen gibt es kein Extremum des Flachen- 
inhaltes F. 

Daraus folgt: Beim Ubergang von der oberen symmetrischen Lage zur un- 
teren nimmt der Flaicheninhalt dauernd ab. 

Es ist leicht, II durch Rechnung zu beweisen, aber das laBt sich schwer 
auf die Kugel iibertragen. Wir geben daher lieber einen mechanischen Beweis. 

Unter der inneren Normale von A B (oder BC, usw.) verstehen wir diejenige 
Normale, die aus AB durch eine Drehung um 90° im Uhrzeigersinn entsteht. 

Wir denken uns nun auf alle vier Stangen einen konstanten Druck nach 
innen ausgeiibt, d. h. auf jedes Lingenelement di eine Kraft pdl in der Rich- 
tung der inneren Normalen. Wir kénnen etwa p = 1 annehmen, dann ist die 
Gesamtkraft auf jede Stange gleich ihrer Lange. Dieser Druck neigt offenbar 
dazu, die Flache des Vierecks zu verkleinern, und zwar ist die bei einer Defor- 
mation geleistete Arbeit gleich der Verkleinerung des Flaicheninhaltes F, wie 
man leicht nachrechnet. 





Fig. 1. 
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Gesetzt nun, es gabe auBer den beiden symmetrischen Lagen noch ein 
Extremum des Flacheninhaltes, so wiirde das heiBen, daB bei einer virtuellen 
(unendlich kleinen) Deformation die geleistete Arbeit Null ist. (Dabei ist es 
gleichgiiltig, ob man die Stange AD mit Gewalt festhalt oder frei in der Ebene 
bewegen laBt, denn bei einer starren Bewegung des ganzen Vierecks ist die 
von dem Druck geleistete Arbeit sowieso Null.) 

Wenn aber bei jeder virtuellen Deformation die geléistete Arbeit Null ist, 
und wenn das System zur Zeit t= 0 als ruhend in dieser Lage angenommen 
wird, so folgt aus den Bewegungs- 
gleichungen, daB alle Beschleuni- 
gungen auch Null sind, und dar- 
aus folgt weiter, daB alle Krafte 
sich im Gleichgewicht halten. 

Betrachten wir nun die Krifte, 
die auf eine Stange AB wirken! 
Die Druckkrifte kénnen durch 
eine Resultante R ersetzt werden, 
die in der Mitte angreift, die 
Lange Eins hat und die Richtung 
der inneren Normale hat. AuBer- 
dem iiben die benachbarten Stan- Fig. 2. 
gen BC und DA in A und B 
Kriafte auf die Stange AB aus. Diese drei Krifte miissen sich im Gleich- 
gewicht halten. Sie miissen also durch einen Punkt S gehen. Da S auf dem 
Mittellot von AB liegt, ist das Dreieck SAB gleichschenklig, und die Winkel « 
und f bei A und B sind gleich. Also schlieBen die Gelenkkrafte bei A und B 
gleiche Winkel mit der Kraft R ein. Man erhilt diese Krafte K, und Ky», 
indem man den Vektor — R vom Punkt S aus abtrigt und ihn in zwei 
Komponenten mit den Richtungen AS und BS zerlegt.. Da die Winkel 
gleich sind, sind auch die Komponenten gleich: 


K,=~K,<-K. 





Weiter folgt- 


. R 

sn. 4 = sin fp = OK? 

und da die Winkel « und £ beide spitz sind, sind si¢ durch ihre Sinus eindeutig 
bestimmt. 

Machen wir nun dasselbe mit der Stange BC, so erhalten wir wieder zwei 
gleiche Gelenkkrifte K’, und da Wirkung gleich Gegenwitkung ist, ist K = A’. 
Wegen AB= BC ist weiter R = R’, also auch 

ar a R R 
sin p’ = sin y = OK = OK’ 
mithin 
a= p= p=y. 


Bei der dritten Stange ergeben sich wieder gleiche Winkel: 


ot LES 
Nunmehr folgt 
180° — 6 — p’ = 180° -y- 7’, 


Mathematische Annalen. 128. 15 
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d. h. die Winkel bei B und C sind gleich. Somit ist das Viereck symmetrisch, 
was wir beweisen wollten. 

8 c Ist AD < 1, so ist die Sache etwas kom- 
plizierter. Es gibt dann auBer den 2 normalen 
symmetrischen Lagen zwei iiberkreuzte sym- 
metrische Lagen: eine obere und eine untere. 
Die normale obere symmetrische Lage kann 

c | stetig in die iiberkreuzte untere tibergehen 

iD (Fig. 3), und ebenso die tiberkreuzte obere in 

A die normale untere. Die oberen symmetri- 

S schen Lagen sind die einzigen Maxima, die 

unteren die einzigen Minima des Flachen- 
inhaltes. Der Beweis ist derselbe. 

a & “Wir bemerken noch, daB bei den iiber- 

Fig. 3. kreuzten Lagen sicher eine Diagonale AC’ 
oder B’D kleiner als Eins sein mu8. Denn 
wenn S der Schnittpunkt ist, so hat man . 


AC’ + BD< SA+ SC’+ SB’ + SD=AB+CD=2. 








§ 2. Stangenvierecke auf der Kugel. 


Genau so wie in der Ebene kénnen wir auch auf der Kugel ein Viereck aus 
GroBkreisbogen annehmen. Bei der mechanischen Betrachtung denken wir 
uns die vier Bogen als starre gebogene Stangen, die wir auBerdem noch durch 
je zwei gerade Stangen mit dem Mittelpunkt verbunden denken. Die so ent- 
stehenden starren Sektoren werden im Mittelpunkt festgehalten, damit die 
Kreisbogen immer auf der Kugeloberfliche bleiben. 


Wenn A und D festgehalten werden, gibt es wieder je eine oder zwei 
obere und untere symmetrische Lagen, zwischen denen stetige Uberginge 
méglich sind. Wir kénnen wieder den Flacheninhalt F mit einem Vorzeichen 
versehen und behaupten : 

III. AuBer den symmetrischen Lagen gibt es keine Extrema des Flichen- 
inhalies F. 

Zum Beweis lassen wir wieder auf jede der vier Stangen einen Druck 
p = | in Richtung der inneren Normalen (tangential zur Kugelfliche) wirken. 
Der Druck will die Flache verringern, und die geleistete Arbeit ist gleich der 
Verringerung des Flacheninhaltes. Hat dieser einen Extremwert, so ist die 
Arbeit bei einer virtuellen Deformation Null, und die Krafte halten sich an 
jeder Stange das Gleichgewicht. 

Die Druckkriafte auf einer Stange haben alle dieselbe Richtung (nimlich 
senkrecht zur Ebene des GroBkreises) und lassen sich daher zu einer Resul- 
tante R vereinigen, die im Schwérpunkt des Kreisbogens angreift. AuBerdem 
wirken auf die Stange AB zwei Krafte in den Enden A und B und eine Kraft 
im Mittelpunkt M. Diese vier Krifte miissen sich im Gleichgewicht halten. 
Um das bequem geometrisch auszudriicken, bilden wir die Drehmomente der 
vier Krifte in bezug auf M. Die im Mittelpunkt angreifende Kraft hat das 
Moment Null und interessiert uns weiter nicht. Die Momente der iibrigen drei 


Krafte, als Vektoren im Mittelpunkt M angebracht, miissen die Summe Nui 
haben. 


<a 


eee a 


Tr 


ns * 
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Jede Kraft in irgendeiner Ebene durch M kann durch eine an der Kugel- 
oberfliche angreifende Tangentialkraft mit dem gleichen Moment ersetzt 
werden. In der Ebene liegt jeweils ein GroBkreis, und der Angriffspunkt der 
Tangentialkraft kann lings des GroBkreises verschoben werden, ohne daB das 
Moment sich andert. So kénnen 
wir die auf A B wirkende Druck- 
kraft durch eine im Mittel- 
punkt N des Bogens AB an- 











Fig. 4. 


greifende nach der inneren Normalen gerichtete Tangentialkraft 7’ ersetzen; 
ebenso kénnen die in A und B angreifenden Reaktionskrifte K, und Kp, 
tangential zur Kugel angenommen werden und lings ihrer GroBkreise ver- 
schoben werden (Fig. 4). 

Die drei Momentenvektoren stehen senkrecht zu den drei Ebenen durch M 
und die drei Krifte. Da die Momente sich aufheben, miissen die drei Mo- 
mentenvektoren in einer Ebene liegen, also miissen die drei Ebenen durch eine 
Gerade MS gehen, also die drei GroBkreise durch einen Punkt S. Wiederum 
ist SA = SB, also «= £, und auch die Winkel NSA und NSB sind gleich, 
d. h. die Ebenen MSA und MSB machen gleiche Winkel mit der Ebene MSN 
der Kraft 7. Daraus folgt, daB auch die Normalen jener Ebenen mit der Nor- 
malen zur Mittelebene gleiche Winkel einschlieBen, anders ausgedriickt: der 
Momentenvektor der Kraft 7’ macht gleiche Winkel mit den Momenten- 
vektoren der Krafte K, und Ky. Ein Blick auf die Ebene dieser drei Mo- 
mentenvektoren M (7), M(K,) und M(K,) (Fig. 5) lehrt nun, daB die beiden 
letzteren gleich lang sind und daB die Winkel durch das Lingenverhiltnis 
der Momentenvektoren eindeutig bestimmt sind. Geht man wieder zur Figur 4 
zuriick, so folgt, daB auch die Winkel « und # durch dasselbe Momenten- 
verhiltnis eindeutig bestimmt sind. Wie in §2 folgt nun B= pf’ = y' =.y, 
woraus die Gleichheit der Winkel bei B und C und die Symmetrie des Stangen- 
vierecks folgt. 


§ 3. Beweis des Satzes I. 


Ein System von N > 2 Punkten auf der Kugel mit Abstainden = 1 sei 
gegeben. Je zwei Punkte, die einen Abstand 1 haben, mégen durch einen 
GroBkreisbogen verbunden werden. Diese Bogen bilden mit den N Punkten 
einen Graph. 

Wenn der Graph in zwei Teile zerfallt, die keinen Punkt gemeinsam haben, 
so kann man einen dieser Teilgraphen so lange verschieben, bis ein Punkt des 
einen Teiles sich einem Punkt des anderen Teiles bis zum Abstand 1 genahert 
hat. In diesem Augenblick kommt ein neuer Verbindungsbogen hinzu, der 
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den Zusammenhang der beiden Teile herstellt. Das Verfahren kann so lange 
fortgesetzt werden. bis der Graph zusammenhdngend geworden ist. 

Wenn der Graph in zwei Teilgraphen zerfallt, die nur einen Punkt gemein- 
sam haben, so kann man den einen Teil um diesen Punkt so lange drehen, 
his ein Punkt des einen Teiles sich einem Punkte des anderen Teiles bis zum 

Abstand | genihert hat. Man kann also annehmen, daB so 

A etwas nicht mehr vorkommt. Insbesondere hat der Graph 
dann keine Endstrecken. Es kann nicht vorkommen, daB 
zwei Bogen A B und CD sich in S schneiden. Denn dann wire 


2<AC+ BD< SA+ 8C+ SB+ SD= AB+CD=2. 


Die Komplementarmenge des Graphen auf der Kugel ist 
c 8 eine offene Menge, die in Gebiete G zerfallt. Nach dem 
Fig. 6 ALEXANDERschen Dualitatssatz ist die erste Betrische Zahl p, 
der Komplementarmenge gleich der nuilten Brrrischen 
Zahl| des Graphen minus Eins, also Null. Das heiBt, alle Gebiete G sind einfach 
zusammenhingend*). Der Rand eines Gebietes G ist also ein einziger geschlosse- 
ner Polygonzug. Die Seiten gehéren zum Graph, haben also alle die Lange 1. 
Ein solches Gebiet G mége von n-Kreisbogen berandet werden. Es kann 
also in (n--2) Dreiecke zerlegt werden. Wir behaupten nun: 
IV. Der Flicheninhalt von G ist mindestens (n—2)mal der Flicheninhali A 
eines gleichseitigen sphdrischen Dreiecks mit Seitenlinge 1. 
Wenn IV einmal bewiesen ist, ist der Beweis des Hauptsatzes I sehr leicht. 
Aus IV folgt nimlich, daB die gesamte Kugelfliache mindestens 


Zz (n—2) A 


betrigt, summiert iiber alle Polygongebiete G. Die Zahl 2 (n—2) kann aber 
aus der Evterschen Polyederformel leicht berechnet werden. Jedes Polygon 
hat nimlich n Kanten und jede Kante kommt in 2 Polygonen vor; die Zahl 
der Kanten ist also 


1 
52. 


Die Zahl der Flachen G ist 2 1, die Zahl der Ecken N. Die Evutersche 
Polyederformel ergibt also 


N-ZEn+Z1=2 
oder 


2N—4==n-221 
oder 


Zz (n—2) = 2 N —4. 
Die gesamte Kugelfliche ist also 


womit I bewiesen ist. 

*) Das kann man auch leicht direkt einsehen, ohne den Dualitétssatz zu benutzen. 
Denn wenn W ein geschlossener Streckenzug im Gebiet @ ist, so ist W der gemeinsame 
Rand von zwei komplementiaren Polygongebieten auf der Kugel, A und B. Da der Graph 
zusammenhangend ist und W nicht trifft, mu® er ganz zu A oder B gehéren, sagen 
wir etwa zu A. Dann berandet W ein Gebiet B, das den Rand von @ nicht trifft,’ also 
ganz in G enthalten ist. Also berandet jeder geschlossene Streckenzug in G ein Polygon- 
gebiet, d. h. @ ist einfach zusammenhangend. 
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Ist « der Winkel des Dreiecks 4, so gilt 
A= R? (3a — 2) 
D = 4 2x R?, 
also ergibt (6) 
22x2=>(N — 2) (3a — 2) 
oder 
" N 2 
(7) “es W—2 3 . 
Mit Hilfe der Cosinusregel kann man den Winkel « des gleichseitigen 
sphirischen Dreiecks durch die Seite a ausdriicken ; man findet 
cos a 
1+ cos a 
Weiter kann man den Bogen a durch die Sehne, die = 1 ist, und den Ra- 
dius R ausdriicken: 


(8) cos a = 


oat 1 ‘ 
(9) 1 —cosa = 2sin?=a=,R-*. 


Mittels (8) und (9) formt man die Ungleichung (7) leicht um zu (2). 


§ 4. Beweis des Hilfssatzes IV. 


Beim Hilfssatz [TV handelt es sich um ein Gebiet G auf der Kugel, be- 
grenzt von einem n-Eck, dessen Seiten alle die Lange 1 haben, wahrend die 
Abstinde zwischen je zwei verschiedenen Ecken alle => 1 sind. 

Wir wollen den Satz durch vollstandige Induktion nach n beweisen, miissen 
ihn aber vorher zum Zwecke der Induktion verallgemeinern. Wir miissen 
nimlich auch solche Gebiete mit heranziehen, 
die nicht schlicht sind, sondern sich selbst iiber- 
schneiden, wie es in der Fig. 7 angegeben ist, 
und wir miissen auch die Voraussetzung iiber 
die Entfernungen der Ecken abschwiachen. 

Wir zeichnen die Figuren in der Ebene; der 
Beweis gilt genau so auf der Kugel. Wir kénnen G 
in Dreiecke zerlegen, die wir uns etwa aus 
Papier ausgeschnitten und lings der gemein- 
samen Seiten aneinander geklebt denken. So 
entsteht ein Komplex im Sinne der kombina- 
torischen Topologie. Der Rand ist ein einfaches 
geschlossenes Polygon. Dieser Komplex erscheint 
nun in bestimmter Weise iiber die Ebene (oder Fig. 7. 

Kugel) ausgebreitet, wobei Teile der Ebene 

auch mehrfach iiberdeckt werden kénnen und das Randpolygon in der 
Ebene nicht mehr einfach zu sein braucht. Die mehrfach iiberdeckten 
Teile werden aber nicht aufeinander geklebt, sondern bleiben als Blatter 
iibereinander liegen. 

In diesem Komplex kénnen wir nun Streckenziige betrachten, die aus 
geradlinigen Strecken bzw. GreBkreisbogen in den einzelnen Dreiecken des 
Komplexes bestehen. Die Linge eines solchen Streckenzuges messen wir aber 
in der Ebene (bzw. auf der Kugel), und ein Streckenzug heiBt geradlinig, 
wenn seine Spur in der Ebene geradlinig ist. 
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Wenn nun ein solcher geradliniger Streckenzug zwei Ecken des Polygons 
verbindet, so mége er eine innere Diagonale heiBen. Sie sind zu unterscheiden 
von auBeren Diagonalen, die man zwar in der Ebene zeichnen kann, die aber 
aus dem Komplex heraustreten. 

Wir legen nun unserem Komplex G die folgenden Bedingungen auf: 

1. Alle Seiten sind Eins (bzw. auf der Kugel: Bogen mit Sehne 1). 

2. Alle inneren Diagonalen sind > | (bzw. auf der Kugel: gréBer oder gleich 
dem kleinsten Bogen mit Sehne 1). 

3. Alle Winkel sind < 2 z. 

Unter diesen Bedingungen soll bewiesen werden, daB der Flacheninhalt 
F => (n—2) A ist, wo n die Seitenzahl und A die Flache des gleichseitigen Drei- 
ecks mit Seitenlinge 1 ist. 

Fiir n = 3 ist die Behauptung klar: F ist, dann eben das gleichseitige Drei- 
eck. Die Behauptung kann also fiir kleinere n als richtig angenommen werden. 

Wenn eine innere Diagonale = 1 ist, so wird der Komplex durch diese 
innere Diagonale in zwei Teilkomplexe mit kleinerer Seitenzahl zerlegt, die 
wieder die Voraussetzungen 1., 2., 3. erfiillen. Sind h und k die Seitenzahlen 
dieser Teilkomplexe, so ist 


n —2= (h — 2) + (k—2) 
und F ist die Summe der Flacheninhalte der Teilkomplexe, also 
F > (h— 2) 4+ (k—2)4= (n—- 2) A. 

Damit ist dieser Fall erledigt. 

Wenn ein Winkel = 2 x wird, so bedeutet das, daB eine freie Kante nach 
innen ragt, die auf dem Komplex doppelt zahit. In diesem Fall kann man, 
ohne den Flacheninhalt zu andern, das freie 
Ende herumdrehen, bis eine innere Diago- 
nale = 1 wird. Spiatestens geschieht das 
dann, wenn das freie Ende sich einer un- 
mittelbar benachbarten Ecke im Abstande 1 
genahert hat, so daB ein gleichseitiges Drei- 
eck entsteht. Damit ist dieser Fall auf den 
schon erledigten zuriickgefihrt. 

Nun mége also in 2. und 3. iiberall das 
Zeichen > bzw. < gelten. Wir wollen zeigen, daB dann der Flacheninhalt F 
immer verkleinert werden kann, ohne die Bedingungen 1., 2., 3. zu verletzen. 

Es seien A, B, C, D vier im Uhrzeigersinn aufeinanderfolgende Ecken. 
Sollten B und C zwei gleich groBe einspringende oder gestreckte Winkel sein: 


B= C2 180°, 








Fig. 8. 


so nehmen wir an Stelle von B und C zwei andere benachbarte Ecken. Den 
Ausnahmefall, daB alle Winkel untereinander gleich und = 180° sind, behandeln 
wir nachher gesondert. 

Nun betrachten wir das Stangenviereck ABCD. Nach §2 kann der 
Flicheninhalt dieses Stangenvierecks immer durch stetige Anderung der 
Winkel verkleinert werden, auBer in dem einen Fall der ,,unteren symmetri- 
schen Lage“, wo die Winkel B und C beide einspringend und beide gleich sind 
(Fig. 9). Die ,,iiberkreuzte untere Lage‘‘ kann nicht vorkommen, da dann 
eine innere Diagonale (AC oder BD) kleiner als Eins ist. 
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Ein anderer Ausnahmefall entsteht, wenn die Winkel B und C beide ge- 
streckt sind, da dann iiberhaupt keine stetige Anderung des Stangenpolygons 
méglich ist. Gerade diese beiden Aus- 
nahmefille haben wir aber eben ausge- , 2 
nommen. In allen anderen Fallen la6t 
sich also das Stangenviereck verkleinern. 

Nun ist der Flacheninhalt des ganzen 
Komplexes A BCDE ... gleich der Summe 
des Flaicheninhaltes des Vierecks A BCD 
und des Restes ADE..., wenn beide 
mit dem richtigen Vorzeichen genommen 
werden, namlich positiv, wenn das Poly- Fig. 9 
gon ABCD oder ADE... im Uhrzeiger- 
sinn herumlauft, negativ im anderen Fall. Wenn also der Flicheninhalt von 
ABCD verkleinert werden kann, wahrend A und D fest: bleiben, so wird auch 
der gesamte Flaicheninhalt F verkleinert. Dabei kann die Deformation immer 
auf einen so kleinen Betrag beschrinkt werden, daB die Bedingungen 2. 
und 3. nicht verletzt werden. 

Es ist klar, daB der Flacheninhalt F unter den Bedingungen 1., 2., 3. ein 
absolutes Minimum hat. Denn der Komplex ist durch seine Seiten und Winkel 
eindeutig bestimmt, alle Winkel sind beschrinkt, und eine stetige Funktion 
hat auf einer abgeschlossenen Menge stets ein Minimum. Jede Flache F ist 
gréBer oder gleich dem Minimum von F. Wenn beim Minimum eine innere 
Diagonale = 1 oder ein Winkel = 2z ist, so sind wir nach dem Obigen schon 
fertig. Sind aber alle inneren Diagonalen > | und aile Winkel < 2 z, so laBt F 
sich noch verkleinern, also haben wir dann noch nicht das Minimum, auBer 
vielleicht in dem einen Ausnahmefall, wo das Randpolygon lauter gleiche aus- 
springende oder gestreckte Winkel hat. Diesen Fall miissen wir jetzt noch 
erledigen. 

Sind alle Winkel gestreckt, so ist der Rand ein GroBkreis, und G ist das 
Innere eines GroBkreises. Im Fall n= 3 liefert ein solcher GroBkreis, in 
3 Bogen mit Sehnen | eingeteilt, in der Tat das Minimum F 1 = (n—2) A. 
Ist aber n> 4, so sind die Teilbogen des GroBkreises je héchstens gleich 
einem Viertelkreis. Verbindet man nun alle diese Teilbogen mit dem Mittel- 
punkt, so erhailt man n Dreiecke, von denen jedes mindestens gleich dem 
gleichseitigen Dreieck A ist, also findet man dann sogar 

F=nA. 


Es bleibt der Fall, wo alle Winkel gleich und einspringend sind. Das Rand- 
polygon von G ist dann ein regulires Kreisbogenpolygon auf der Kugel, und G 
selbst ist das gréBere der zwei Gebiete, in die dieses Polygon die Kugelflache 
zerlegt. Die Diagonalen eines solchen Polygons sind immer gréBer als die 
Seiten. Ersetzt man also G durch das Komplementirgebiet (das ,,Innere“ 
des Polygons), so wird G verkleinert, ohne die Bedingungen 1., 2., 3. zu ver- 
letzen, also kann G wieder nicht das Minimum sein. 

Damit haben wir alle Fille beriicksichtigt und den Hilfssatz IV bewiesen. 

Aus dem Beweis ergibt sich gleichzeitig, daB das Minimum (n—2) A nur 
dann angenommen werden kann, wenn das Gebiet G@ durch eine innere Dia- 
gonale in zwei Teilgebiete mit kleinerer Seitenzahl zerlegt werden kann, fir 
die wieder das Gleichheitszeichen gilt. So weiterschlieBend findet man, daB G in 
diesem Fall aus lauter gleichseitigen Dreiecken mit Seitenlange | aufgebaut ist. 

















> 
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In der Formel (1) kann also das Gleichheitszeichen nur dann gelten, wenn 
die ganze Kugelflache in lauter gleichseitige Dreiecke mit Seitenlange 1 zer- 
fallt. Verbindet man die Ecken dieser Dreiecke gradlinig, so erhalt man ein 
Dreieckspolyeder, das der Kugelfliche einbeschrieben ist und in dem alle 
Kanten gleich lang sind. Solcher Polyeder gibt es aber nur vier, namlich das 
Dieder mit 3 Ecken, das Tetraeder mit 4 Ecken, das Oktaeder mit 6 Ecken 
und das Ikosaeder mit 12 Ecken. 


§ 5. Beweis der ‘asymptotischen Formeln (4) und (5). 


Um auf einer Kugel mit gegebenem, groBem Radius R eine Lagerung von 
méglichst vielen Punkten im Mindestabstand 1 zu konstruieren, beschreiben 
wir zunachst um die Kugel einen Wiirfel und zerlegen jede der 6 Seiten des 
Wiirfels in k* gleiche Quadrate. Die Seite eines solchen Quadrates ist 2 R/k, 
der Radius seines Umkreises 


R 
(10) e= 7 /2- 


Dabei sei k groB gegen 1, aber klein gegen R. Der Mittelpunkt des Um- 
kreises eines solchen Quadrates sei M. 

Projizieren wir nun ein beliebiges der 6 k*-Quadrate zentral vom Kugel- 
mittelpunkt aus auf die Kugel, so entsteht ein sphirisches Viereck A’ B’C’D’. 
Bei der Projektion werde: alle Entfernungen verkleinert. Ist also M’ die 
Projektion von M, und P’ die Projektion eines beliebigen Punktes P im Quadrat 
oder auf dessen Rand, so ist 
(11) M'P’< MP<so. 


Das Viereck A’ B’C’ D’ ist also enthalten in einem Kreis mit Radius 9 um M’. 

Nun projizieren wir das spharische Viereck A’ B’C’D’ stereographisch vom 
Gegenpunkte von M’ aus auf die Ebene des Kreises mit Radius o, der das 
ganze Viereck umschlieBt. Die Abbildung ist konform. Das lineare VergréBe- 
rungsverhiltnis ist am Rande gleich | und nimmt nach der Mitte iin ab bis 
zum Minimum 

— 1 

o.*) aa 

Daher werden alle Entfernungen 
durch die Projektion verkleinert. 

Das_ FlachenvergréBerungsver- 
haltnis ist das Quadrat des linearen 
VergréBerungsverhiltnisses. Ist also 
F’ der Flacheninhalt von A’ B’C’D’ 
und F der Flacheninhalt der Pro- 
jektion A BCD, so ist 
(12) F=F’'(1—O(k-*)). 

Nun iiberdecken wir die Ebene, 
in der das Viereck A BC D liegt, mit 
einem Bienenwabennetz von regu- 
laren Sechsecken,deren Mittelpunkte 
alle den Mindestabstand 1 haben. 
Der Filacheninhalt eines solchen 
Sechsecks ist + |/3. 


, 
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Die Anzahl der Sechsecke, die innerhalb A BC D liegen, ist 


2F 

3 + O(o). 

Das Korrekturglied O (9) riihrt vom Rand her. Der Umfang des Kreis- 
bogenvierecks ist namlich kleiner als der Umfang des Umkreises, also kleiner 
als 220. Die Anzahl der Sechsecke, die den Rand treffen, ist also O (9). 
LaBt man diese weg, so wird die Gesamtfliche der Sechsecke kleiner als F, 
nimmt man sie aber hinzu, so wird die Gesamtfliche gréBer als F. Daraus 
folgt (13). 

Aus (12) und (13) folgt 


(13) n 


ye a . 
n= 3 — F’O(k-*)+ O(Rk-) 
oder, da F’ kleiner als 4 R? k-? ist, 
(14) n =~" _ o(Rtk-+) + O(RE-). 


V3 
Wir wahlen nun die ganze Zahl k so, daf die beiden Korrekturglieder 
gleiche GréBenordnungen haben: 


k=Rt4+9 (0<0<)). 
Dann wird (14) 
" 2F’ 2 
(15) n= vy ~ (R*); 
An dieser Formel andert sich nichts, wenn als Mindestabstand der Punkte 
nicht 1, sondern 6 gewahlt wird, wo 


=1+0(R-*) 


die Bogenlange ist, die auf einem Kreis vom Radius R zu einer Sehne von 
der Lange 1 gehdort. 

Wenn nun die n Punkte, die voneinander alle den Mindestabstand 6, vom 
Rande aber den Mindestabstand + 6 haben, auf die Kugel zuriickprojiziert 
werden, so werden alle Abstinde, auf der Kugel gemessen, gréBer als 6, da 
das VergréBerungsverhiltnis der inversen Abbildung > 1 ist. Ebenso werden 
die Abstiinde vom Rand > + 6. 

Das gilt fiir jedes der 6 k® Vierecke A’ B’C’D’, in die die Kugelflache zer- 
legt war. Somit erhalten wir insgesamt 


N=Sn=—_ SF’ -640(R:) 
3 / 
oder 
(16) N = 7 } —O(R*) 


Punkte auf der Kugel, deren gegenseitige Abstinde, auf der Kugel ge- 
messen, gréBer als 6, und deren lineare Abstiinde daher simtlich groBer als 
Eins sind. 

Genau so konstruiert man auch eine Uberdeckung der Kugel mit Kreisen 
vom Radius Eins. Man mu8 nur das Bienenwabennetz so wahlen, daB der 
Umkreisradius der Sechsecke 1 ist, und man muB diesmal stereographisch 
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auf die Tangentialebene im .Punkt M projizieren, damit das VergréBerungs- 
verhiltnis > 1 wird. Das Ergebnis ist die Formel (5). Mit weniger als 


2.4 R*+ O(1) 
3/3 
Kreisen kommt man nicht aus; das hat Feyzes TorH*) bewiesen. 
Um die Formel (16) nach R aufzulésen, dividieren wir zunichst beide 
Seiten durch ® = 4 x R*: 
N 2 f call 
-- O(R *) 
und ersetzen im O-Glied R-*? durch N-!, was erlaubt ist, da nach (3) R-? < 
s cN—" ist. 
So erhalten wir 
i 
was mit (4) gleichbedeutend ist. 
Die Vierecke, die in diesem Beweis benutzt wurden, geben natiirlich nicht 
die schirfstmégliche Schitzung. Durch Benutzung von Zonen, durch aqui- 
distante Parallelkreise begrenzt, und von einer Kegelprojektion anstelle der 
stereographischen, haben wir folgende Abschitzung erhalten: 


® 3 = 
i +0(N-*), 


22 


(17) srs 8 wi S413) F (am F+0(Ns) 


oder 
4R< a N+3,871N2 +cN?. 


Das letzte Glied ist numerisch nicht sehr groB, wir haben es nicht genau 
ausgewertet. In den numerischen Beispielen mit N < 16, die in der nach- 
folgenden Arbeit von Scniirre und vaN DER WAERDEN behandelt werden, 
geniigt ein viel kleinerer Koeffizient als 3,871. 


*) Feses Torn, L.: Mat. Fiz. Lapok 50, 40 (1943). 


(Eingegangen am 2. Oktober 1950.) 
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Die Potentiale 
einfacher und mehrfacher Flaichenbelegungen. 


e y 
Von 
Ciaus MCLuER in Bonn. 


§ 1. Einleitung 


Es stehe (x) und (&) zur Abkiirzung fiir die kartesischen Koordinaten 
(x?, 2®, 23) und (&', &, &) des Raumes. F sei ein analytisches, orientierbares 
Flachenstiick und o eine auf F definierte Funktion. Bezeichnet r,, mit 


(1) rae = (2) — GP + (a? — G8 + (@* — &) 
den Abstand der Punkte (x) und (é), so stellt 
’ . l 
(2) Uqy (x) = | o (€)- dF, 
F rzt 
in bekannter Weise das Potential der einfachen Belegung o dar. Wird mit 


= die Ableitung in Normalenrichtung beziiglich der Koordinaten des 


Punktes (£) bezeichnet, so nennen wir 
, : ess 
das Potential einer K-fachen Belegung’). 

Diese Potentiale sind in der Umgebung aller Punkte (zx) analytisch, die 
nicht auf F liegen. Bei Anniherung von (z) an F kénnen sie singular werden, 
und beim Durchgang durch F erleiden sie gewisse Spriinge, die von LIAPOUNOFF 
und PorncaRé zuerst untersucht wurden ?), 

In der vorliegenden Arbeit werden Verfahren entwickelt, die es gestatten, 
diese Sprungrelationen fiir die genannten Potentiale und ihre Ableitungen be- 
liebig hoher Ordnung zu berechnen. Die Existenz der Grenzwerte der Ab- 
leitungen der Potentiale einfacher und doppelter Belegungen bei einseitiger 
Annaherung wurde bereits von E. Scumrpr vollstindig behandelt*). Die dort 
benutzten Gedanken werden nun mit Hilfe differentialgeometrischer Begriffe 
so erweitert, daB die Sprungrelationen explizit angebbar sind. 

Als Korollar ergibt sich eine Reihe von Integralsitzen iiber Potential- 
funktionen, die in dieser Form noch nicht bekannt zu sein scheinen. 


§ 2. Die Koordinatensysteme. 


Das Flachenstiick F sei orientierbar und besitze die folgende Eigenschaft : 
Zu jedem inneren Punkt P von F kann ein kartesisches Koordinatensystem 
x' folgendermaBen gefunden werden: 


1) Diese Bezeichnungsweise entspricht nicht der physikalischen Anschauung, wie das 
Beispiel der dreifachen Belegung zeigt, deren Potential physikalisch als von Quadrupolen 
erzeugt aufgefaBt werden muB. 

*) Porncark, H.: Théorie du Potentiel Newtonien, S. 92 ff. 1899. 

’) Scumipt, E.: Math. Ann. 68, 107—118 (1910). 

*) Scumipt, E.: Math. Abh. H. A. Scuwanrz gewidmet, 1914, 365. 
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1. P ist Ursprung des Systems. 
2. Es gibt ein c > o so, daB der im Inneren der Kugel 
(x!)? L (x?)? 4 (x3)? <<¢ 
gelegene Teil von F in der Form 2° = @ (z!, x*) dargestellt werden kann, 
wobei  (x!, x*) fiir (x")? + (x*)* < ¢ analytisch ist. 
‘ eg p2 : , 7 , 
P ©? ynd—*-? _ verschwinden im l rsprung. Dieses 

éx ez? @z'oz* 
Koordinatensystem, das wir im folgenden kurz als x-System bezeichnen, kann 
geometrisch so gekennzeichnet werden, daB die (x', x?)-Ebene Tangentialebene 
und die x*-Achse Normale in P ist. Die Richtungen der z'-Achse und der 
x*-Achse stimmen mit den Hauptkriimmungsrichtungen iiberein. Dieses 
System wird daher auch Tangenten-Normalen-System genannt. 


Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir noch folgende Abkiirzungen 
zusammenstellen : 


3. Die Ableitungen 


Die Ableitungen werden durch abgetrennte Indizes bezeichnet, z. B. 
. > te : oe 
(1) U.= au U; U sis TIT 


Durch das Zeichen £ wollen wir andeuten, daB es sich um eine Aussage 


an der Stelle (0,0,0) — im Punkte P — handelt. So werden die unter (3) 
genannten Bedingungen fiir g in der Form 
(2) 


Pi 0: Pi2 0: Piri2>0 
geschrieben. 

Weiterhin wollen wir festsetzen, daB griechische Indizes fiir 1, 2 und-la- 
teinische Indizes fiir 1, 2,3 stehen. Im Rahmen tensorieller Formulierungen 
soll iiber gleiche ,,obere‘‘ und ,,untere‘‘ Indizes summiert werden, und zwar 
von | bis 2, wenn sie griechisch, und von | bis 3, wenn sie lateinisch geschrieben 
sind. 


Bezeichnen wir mit e; die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinaten- 
achsen und setzen 


(3) yp (z!, z*) es + ze, = f (2', 24), 
so wird 
(4) FaXeus faye Piyees = 9. 


Den Normalenvektor n kénnen wir so festlegen, daB 

(5) nie, 

ist. 

Wir wollen nun ein neues Koordinatensystem u‘ durch 

(6) r= zie; =f (wu), u®) + uw n (ul, wu?) 

einfiihren. Dann ist wegen (4) und (5) 

“ 8 ai 

(7) ~ 
Cuk 


so daB das u-System in einer Umgebung von P umkehrbar eindeutig durch 
das x-System ausgedriickt werden kann. 


Es ist mit den bekannten Bezeichnungen der Differentialgeometrie 


n - Et 


i” 


t 
Mile? 
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so daB 
(9) Tip , ti» = Gur _ (Fi, —_ us Li fie) (¥), ame us Lf fie) 
= y,,—2u° L,, + (WP Li L,, 


wird, wobei 


(10) Yur = Tin fis 
gesetzt wurdé. Weiterhin ist wegen (4) 

(11) Yur= Suv; Lye 29, 
so daB 

(12) Dy, = kiry; Log = kya 


wird und k,,) und kj») die Hauptkriimmungen in P sind. 
Setzen wir 


(13) 2H= ky) t kyo); T+" 2H yr — Le’, 

so ist 

(14) T22°0; TUL kg; Tf ky). 

Daraus folgt mit 

(15) K = kay - kay 

(16) Ti. Ley K byr2K uy 

und nach (13) 

(17) Li L,,= L,, (2H & — T.)=2HL,, — L,, 7. 
Nach (16) ergibt sich 

(18) Lt L,.=2H L,, — K yyy. 


Nun stellen (16) und (18) Beziehungen zwischen Tensoren dar, die in P gelten. 
Der Punkt P ist auf der Flache in keiner Weise ausgezeichnet, und es gibt 
nach Voraussetzung zu jedem Punkt von F ein Tangenten-Normalensystem 
und somit zu diesem Punkt ein u-System, in dem dort die Relationen (11) und 
(12) gelten. Wir kénnen also (16) und (18) auch als Relationen zwischen Ten- 
soren auffassen, die in einem bestimmten Koordinatensystem bewiesen wurden. 
Dann gelten sie aber allgemein, und wir erhalten 


(19) L,.T=Ky,,; LL L,,=2HL,,—K yz, 
sowie nach (9) 

(20) Ju» = (1 — (u*)? K) y,, — 2 u8 (1 — u® A) L,,. 
Es ist weiterhin 

(21) Eis * Eis = Gag = N= 15 Bgl = Gy = Nf, = O- 
Setzen wir 

(22) g = det |g;,| = det |g,,|; y = det |y,, 

und halten u* fest, so ist g/y eine Invariante der Flache. Wegen 
(23) 9x, = (1 — u® key)? Gog (1 —-u? yay)? 220 

ist 

(24) 9 o(1-2u3H +4 (a*)? K)*. 


y 
7 


Auf Grund der Invarianteneigenschaft ist daher 


T-4 


25) g= (1—2u® H + (u5)? K) y. 
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§ 3. Einige Integralsitze. 


Bevor wir die Rechnungen im u-System fortsetzen, wollen wir als Korollar 
eine Reihe von Integralrelationen beweisen. Wir setzen dazu u?= 2 und 
nehmen an, daB F analytisch und geschlossen ist. Die Normale weise ins 
AuBere des von F berandeten Gebietes. Dann kénnen wir zu # durch 


(1) r= f(ul, u®) + An (uw, u?) 


fiir A= const ein System won Parailelflichen einfiihren, solange fiir alle 
Punkte von F 


(2) (l—2AH+ A? K}?>0 
ist. Dies ist der Fall fiir 

‘ re . l l 
(3) ot a Min (7, ‘ Seo) 


Bezeichnen wir mit F, die Parallelflaiche im Abstand A, so ist nach (2, 25) 
(4) adF,=(1—2AH+7 K)dP, 

und es ergibt sich in diesen Koordinaten fiir das Volumenelement 

(5) dV=(1—2AH+2# K)dFdi. 


Es seien nun /, < 0 < A, zwei reelle Zahlen mit (/,|< m und U, W zwei 
Funktionen des Ortes, die in allen Punkten mit A, < A < A, stetig differen- 
zierbar sind und fiir 2, < A < A, der Differentialgleichung 

(6) ‘U=0; AW=0 


geniigen. Bezeichnen wir mit G,, , die Menge der Punkte zwischen F,, und 
F,, so ist 


(7) [ vu-vWwav- [w ad dF, 4 [ wel ar 


en Ai" 


nr 

G; < FP, PF, 
Es hangen U, W samt ihren Ableitungen analytisch von A ab. Differenzieren wir 
daher nach A und setzen nach der Differentiation A = 0,so ergibt sich wegen (4) 

Po ee " 4 W U , &U , aU 5 
(8) /vu-vwar-| (> -5-+w 5 -2H-w5)\aP. 

ah On ah@n On, 
B F 
Die Ableitungen nach A sind gleich den Ableitungen in Normalenrichtung, 
die wir mit - bezeichneten. Wir erhalten daher 
_— — 20 3aW mt ee 2U 

9g [(vo-vw-22. )ar-[w(5.-2H ar. 

yp on on PY on on 


Setzen wir 


(10) Ve=V-n 


so wird aus (9) 


(11) [% U-TpWaF “f Ww (= 98 a F. 


a n* an 
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Durch Vertauschung von U und W folgt 


(12) [ (aes ; - 2H So) )ar- [el -2H Tar. 
Fir U = W ergibt sich 
(13) [ (vee dF = fv (oa -~2H* _)aF. 


Nun ist ‘7p U ein von den Koordinaten der Fliche unabhiangiger Vektor, 
und es ist in P 


(14) Vr ULU ye, + Uses. 
Andererseits ist auch 

(15) vy? UL hip Ue: + Ogee 
ein invarianter Vektor, so daB 

(16) Vr U= y? Uf 
wird. 


Aus (13) erhalten wir 
Korollar 1: Die geschlossene analytische Fliche F sei Randflache des reguliren 
Gebietes *) G und U sei eine im abgeschlossenen Gebiet G* harmonische Funktion, 
wobei G* das Gebiet G echt enthalt. Ist dann auf F 
a Ye) 
on on 
so ist U konstant. 
Dann gibt es nimlich ein c > 0 so, daB die Parallelflachen mit |4| < c¢ 
in G* enthalten sind, und wir erhalten aus (13) 


(17) Vr U=0. 
Dann folgt aber aus (16) 
(18) U,, = 0, 


woraus sich V = const auf F ergibt. Dann ist U auch in G konstant und 
wegen des analytischen Verhaltens der harmonischen Funktionen auch in G*. 


Setzen wir nach der Differentiation von (7) nicht A = 0, so ergibt sich wegen 
2 @ 


oA an 


anes W aU » sae 
as fvuvwar,= [ (5% 27 + w a F,—2 [(H-2K) Wo aP, 
F F PF 


wenn wir beriicksichtigen, daB die Integration iiber F, als Integration iiber F 
mit 
(20) dF,=(1—2AH+AK)dF 


aufgefaBt werden kann. 


*) Es wird hier die Definition von O. D. KELLoac, Foundations of Potential Theory, 
1929. S. 112—113 tibernommen. 
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Durch Differentiation von (19) ergibt sich fiir 4 = 0 





(21) [|v aU Oo wi7 2" .gu-2aVU-Yv wlaF 
, on on 
“Toy 0 1 ow aw all a0 
[|w ee eee wy 22 Ee _opltt ati =)|aF 
i on con on cn* on cn cn 
P 
[lon (ee So, wt)-oxw "lar. 
o. on on on* } con 
rf 
Wegen (10) ist dies gleichbedeutend mit 
F aC . a ‘ , ~~ ——" ‘ - 
(2) | lv» aU Jy WT ep U -2HV PU Ve wai 
k 
sen ~— Vv row /8T a IT) 
{|w(= aH2U ok! dF+] 7 (SS om lar 
J | on en* on n n* on 
B é 
Durch Vertauschung von U und W erhalten wir 
. (U0 PU . «yt (aw aw ew 
(23) flw(S Ho; +3 K5_)-U(=5-485 +2 KS \Jar 
> 
ew au 2U aw 
[ (Se oe - Ge 5 \aF. 
cn on on* on 
F 
Diese Formel hatte sich auch durch Differentiation von 
, ‘fo @U OW r(. @U OW) tice ee 
(24) i _—U—_)dF, | (¥ = —-US-\(l-24H+ #K)dF 
4 Z 


A 


ergeben. Durch weitere Differentiation lassen sich Relationen der Form (23) 
fiir beliebig hohe Ableitungen herleiten. 


Setzen wir in (7) W = 1, so ergibt sich 
os cau - aU , 
(25) | ; dF, . J - d F,, = const, 
J On aon 
P, P,, 


wobei sich ,,const“‘ auf die Abhangigkeit von A bezieht. 

Durch Differentiation nach A erhalten wir hieraus 
Korollar 2: Die Funktion U sei in dem Parallelstreifen A, < A < A, der ge- 
schlossenen analytischen Fliche F harmonisch. Dann ist fiir alle N > 2 


N-1 (N—1\/% yy —2] 


1\/ 2 vy Oh 
, Neel + 2Rs Nise UdF=0. 


§ 4. Der A-Operator im u-System. 


Wir kehren nun zuriick zur Berechnung der FundamentalgréBen des 
u-Systems. Dort war (2, 20) 


9,, = (1 — (u’)? K) y,, — 2 u8 (1 — u® A) Z,,. 


Es ist 


2 Ds, 3 i . Jes | vk 9); Jie= Uv. 
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Bilden wir den Tensor 


(3) he? = (1 — (u3)? K) ye? — 2 u (1 — u? H) Te", 
so wird 

(4) WM 2 (1 — uw ke)?; A*%2 (1 — uw kgy)?; A2LO, 
so daB . 

(5) Jue h®” 2 (1 — 2 u* H+ (u’)? K)? 5), 

ist. Setzen wir zur Abkiirzung 

(6) G= (1—2u® H + (u')? K), 

so ist also 

(7) oa ue ht” = 85. 

Definieren wir, wie iiblich, g/* durch 

(8) 959" = %, 

so wird 

(9) ger a; g*=0; g@=1. 

Fiir den Operator 

a a= (es) + (da) + (os) 
liefert die Tensoranalysis 

wir A= Te fae pr 

Mit (2, 25) und (9) ergibt sich somit 

(12) ase We stare ae 


und wir erhalten 


Lemma 1: Ist U eine in einer Umgebung von P harmonische Funktion, 


geniigt sie der Differentialgleichung 


l é vy ™ e é : 
Vy —Vr U4 —~ GU = 0. 
y eu au ou eu 
Fiir |u*| < m koénnen wir 
ua? co s s\i 
(13) i es ae 
G ‘ j! Q) 
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sO 


in eine gleichmaBig konvergente Potenzreihe nach u* entwickeln. Wegen*) 


Au | l—wk» je 1—wk) Ars 


14 2 ; : 0 
(04) @ ~1—-wk,’ G@ ~1T—wk,.’ G 
ist fiir j > 1 
a PF j—-1 1 pt. s j-1. ol2 
(15) j! Sj) (kq) - Ky) Kay ; i Sj) = (Kia) — Ka) K(2) > “j)= 0, 
5) Wir benutzen hier das Zeichen © fiir eine Aussage auf der Geraden u® « 
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wahrend 
(16) Soo =7"" 2 &” 
ist. Aus (15) folgt 
1 \2 ’ : 
(17) (;,) det | S65) | = — (kay — kya)? Ki-?. 
Wir fiihren die Invarianten 
(18) Tay = (Keay)! + (hay? 
ein und bilden den Tensor 
(19) Ly y**? — [g-y T*’. 
Es ist fiir 7 => 1 
(20) [ij y* — [gy T™ & (key — Fea») (Rey) —! 


Ij) y™® — Lg —1y T™ & (kegay — Feary) (qa) =! 


und wir erhalten 


(21) , 86) = Tuy" —Ig-»T*’ 
0 daB sich speziell 
(22) So = 7°"; Say= 2H y*’— 2 T*’ 
ergibt. Wir setzen nun 
(23) Aw = ae VF 4 SG) - 
Vy 4 au 


. sien : ,(a\W (aw. 
und bemerken, daB fiir alle positiv ganzzahligen N (5a) = (>=) ist. 
Dann ergibt sich aus Lemma | fiir u* = 0 
9 ef _9 @ Ps Pa 
(24) (Fe 2H=)t + Aw U=0, 


wobei Ao) mit dem Bettrami-Operator zweiter Ordnung identisch ist. Aus 
Lemma | erhalten wir durch Differentiation nach u? 

Lemma 2: Ist U eine in einer Umgebung von P harmonische Funktion, so 
geniigen ihre Ableitungen den Rekursionsbeziehungen 


0- {2 (7) 4-0 (i5) + (on) *-24("T") (Fe) + 


+2K ("2") (3, )"}u. 


j as iy 2 ary 
aU PU gw BU, ok?Z _o 


5 Fn an*® a n* an 


Fiir N = 1 ergibt sich 
(25) Aa) U 


und in Verbindung mit (24) 


aU 
ant 

Zur Vereinfachung dieses Rekursionsv iia fiihren wir zwei Systeme 
von Operatoren $2{3, und {7} vin, die beide der Rekursion 


ig N IN) N+1 -(N+1 “ 
(27) O= 3 (5) dun 9G} + O64 9-2 ("TOR y+ 2K ("3 ) 8 
0 \ 


(26) = (8 H?-2K — Aw) = on ~ (44 4@+ Sq) U. 
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geniigen und durch die Anfangsbedingungen 
Qi} = 1; 2G} =0 
20= 0; AG} = 1 


unterschieden werden, wobei 1 fiir ,,Multiplikation mit Eins‘ steht. Dann 
ist nach (27) 


(28) 


23} =— Ag; I= 2H 
2%} = —4H Aw — Aw: 2%} = 8 H?—2K —Aw, 


und es folgt aus Lemma 2: 


Lemma 3: Ist U eine in einer Umgebung von P harmonische Funktion, 
so gilt fiir ihre Ableitungen in Normalenrichtung 


@ \¥ (1) 2) @U 
(s5) U= Qin) U + Qi) an ’ 


(29) 


wobei die Operatoren Q{4), durch die Rekursion (27) und die Anfangsbe- 
dingungen (28) bestimmt sind. 


§ 5. Die Sprungrelationen der Potentiale einfacher und doppelter Belegungen. 


Es sei F ein analytisches, orientierbares Flaichenstiick, das in einer Um- 
gebung des Punktes P durch die Parameter w* beschrieben wird. Die Be- 
legung o sei eine in der Umgebung von P analytische Funktion von wu“. 

Dann gibt es nach dem Satz von CaucHy-KowALEwskI eine Kugel &, 
vom Radius c um P und eine Funktion @ so, daB in &, 


(1) A@=0 
und auf F,, dem in &, gelegenen Teil von F, 


a@ 
(2) on 
ist. 


Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen ist dann in P 


(3) : t © 2 2% 6. 


o; ®=0 


an 

Mit Hilfe der Funktion ® kénnen die Sprungrelationen der Potentiale 
einfacher Belegungen nach einem Gedanken von 
Bruns und E. Scumipr*) dargestellt werden. 
Wahlen wir den Radius c der Kugel &, klein 
genug, so wird &, von F in zwei getrennte 
Teile zerlegt. Es sei 8, eines der Teilgebiete, 
und die Normale auf F sei so gewahlit, daB sie 
ins AuBere von §, weist. Es bezeichne F, die 
kugelférmige Randfliche von &;. Dann ist 
nach dem GregEnschen Satz 


mm 


Fig. 1. 


r 1 @@ é l 
(4) 42 (x)= J (4 im 7° Ta a )F 
Fe+ Fe ‘ % % 


*) Scummpt, E.: Math. Ann. 68, 107—118 (1910). 
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wobei (x) ein innerer Punkt von §; ist und die Integration iiber die Rand- 
flachen F, und F, zu erstrecken ist. Liegt (x) auBerhalb §;, so gilt statt (4) 


3 1 a@@ a 1 
(5) o= | (+ eee a~)aFy. 
P,+F; 
Wir setzen nun 
f 1 . 1 1 

(6) [ozrar=[oaF+ few aF. 

P P, F-F, 
Liegt (x) innerhalb 4, so folgt aus (2) und (4) 

- fi I 4 1 ¥ 1 a@@ a 1 
(7) J o,.,¢F= | oa F— | ( oS oS. ap )aF + 42 0(2), 
: PoP, F. 


Hier sind die beiden Integrale der rechten Seite, als Funktionen von (zx) be- 
trachtet, in der Umgebung von P analytisch, so da8 wir fiir (7) 


(8) [ oad F (=) 42 (2) 

F 
schreiben, wobei wir durch (=) ausdriicken wollen, daB es sich um eine Uber- 
einstimmung bis auf in der Umgebung von P analytische Funktionen handelt. 
Da (7) nur gilt, wenn (x) in &; liegt, erhalten wir mit (5) 


42 @ (zx) fiir (x) in & 
0 fiir (x) auBerhalb &:. 


l 


Tre 


(9) [o—_aF(=) 


In analoger Weise kénnen wir nach dem Satz von CaucHy-KOWALEWSKI 
eine Funktion wy so bestimmen, daB in &; 


(10) Ay=0 
und auf F, 


ay mn bo. 
(11) an 7 3 Y=9 


ist. Dann ergibt sich 


a \NW 
(13) Ey, y= QR) 
und 
1 re a { ~42y fiir (x) in & 
li = 
3) af Tre nary { 0 fiir (x) auBerhalb &;. 


Wir bvenutzen nun die Abkiirzungen 


- 9K-1 | 
aa On= [os ar, 
J On, zs 
B : 
und setzen 
15 [Uriel - = lim U¢g,; > — lim U;g; , 
(15) [Oca] a, ... 14, lm Ubi, «tip — MD tnd, «« «rfp 


ut = 0 ut = 0 
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Wir bilden also die Ableitungen auf der Normalen und betrachten die 
Differenz ihrer Grenzwerte bei Anniherung von der negativen und positiven 
Seite her. Aus (9) und (12) entnehmen wir, daB diese Grenzwerte existieren 
und erhalten 
(Um) i,... 4, = 47S, ... 4, 


(Ug )ii,.. 1, = — 4% Yy,... i, 


r 


(16) 


Von besonderem Interesse sind die Sprungrelationen der Ableitungen in Nor- 
malenrichtung. So wird 


2 
(17) (Umla---3= 47 Qo 
j mal 
und entsprechend 
(18) [U¢2y]\s - fa =—42x Qi} o, 
) ma 

so da8 wir, wenn die Ableitungen im u-System ausgedriickt werden, 

(2 
(19) (Ua]s my 4 (Qo) iy, - ++, 

. 7? ma 
und 
(20) [U]is - 18m + ihy = — 4 0 (Q5} o)iy, +++ 1, 
7 ma 


erhalten. Speziell ergeben sich daraus die bekannten Relationen 


[Ua] =9; [Um] =-—420e 
(21) (Uals = 42 6 [Ueey)\3 = 0 
(Um) = 0 [Ue hip =—42 Oi 


Fiir die zweiten Ableitungen erhalten wir 


(Owlisis= 8 Ho; (Ug) a. = 4 %o4; (Ua)y» = 0 


(22) . 
[Ue)isi3= —427A@Me; (Ui. = 9; (Veeyhwie = — 4% Giyjr- 


$6. Die Sprungrelationen im 2-System. 


Von H. Porncaré’) und E. Scumipr*) wurden Sprungrelationen fiir die 
zweiten Ableitungen im Tangenten-Normalen-System angegeben. 

Wir wollen daher jetzt eine Methode zur Umrechnung der Sprungrelationen 
ins z-System entwickeln. Wir benutzen dazu den Gedanken der kovarianten 
Ableitung. Ist Aj — ein Tensor der Stufe j, so stellt 


k 
(1) Ay ...int = Ay, ...igt— Tis, Aag,...4 eid. oe 
wiederum éinen Tensor dar, wenn re. die CurisToFFELschen Drei-Indizes- 
Symbole bezeichnen. 


Ist W irgendeine in einer Umgebung von P geniigend oft differenzierbare 
Funktion, so stellt 


(2) Wiis, wi... ty 
einen Tensor dar. Setzen wir 
(3) W (wi, u*, u?) = Z (z', z*, x), 


1) Porncart, H.: (1. c.), 8. 252. 
*) Scumrpt, E.: Math. Abh. H. A. Scowarz gewidmet, 1914, 381. 
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so wird die kovariante Ableitung nach den z‘ 


k, k 
Zui... n= Wr aly ges 60 eee 
(4) Wi, + eit; Th ee oe en 
Es verschwinden aber im kartesischen z-System simtliche Drei-Indizes- 
Symbole, so daB 
(5) Zi, ...14; = Ziyi, ... 1 
ist und die gewdhnliche Ableitung mit der kovarianten Ableitung iberein- 
stimmt. Andererseits ist nach (2, 7) 


eué k 
(6) sy 2 &, 
so daB 
(7) . Zi... rig = Wii... uit, 


wird und jn P die Ableitungen nach den 2 gleich den kovarianten Ableitungen 
nach den w* sind. 


Zur Durchfiihrung dieses Gedankens miissen nun die Jj, des u-Systems 
ausgerechnet werden. Wir gehen dazu von der Differentialgleichung der Ge- 
raden im u-System aus. Bezeichnen wir durch Punkte die Ableitung nach 
der Bogenlange, so wird 


(8) O= £= (f,,+ uP ny) U* + Fie + U* M,)-) UY Ow” 
+2n,08wv+ nw 

gleichbedeutend mit 

(9) i'+ rf, a* c= 0. 

Durch Multiplikation von (8) mit n erhalten wir 

(10) UF +n (fia + UN, ,)>) Uw = 0. 

Es ist also 

Pee= Wfiyie — Wm (Lh fiers + Louw bie) 

= L,,—-wLil,,=wK y,,+ (l—2u* H) L,,. 
Durch Multiplikation von (8) mit 


(11) 


(12) g”* (fie + u’ Ne) 


erhalten wir, wenn ; a die Drei-Indizes-Symbole der Flache F darstellen, 


’ 


ti” + 9°" (fig — UP Le fe) (Apa hie — WO Lp Freie — UP Laie fie) O° 


— 9 (fig — WLe fe) Lafie  a = 0. 


(13) 


Hieraus folgt 
(14) T3n= — 9" (Layer — Uo Le Ly ¥e0)- 


Hinsichtlich der Flachenkoordinaten u* ist dies ein.Tensor, und es wird 


= ‘ _ ' 
as) Ire kay (l = ki2)) Te 2 = ‘ne kay) To 2 ré, 20, 
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so daB wir 
(16) Ty, =] (uw? K 8% — Lt) 
erhalten. 
Es sind 
(17) Te = 9" ig — ULE fe) (Ane fue — U8 (Line fie + Li fiesa)) 


die Drei-Indizes-Symbole auf der Fliche u* = const. Fiihren wir neue Ko- 
ordinaten » ein, so transformieren sich die J" nd und A’, in der Form 














°, ou" au av” av” au? 
18 A,.= AS, —— — <=. = *_ 
it ” °F ae” av® aut au® av*av* 
(19) r.-re au’ au" av” . av” aut 

. ere “" 


av" av* aut aut ava v" , 


wenn z. und r°.. die CuristorreL-Symbole im v-System sind. Es ergibt 
sich aus (18) und (19), daB 


(20) Pane —_ Ane 
einen Tensor darstellt. Aus 
(21) fue = Ais het Ly, 0 
entnehmen wir wegen (2, 3) und (2, 4) 
(22) At, 29, 
so daB wir aus (17) 
(23) Ve Ape Ve S— WG” (Lyyig — WL Leys) 
erhalten. Auf Grund der Gleichungen von Copazzi-MaInarp1 ist aber 
(24) Dame & Bae & Ecce 
Setzen wir noch 
(25) Lyae = Lpere— Aen Lea — Aga Laps 
so stellt (25) die kovariante Ableitung von L,, dar. Wir erhalten wegen (22) 
(26) Luwe= Meates 
und es wird 
(27) | ip <-vw g”* (Ly are —u Le Lee) 
Auf Grund des Tensorcharakters von (20) ergibt sich daher 
(28) Pe=Ape— Ug” (Lyasrg — W Le Dyas) 
= Ae — wg"? (5) — ut Le) Liao: 
Es ist 
(29) 9” (8 — we) 2 oy" — wT"), 


und aus (28) wird 
(30) r= A = (y — T”’)L 


pao’ 
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Wegen (22) ist daher 

We ° 7 2 «6 ° 2 6 ° 
| = 0;Is; = — kay; Ise = —ka; I's = I's; 20; 
ry = kay; rss = kia); rss = 3. 2 rs = 0. 

Es ist somit nach (5, 1) und (5, 11) wegen (7) 


(31) 


ee eo il 

—— @2-gL,,; —-— @ 2g, 
(32) a2"*32”" e e270 2” ” 

rapn P* P3322 Ho 

sowie 

a? . ; ite 

—— Te VHF’ 35 a iu) Oy 

(33) az”°az az 
3: “a 


axon Y= si3=—- A@e. 


Nach dem Vergang des §5 stellen daher, vom Faktor 4 2 abgesehen, die 
Gleichungen (32) die von Porncars angegebenen Sprungrelationen der zweiten 
Ableitungen des Potentials einer einfachen Flichenbelegung dar. Entsprechend 
sind die Gleichungen (33), vom Faktor — 4 2 abgesehen, die Sprungrelationen 
der zweiten Ableitungen des Potentials einer Doppelbelegung, ausgedriickt im 
z-System. 


§7. Die Sprungrelationen mehrfacher Flachenbelegungen. 


Wir wollen uns nun den mehrfachen Flaichenbelegungen zuwenden, deren 
Potentiale durch 


(1) Viern= |e o(--)" a4 F; 


dargestellt werden. Auf Grund von Lemma 3 ist, falls der Aufpunkt (x) nicht 
auf F liegt, 


¢ a | (2) @ l 
2 = QK + QE 
\ } ( a7 Tre (B) Tre (2) one Tre’ 
wobei die Operatoren Q/%, hinsichtlich der (¢) angewandt werden. Da die 
(u . _ . . = ° ° a ° 7: 
§2(%) lineare Differentialoperatoren sind, kénnen wir in iiblicher Weise ad- 
jungierte Operatoren ®%, definieren. Ist dann F* irgendein von einer stiick- 


weise analytischen Kurve begrenztes Teilgebiet von F und sind V und W 
zwei dort geniigend oft differenzierbare Funktionen, so ist 


(3) [VQRWadF (=) f WOR, VaF, 
Fe Fe 


wobei wir durch [=] ausdriicken, daB die beiden Seiten bis auf Integrale 
iiber den Rand von F* iibereinstimmen. Aus (4, 27) ergibt sich dann die 
Rekursionsbeziehung 


y 
. ~ (N (u) » ; (s N+1)\ s«ls) at & (m) 
(4) O= pa (3) 6) “(es —j) + Din + 2) —| 1 ) Div 4 1)° +(°3 ) @inx, +2 
j=0 
mit 





(1) (1) 
®(o) = ; & —— 
(2) (2) 

Doo) = 0; OG, = 


(5) 
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so daB wir speziell 


(6) {3} = — Aw; O3}= 2H 
{3} = — Aw 4H — Aq; 03} =8 A? - 2K — Ao 
erhalten. 
Daraus ergibt sich nun 
a a 
(7) Varn [o(52-) 2 eo oF =) {ll {2 0) (sa Pn ~;)(@{%o)|aF, 
wobei fiir geschlossene Flachen F 
(aa (2 
(8) UiKn+1= Sha ( O{R) 0) +(5° ane 7) (@fo)| aF 


gilt. Ist P ein-innerer Punkt von F, so folgt fiir die Unstetigkeiten mit der 
Bezeichnungsweise des § 5 wegen (5, 19) und (5, 20) 


(9) (Uce+ his -- +13 ty eben 
jmal 


" [Mg 
=42 on (R) — 5} OF)) %n, + > He 
Es ist re fir K = 
y a 
(10) = [2 T. rd F(- e1/(- ; S@o+ 2HoZ. ;)aF 
(11) [U,)= —82Ha; [U3]3= —42 Ae@o; [U3], = —8 2 (Ho), 


(Us]si3 = 42% (A@, 2Ho —-2H Amo). 


Als Korollar folgt ftir geschlossene Flaichen 
eine Integralrelation, die wir folgender- 
maBen herleiten : 


Es sei Q ein beliebiger endlicher - 
Punkt. Wir wiahlen ihn als Ursprung 
eines kartesischen Koordinatensystems y* 


mit den Einheitsvektoren e; und setzen F 
(vgl. Abb. 2) 


(12) ye= Rty; &e= O Toe, 


wobei t,; und ry, Einheitsvektoren sind, 

die von P zu (&) und (y) hinweisen. 

Dann ist fir R > 0 Fig. 2 

(13) 2 Sa, ae See ———-— > P, (To Toe); 
r ) R* + o* —2 Ro (toy: toe) 1-0 oh y 


wo P; (to, *to¢) die LEGENDREschen Polynome mit dem Argument (rt, - to<) 
sind.. Ist D der Radius der kleinsten Kugel um Q, die F noch enthilt, so 
ergibt sich fiir R > D 


oN o 1 aN 


(14) ow = 2 egret! Psy (toy * os)- 
One 6 So RYt!+1 ant sell 
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Bei festem r,, ist naimlich 

(15) o! P; (toy * tos) 

ein homogenes Polynom vom Grade / in den &. In der Umgebung eines 
Punktes P von F fiihren wir das Tangenten-Normalen-System 2‘ ein. Dann 


ist (15) ein Polynom vom Grade 2 in den z*. 
Aus (6, 10) und (6, 13) entnehmen wir aber 





(16) r3s=T33= 0, 
so daB 

aa 
" a 2 N. ao \¥ 
a a nk -(4) * (45) 
ist und fir! < N ; 

9 \N 
(18) (4) go! P; (toy * toe) = 9 
wird. Es ist daher fir R > D 

Pe > Ki (toy) 1 
a) an i\toy? _ — ; 

‘a her. piste® yt! =0 (rai ). 


wobei K;, (t),) die Kugelfunktion 
> f 
(20) K;, (toy) =J a ——y O P; (toy * tox) dF; 
ame 


ist. Entwickeln wir (2) in analoger Weise, so ergibt sich fir R > D 


1 (O90) + (52. +) (of, o)]ar = 5 KT (toy) 
l 





(21) | One rf = Rt! 
mit 

Kf (toy) = fe P, (Toy * Toe) (@t¥,c) + 
(22) 


+ (<5. o! P, (Toy . ta:)) (Of) o)] dF. 


Aus der Eindeutigkeit der Entwicklung des Potentials nach den Kugel- 
funktionen folgt somit 


(23) K7 (t,)=9 farl< WN 
und 

(24) kK? (Ty) = Ky (Toy) 
fiir = N. 


Wir fiihren nun noch die harmonischen Polynome H, ein und verstehen 
darunter eine Funktion, die in einem kartesischen Koordinatensystem als 
Polynom vom Grade / der Koordinaten dargestellt wird und der Differential- 
gleichung 
(25) AH, = 0 
genigt. 

Dann ist (23) gleichbedeutend mit 
Korollar 3: Werden mit einer beliebigen, auf F analytischen Funktion o die 
Funktionen 


Bs (2) 
Vy = Dino; Wy = Oy) 0 
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definiert, so ist fiir alle harmonischen Polynome H, vom Grade 1 < K 
J (rs y H, — Wy") F=0. 


Zum Beweise benutzen wir ein vollstindiges, normiertes Orthogonal- 
system K, ; (t)) von Kugelfunktionen. Dann ist 


4n 2i+1 
(26) Pi (toy * Toe) = 974] Pay Ky, ; (toy) * Ki,5 (toe); 
j= 
und es folgt aus (22) und (23) mit den Pezeichnungen des Korollars 3 
a fr y r r a 
(27) [ [Pe Kus Gao) — Wn gy @ Kis to] dF = 0. 
Da sich jedes H, als Linearkombination 
I 2m+1 
(28) H, _ a D4 Omi o”™ Ky, j (Toe) 
m=O p  - 


darstellen laBt, ergibt sich die s Korollar 3 kann noch in anderer 
Form ausgedriickt werden. Es ist namlich 


on 0= f (Vat Wa Mar fo (Qi, 4, + 2, 5 H,)aF. 


Da dies fiir alle o gelten muB, ergibt sich fir 1< N 


(30) (219, +08, 2.) #,=0 
Setzen wir speziell ¢ = 1, so folgt aus (4) 
(31) Of 52) 1 —("T") OW 4 2H +("2') OW, - 2K =O, 


und das ist nach (8) gleichbedeutend mit 


N 
[(A) Lar - 
1) fa (Sy tars 2024 fx(B) taro. 
F F 


Daraus folgt fiir N > 0 durch Vergleich der Entwicklung nach Kugelfunktionen 
nach (14) und (19) 


(32) 


al r,) N 
(33) ! k(4) o” Py (toy ‘to dF = 0 
sowie 
@\¥+1 : 
2 | #(55) z o% +! Py, (toy * toe) dF 
(34) 


a \N 

=¥ { (5s) o” Py (toy toe) dF 
und fiir V = 0 
(35) /4; HH? Pi (toe * toy) OF = 0. 
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Es ist 
(36) © P, (toe * toy) = (E toy), 


wenn wir f = 0 ty; setzen. Aus (2, 6) entnehmen wir 


(37) r= f (ul, u?) + uF n (u, u?), 
: a a 

so daB wegen = 

- g on au® 

Oy a > j 

(38) an @ Ps (toe * toy) = N Toy 


wird, und es ist (35) gleichbedeutend mit 
(39) fHudF=0. 
Aus (33) ergibt sich fiir N = 1 entsprechend 


(40) {[KudF=0. 


§ 8. Der Gradient im u-System. 


Wir wollen uns nun der Berechnung der Gradienten der Potentiale U;x, 
zuwenden und benétigen dazu eine Reihe von Hilfssitzen iiber die Darstellung 
des Gradienten. 

Ist U eine differenzierbare Funktion, so ist bekanntlich 


(1) 7 U = gy” (j,, + uP n,,) Uy, 4 Ug Nt. 

Es ist aber 

(2) g*” (j,, + uw n,,) = g*" (08 — u*® Lf) f,,, 

und nach (6, 29) wird 

(3) g””{ & — u® L)= 7 (yo? — ué Te”), 

Fiir | u3 m \aBt sich hier die rechte Seite nach Potenzen von u® entwickeln, 


und wir setzen 


l - - 
(4) g GQ? - Ff P= 2 w O- 
j=0 7° 
Wegen 
] 1 1 1 
- (yt — x? JT") ° :— (y™ — uy? T22) 2 
(5) G ‘ 1— kw) G 1— ke) 


y2—u T#20 

ergibt sich 

(6) Qi) <7! (kay); O65 =F! (keay)?; OG) £0- 
Fiihren wir die Invarianten 


F 
(7) Ji-» = 9; Jq@ = 13 J@m= 2, (Keay)? (kay)? 
fe 


ein, so erhalten wir fiir 7 > 0 


l » 
(3) j Orn = Jy y*”? — Igy Tr. 
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Aus (6) folgern wir in iiblicher Weise 
(9) (*) Qi e Une = An)? - 
Wir benétigen noch einige Integralrelationen und beweisen zunichst 
Lemma 4: Ist 
‘Vp U= yerf,, U,, und Vp U = Tet, U,,, 

so wird 

[Veer (=]— {[U-2H-ndF 

[WF UdP(=)— [U-2K-naF. 

P 


Zum Beweise betrachten wir ein kleines Teilflichenstiick F’ von F, das um- 
kehrbar eindeutiges analytisches Bild eines Parameterbereiches B’ ist und 
von einer stiickweise analytischen Kurve berandet wird. Dann ist nach dem 
GauBschen Integralsatz 


[ Vp U dF = [Vy y** hi, U,, du du? 
° F’ BR 
(I~ [ O07 hho dat — ic (Vy y*fe UGF. 


Wegen der bekannten Relationen 


(10) 


1 — ¥ 
(11) eV? y**), = — Ae, y" 
und 
(12) frais = Avvte + Lu 
ergibt sich 

1 a 
(13) Vy Y” five = A@t= y** L, n= 2Hn, 
so da8 wir 
(14) { Vy Ud F(=)—fU2HndF 
Fr Fr 

erhalten. 


Da wir F in endlich viele Flachenstiicke von der Art F’ aufteilen kénnen, 
ergibt sich der erste Teil von Lemma 4 nach dem iiblichen Beweis des GauB- 
schen Integralsatzes. 

Entsprechend erhalten wir 


(15) [% Uar(=)- [0 ‘: (Vy T** fhe dP. 
; , Y 
Nun ist 
" Fe Wo Them Tor + TH? Ay 
v 
Bilden wir die Divergenz 
(17) T+’,,= z¥*,,+ Ate Tee + A,, Te” 


von T**, so folgt uach der Definition (2, 13) 
(18) Te?,, 2 T*",22H, ye? — 1**,,2 Diy — Lye, 
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da 
(19) 2H= Tf; T= ye L, 


und wegen Af, 20 auch y*¢,, 20 ist. Aus den Gleichungen von Copazzt- 
Marnarp! folgt aber 


(20) Leip = Dare 
so daB 7*",, 2 0 wird und somit die Divergenz von 7*”* verschwindet. Aus 
(21) Ter,, = Te", + Ave Te” + Aye T** = 0 
erhalten wir nach (16) 

l 
(22) % (Vy T**), = — AX, Te’, 
so daB wegen (12) und (22) 

l ons . . 
(23) 7 (Vy Te? fhe = TH? fine — Ave Te f= T#? Ly 0 
ist. Aus (15) ergibt sich daher mit 
(24) T**b,,=2K 
(25) f VPUdF [(=])-—fU-2K-ndF, 
b r 


und der zweite Teil von Lemma 4 folgt in tiblicher Weise. 

Speziell liefert Lemma 4 fiir U =1 und geschlossene Flichen die Be- 
ziehungen (7, 39) und (7,40). 

Wir wollen nun die Bezeichnung 
(26) Vo) U = yn” he Uin3 Vay U = [y*t, C5; Vn U = 1 Ui, 
einfiihren und erhalten dann nach Lemma 4 
Lemma 5: Mit den Invarianten 


. i . 
Ici = (Fy)? + (hee)?s Jey = 2 (Keay) — * (Keay)! 
und den Vektoren 
l 
7 a= Ve Ji — VP Ju-» 


{ Yn Ua [=] — [0 (ty + Ilgsy nd F. 


Nach (8) und (26) ergibt sich nimlich 
(27) Yin 0 = Jn Te U — Sj-y VP U 
sowie 
(28) Vj) U = Ve Se U) — VF J j—» U) — U (Ve Jy) — VE JG-y). 
Da 
(29) 2A Jj) — 2K Igy = (ky) t* + (hm)! = Tay 


ist, folgt Lemma 5 durch Integration yon (28) und Anwendung von Lemma 4. 
Nach diesen Vorbereitungen kénnén wir nun die-Gradienten unserer: Po- 
tentiale berechnen. Ist ‘7, der dreidimensionale, beziiglich der Koordinatén 2‘ 
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des Aufpunktes angewandte, und V7 der beziiglich der Quellpunktskoordi- 
naten & angewandte ‘7-Operator, so wird fiir (x) + (é) 


(30) Caw Ge 


* vee — Sree’ 


und wir erhalten, wenn (x) nicht auf F liegt, 


Vv ae Mees s2_¥ ay oe a” Vi-dP 
) Vol "Sea tat ae ie "og 2” 


Nach (1), (4) und (26) ist 


0 (ie) Ste EO) anit tet (Bay 


” T2e j=0 j ant Tze Tze 


Andererseits wird nach Lemma 5 


a 1 a 1 
[eVe-n55 aR | (S77)Va-noaF. 


—" 7 a 1 
[=] -fe og? (tw —j + Jw+i-nn)dF, 


und es ergibt sich 
Satz 1: Ist mit analytischer Belegung o der analytischen, orientierbaren Fliche F 


ee de 
(¥+1) >= oa! tee ’ 
so wird 
@ \¥+1 1] 
Vz Dar+nt=1—[ en( 55) —~aF 


*,(N @\jl . 
+2 +) | is) = (Ver—in o + 9 (tav—pyt Dav + 1-9 0) 
j=0\) r 
oder 
J 1 a1 
Va Vane (=I / (F(R + == (is 0) dF 
mit 
N 7 
~ (N 
oG+no= — Oey on + =; ) ©8) (Yur ~j,F + o (tw —s) + [41-4 0))- 
j= 


Der Beweis ergibt sich aus (30) — (32) durch Benutzung der in § 7 eingefiihrten 
Operatoren. Fiir die Sprungrelationen des Gradienten erhalten wir nach (5, 21) 


(34) (V2 Uwe] = - 47 0(N41)0. 
Andererseits ist aber 

(35) [Vz U4 y)] = & O* (Ours le, 

und daraus wird nach (7, 9) 

(36) [Ve Uwsy] = 42 (n Of, 0 — Veo O90). 


Es folgt daher aus (34) und (36) 
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Lemma 6: ; 
qa ! (2 (2) 
n ON, oc- Yio on) o= — 0(1N4+1) 9 


X(N 
= OF, )n¢0 — ¥ (5) 08 (Yano + o (tar—p + Tw41-p 0). 
vo 


Fir o = | wird daraus 

Lemma 7: 
n Kix) = re Ki, 
= OF4y0 -2(5 ) of (ti —j) + Jav+1-y 0), 
wobei 
Kix = Of, +1 

Invarianten der Flache F darstellen. 

Fiir N = 2 erhalten wir beispielsweise K{}} = 0 und K(3} = 2 H sowie aus 
Lemma 7 wegen 
(37) try = Von2H; @3}=8H*-2K— Ao 
(38) Aon + 2 Vo, H=—I,n 


§ 9. Abschwichung der Voraussetzungen. 


In §7 hatten wir gesehen, daB sich die Potentiale mehrfacher Belegungen 


durch Prozesse partieller Integration in der Fliche F bis auf Randintegrale 
in Ausdriicke der Form 


(1) J (er+ 8am +)aF 


umformen lassen. Dabei benutzen wir von der Belegung o und der Flache 
F lediglich die Differenzierbarkeit endlich hoher Ordnung, machen also von 
dem bislang stets vorausgesetzten analytischen Verhalten keinen Gebrauch. 
Mit Hilfe der Entwicklungen des § 8 kénnen wir nun auch die Differentiation 
nach den Aufpunktskoordinaten durch Prozesse, die nur auf partieller Inte- 
gration beruhen, umformen. Es ist nach Satz 1 


1 
(2) Vs [a7 aF t=) [[F(Voa+ 2a n)—ang, 7 |aP 
und 


Ve[ bos ; aP(-1/( (¥. +) (Vo B+ 2p Hn)aF 


+ [ FVn b+ Bm 2H +N n)| dF a 


(3) 


Nach (7, 10) ist aber 
oS iy tas -f5 Aopnars [2H Buz, LaF. 


e Aw Bus nde B+ B Lon+ 2B, 0, *’. 
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Nach (8, 38) ist 


(6) A@ t= —2V@ H+ I,n 

und mit (9, 26) 

(7) Bi Nip yra a Bb, Li, fie ’ —_ Bi, lL" tie —— Vp B- 
Es wird daher , 

(8) Ae Bu=n Ao B— B(Vo, 2H + I,n)-2 VB, 


und wir erhalten 


(9) 
ci (Voya+ 2Hn-a— Vay B—ndAw sdk 


Driicken wir 7 im z-System aus, so wird also 


a 
(10) az] (* +py—- 7) aP t=1/ ( a> + Binge > )eF 


mit 

(il) ui = & (Voyat+ 2Han— Vay B —n Aw B) 
Buy = & (— an + Te A), 

wobei e; den Einheitsvektor in Richtung der 2‘-Achse darstellt. Entsprechend 
erhalten wir 


a? 1 ai l ai 
(12) - ae ae | (* +8e ;)aF (=1f (x0m , + homey ;)aF 
mit 
(13) Oi) (ky = C4 (Vion Hy + 2 A 1 aay) — Very Bay — 1 Seo Bay) 
Biya) = €4 (— Hay A+ Veo) Bay) - 

Es ist dabei offenbar oj)(2) = %%@; Paya = Paw - 

Nehmen wir zunichst noch an, daB sowohl die Fliche als auch die 
Belegungen analytisch sind, so ergibt sich aus (12) fiir die Sprungrelationen 
der zweiten ge im hogs 


(14) LJ (=; p= +) jaF| = +~47Bim.- 


Diese miissen aber mit den in (6, 32) und (6, 33) ausgerechneten Werten 

iibereinstimmen, so daB 

Burry & 4 1 (a Dy, + Biyir) 
(15) Bi3ytv) = 4 2% (— yy + Kyry Bip) 

Bay) = 4 2(— 2 H a — Ajo B) 
wird. Die Rekursion (13) kénnen wir beliebig fortsetzen und die Sprung- 
relationen vermittels (14) ausdriicken. Die auf diese Weise gebildeten GréBen 
mitissen dann mit den nach dem Verfahren des §6 berechneten Spriingen 
ibereinstimmen. 

Mathematische Annalen. 123. 7 
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Um méglichst schwache Voraussetzungen fiir die Existenz der Ab- 
leitungen zu entwickeln, benutzen wir 
Lemma 8: Ist F ein zweimal stetig differenzierbares Flichenstiick und sind « 
und £ auf F stetige Funktionen, so ist 


ayaa = @ i oat oad F 


—++0 


a 1 
[Pom rat” 1 -— apt | Say tage 
a l 
J 8 sua ton *? ~ 828+ [B50 75¢? 


~++0 


sowie 


wobei durch die Symbole { und { die Grenzwerte der Integrale bei Annaherung 
P P 
—+>-—-0 —+—+0 
des Aufpunktes entlang der positiven bzw. negativen Normalen an den 
inneren Punkt P von F bezeichnet werden. Das Symbol { besagt, daB der 
Aufpunkt (z) auf F liegt. 
Einen Beweis dieses bekannten Satzes gibt O. D. ane | Mit Hilfe 
von (10) und (11) ergibt sich 
Lemma 9: Ist F dreimal stetig differenzierbar, und « einmal, 8 aber zweimal 
stetig differenzierbar, sv ist 


F 1 @ 1 —) 
lie (a2 +p3 7)4P(-)- 2% Bort | (a4) 7 Bio saq >) aF 


—+-—0 
[zat ++ BP t)aF (=) + 22 Be + [ (a7 + Boze >) ar» 


—~++0 


wobei (=) andeutet, daB es sich um eine Ubereinstimmung bis auf in der Um- 
gebung des inneren Punktes P von F analytische Funktionen handelt. 

Zum Beweise bemerken wir, daB die Umformung (10) wegen des Gliedes 
A) 1 in (5) die dreimalige Differenzierbarkeit der Fliche bendtigt. Ist diese 
Voraussetzung erfillt, so folgt Lemma 9 aus Lemma 8, da die aj) und fy) 
unter den genannten Bedingungen stetig sind. 

Wir wollen ‘Lemma 9 auf héhere Ableiturigen ausdehnen und halten 
dazu fest, daB die Umformung (10) die dreimalige Differenzierbarkeit von F 
und die Stetigkeit von aj, und fq) verlangt. Es muB also « einmal und # 
zweimal stetig differenzierbar sein. Fiir (12) benétigen wir daher analog die 
stetige Differenzierbarkeit von a), wihrend §,) zweimal stetig differenzierbar 
sein muB. Fiir « und f# folgt daraus zweimalige bzw. dreimalige stetige Diffe- 
renzierbarkeit. 

Durch induktive Fortsetzung dieser Abzihlung ergibt sich 
Lemma 10: Ist F (K + 1) mal, « Kmal und f (K + 1)mal stetig differenzierbar, 
so ist fir K =>.2 


*) O. D. Ketioee, Foundations of Potential Theory, 1929, 8. 160 ff. 
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i) —) 


aX 1 21 1 a1 
ae ( ~+B ry +)aR (=) [ (a4)... ta Bi.) ...ag ow +) aF 
» 





a2"...a2% 


Mi) ...lig) = Cig (Ve + 2 An) a)... _ yy — (Vay + 0 A@) Buy...¢g—p| 
Bi,)... eg) = Sig (— MK)... e_ Pt Vo Bu) ..tig— 7 - 
Es enthalt namlich «; — héchstens 

die (K — 1)ten Ableitungen von « 


die Kten Ableitungen von f 
die Kten Ableitungen der Flache 
und Bi, -++ (ig) héchstens 


die (K — 2)ten Ableitungen von « 

die (K — 1)ten Ableitungen von # 

die (K — 1)ten Ableitungen der Fliche. 
Fiir K = 2 entnimmt man diese Relationen aus (11) und folgert sie dann in 
volistandiger Induktion. Es kann daher die Umformung (10) K-mal ange- 
wandt werden, da CG). ig) und Bui,)...g) auf Grund der Differenzierbar- 
keitsvoraussetzungen gebildet werden kénnen. 

Es lassen sich somit die K-ten Ableitungen der Potentiale einfacher und 
doppelter Belegungen unter den genannten Bedingungen einseitig stetig er- 
ganzen. 

Wir wollen Lemma 10 weiter verschirfen und fiihren dazu den Begriff 
der HétpeRbedingung héherer Ordnung ein. Denken wir uns in P zu F 
das x-System eingefiihrt, so werden wir sagen, die Funktion f (z', x*) geniigt 
in P einer HéitpErRbedingung der Ordnung K, wenn es ein positives c und eine in 
(16) (x)? + (2? = pt <e* 

K mal stetig differenzierbare Funktion f, (z', z*) und zwei positive Konstanten 
A und « so gibt, daB in (16) 
(17) f | (x*, 2) — fy (z*, 2*)| < A o* +8 
ist. Wir beweisen zunachst 
Lemma 11: Geniigt die Belegung o fiir 9 < c der Bedingung 
la| < A okt, 
so sind die (K + 1) ten Ableitungen von 


[ o+dF 
Tr 
und die K-ten Ableitungen von 


a 1 
/ [Mm er 
auf der z*-Achse stetig. 


Zum Beweise teilen wir die Fliche F in F, und F — F, auf, wobei F, der in 
(18) oe? = (2')? + (2x tcc 
gelegene Teil von F ist. Dann wird mit den Bezeichnungen von § 2 


(19) fod P= food + i [la — B+ (a e+ (a — gh) hae age. 
F, eye + (ery se : 
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Auf z' = z* = 0 ist daher 
gX+1 K+2 





(20) |" fotart<Bfol[(en+ e+ (@—phl® aeae, 
|d2'...82 P, (y+ ("<0 
woraus sich wegen 
|\a| < Ao*** 
K+1 1 , 
on | or etl soe 
aax'...a2%+ 


t 


ergibt. Entsprechend folgt 


x 

(22) in, fof. a7| < Be 

@21...a2% oar 
t 





D , 
da die K-ten Ableitungen von ~ 2 absolut genommen kleiner als ese sind. 


Wir denken uns nun zwei Punkte (0, 0, x3) und (0, 0, 73) auf der z*-Achse, 
die nicht mit P zusammenfallen, und setzen zur Abkiirzung 


ak+1 l 
(23) Pe eee es [ozer- U (x, 2%, 23; 1). 
az?...a2%t!, ’ 
Dann ist 
(24) |U (0, 0, z3; t)— U (0, 0, 23; t)| < C\x} — z3| 


qet+3 


we man durch Anwendung des Mittelwertsatzes leicht erkennt. Setzen wir 


(aw) |2? — 23| = cX+4, 
so wird mit Hilfe von (21) 
(26) 'U (0, 0, x3; 0) — U (0, 0, 3; 0)| < C’ |z3 — 23|*t4. 
Mit 
gk 
(27) V (x*, &*, 2; aa eS fe of -aF 
9e°..985,/, °* ° 


t 


wird entsprechend 
(28) |V'(0, 0, z$; +) — V (0,0, 2g; x)| < “l= sal 
und nach (22) mit (25) 


(29) |V (0, 0, 23;0) — V (0, 0, 23; 0)| < C’ |x} — 2g|*** 
Damit erhalten wir 
Satz 2: Ist F (K + 1)mal stetig differenzierbar und geniigt o in P einer HOLDER- 


bedingung X-ter Ordnung, gibt es also eine in einer Umgebung von P K mal 
stetig differenzierbare Funktion o* so, daB fiir 0 < ¢ 


ja —o*| < A oF += 
ist, so lassen sich die K-ten Ableitungen von 


[eee Wer 
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und die (K--1)-ten Ableitungen von 


[is dF= Ue) 


auf der Normalen durch P einseitig stetig erginzen. Werden die Ableitungen 
im u-System ausgedriickt, so ergibt sich fiir die Sprungrelationen 


[U a]. By. im, = 4% (QG) O*)iy,.. mit esk 
a = — 40 (Qio*)y nsf t+ 48S K-21. 
Wir setzen namlich 
(30) = [arpars [o-o7aF 
und 
(31) . Om [gees [o-o ~ éF. 


Dann sind nach Lemma 4 die K-ten bzw. (K—1)-ten Ableitungen der zweiten 
Integrale in (29) und (30) auf der Normalen stetig, wihrend die entsprechenden 
Ableitungen der ersten Integrale nach Lemma 3 einseitig stetig erginzt werden 
kénnen. Die Sprungrelationen lassen sich durch die Ba)... ausdriicken, 


wobei héchstens die K-ten Ableitungen von o* auftreten. Fiir analytische 
Belegungen und analytische Flachen hatten wir einfachere Ausdriicke fiir die 
Sprungrelationen entwickelt. Da beide Ausdriicke als lineare Differential- 
operatoren héchstens K-ter Ordnung dargestellt werden kénnen, miissen sie 
ibereinstimmen. 


Wir wollen noch die Differenzierbarkeitsbedingungen fiir die (ein- 
seitige) Stetigkeit der Potentiale von Belegungen héherer Vielfachheit ent- - 


wickeln. Dazu bestimmen wir zunachst die Ordnung der Operatoren of). 


Lemma 12: Es ist of}, ein Differentialoperator der Ordnung <2|3| und 
®{%) ein Differentialoperator der Ordnung < 2 4 . , . 


Wir bezeichnen hier mit [xz] die gréBte ganze Zahl, die nicht gréBer als x 
ist. Zum Beweise gehen wir auf die Rekursionsformel 


N+1 N+1 
O8sy=-("T") OW. 2H-("F") om2K 
: 

_ = (3) O53} Aw-5 
j= 


zuriick und erhalten. in vollstandiger Induktion, daB die ya von ®f¥ ,.2) 
1 und 2[5 | + 2 ist, da die Glie- 


(32) 


, — N+ 
héchstens gleich dem Maximum von 2| 3 


der @{¥ 4 1) und ON, Aw) die Differentiationen héchster Ordnung enthalten. 





Damit ist aber die Ordnung von @{¥ 25 héchstens gleich 2 ae Ent- 
sprechend wird die Behauptung fiir ce Operatoren O15) bewiesen. 
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Die in § 4, Lemma 2 formulierte Beziehung bleibt giiltig, wenn die Flache F 
mindestens (N + 2) mal differenzierbar ist. Es ergibt sich daher 


Satz 3: Ist F ein N mal stetig differenzierbares Flachenstiick und o eine 2 4 mal 
stetig differenzierbare Belegung, so ist fiir N > 2 


y q a\" 1 
Varsn= | o(55) ~aF 


einseitig stetig, und es gilt die Sprungrelation 


Y (2 
(Uwsn]= — 4a Oho. 


§ 10. Zusammenfassung. 


Die Behandlung der Singularitéiten der Potentiale einfacher und mehr- 
facher Flichenbelegungen wurde von mehreren Gesichtspunkten aus durch- 
gefiihrt, die durch die Stichworte ,,Formalismus‘, ,,Koordinatensystem“ und 
, Differenzierbarkeitsbedingungen“‘ gekennzeichnet werden kénnen. Das Ziél 
wurde weiter gesteckt als in den genannten Arbeiten von E. Scumipt, da 
nicht nur die Existenz der Grenzwerte der Ableitungen der Potentiale ein- 
facher und doppelter Belegungen, sondern auch die explizite Angabe der 
Sprungrelationen von Potentialen der Belegungen beliebig hoher Vielfachheit 
angestrebt wurde. 

Dieses Ziel fiihrte notwendig zu einem eingehenden Studium der formalen 
Seite des Fragenkreises, bei dem zweckmaBigerweise Flaiche und Belegung als 
analytisch vorausgesetzt wurden. Die Berechnung vereinfacht sich wesentlich, 
wenn statt des bisher benutzten Tangenten-Normalensystems ein krumm- 
liniges Koordinatensystem — das u-System benutzt wird, das die Geo- 
metrie der Flache und ihre Beziehung zu den Sprungrelationen besser zum 
Ausdruck bringt. Zur Formulierung der Sprungrelationen werden zwei 
Systeme von Operatoren eingefiiirt, die mit Hilfe der Beltramischen Diffe- 
rentiation invariant formuliert werden kénnen. Durch die Benutzung des 
genannten Koordinatensystems ergeben sich Integralsitze und differential- 
geometrische Identitaéten als Spezialfille allgemeinerer Beziehungen fiir Po- 
tentialfunitionen. Die Verkniipfung der differentialgeometrisch definierten 
Operatoren und der Sprungrelationen wird durch den Existenzsatz von 
CaucHy-KOWALEWSKI erreicht. 

Durch ein System in § 9 entwickelter Identititen wird dann die 
Differentiation der Potentiale durch Prozesse partieller Integration in der 
Flache auf die Diskussion der Potentiale einfacher und doppelter Flachen- 
belegungen zuriickgefiihrt. Damit kann die Forderung des analytischen Ver- 
haltena von Fliche und Belegung durch Differenzierbarkeitsbedingungen er- 
setzt werden. Durch die genauere Beschreibung dieser Prozesse gelingt es, 
die Untersuchungen von E. Scumipr zu erweitern und die Formulierung der 
Sprungrelationen fiir beliebig hohe Ableitungen durch iibersichtliche Rekur- 
sionsbeziehunger. explizit zu erméglichen. 


( Eingegangen am 5. Oktober 1950.) 
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Uber die Homotopietypen gewisser Polyeder. 


Von 
E. Bureer in Frankfurt/Main. 


Ninleitung. 


Wihrend die Aufzihlung der Homotopietypen der asphiarischen Raume, 
d. h. derjenigen Raume, fiir die alle Homotopiegruppen auBer der ersten, der 
Fundamentalgruppe, verschwinden, durch HurEwicz in seiner grundlegenden 
Arbeit [13] heute bereits zu den klassischen Resultaten der Homotopietheorie 
gehért, ist die entsprechende nichst einfache Frage in dieser Richtung, nim- 
lich die Frage nach den Homotopietypen derjenigen Raume, fiir die auBer 
der Fundameritalgruppe noch eine weitere Homotopiegruppe nicht ver- 
schwindet, lange Zeit unbeantwortet geblieben. Erst vor kurzer Zeit gelang 
hier ein wesentlicher Fortschritt. EmzNBERG und MacLane [7] entdeckten 
namlich eine neue Homotopieinvariante, die fiir das genannte Problem wesent- 
lich ist. Die Fragestellung, die zu dieser Invarianten fiihrte, war folgende. 

Aus der oben genannten Hurewtczschen Klassifikation der asphirischen 
Polyeder (nimlich vermége ihrer Fundamentalgruppe) folgt insbesondere, daB 
die Fundamentalgruppe eines aspharischen Polyeders simtliche Homologie- 
gruppen bestimmt. Es entstand so die Aufgabe, ein rein algebraisches Ver- 
fahren zur Berechnung der Homologiegruppen aus der Fundamentalgruppe 
anzugeben. Diese Aufgabe wurde fast gleichzeitig von Hopr [10], Emern- 
BERG-MacLaNE [5] und Eckmann [1] gelést. Hopr ({9] Nachtrag) hatte 
schon vorher bemerkt, daB die Hurewiczschen Methoden auch noch unter 
der allgemeineren Voraussetzung erfolgreich bleiben, daB fiir das vorgelegte 
Polyeder K die Homotopiegruppen 2; (K) nur fiir 1 <i <n verschwinden. 
Dann bestimmt wieder die Fundamentalgruppe 2, (K) die Homologiegruppen 
H;(K) fir i= 1,2,...,n~—1 sowie eine gewisse Faktorgruppe der n-ten 
Homologiegruppe H,, (K). Im AnschluB an diese Untersuchungen stellten nun 
ErLenBerG und MacLane in [7] die Frage, ob im letzten Falle die ganze 
n-te Homologiegruppe H,, (K) durch die Fundamentalgruppe 7, (K), die n-te 
Homotopiegruppe 2, (K) und die Operationsweise von 2, (K) auf 2, (K) be- 
stimmt ist. Es zeigt sich, daB das nicht der Fall ist. Vielmehr ist hierzu eine 
weitere Homotopievariante von K notwendig, eben jene oben erwahnte In- 
variante. Sie ist eine gewisse charakteristische Kohomologieklasse k**+! aus 
der (n + 1)-ten Kohomologiegruppe H*+! (2, (K), 2, (K)) der Gruppe 2, (K) 
iiber der Koeffizientengruppe 2, (K)'). Diese Untersuchung von EILEN- 
BERG-MacLaneE verliuft zunichst vollkommen homologietheoretisch: Seien 
K und K’ zwei Komplexe mit der gleichen “WEE W. Seien 


K und R’ azyklisch in den Dirhensionen 1, 2,..., —'1. Fiir diese Komplexe 


1) Uber die Kohomologiegruppen von Gruppen vgl. insbesondere EILENBERG-MacLaNnE 
[6] sowie allgemein ErLENBERG [4]. 
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werden ebenfalls (kombinatorische) charakteristische Kohomologieklassen aus 
H"+1 (W, H, (R)) baw. H"+1(W, H, (R’)) eingefiihrt. Seien fiir K und K’ 
die n-ten Homologiegruppen H, und die charakteristischen Kohomologie- 
klassen (aus H" +! (W, H,,)) einander gleich. Dann wird gezeigt, daB es Ketten- 
transformationen (d.h. W-treue, randtreue Homomorphismen der Ketten- 
gruppen) k: K+... K’"+1 des (n + 1)-dimensionalen Geriistes K"+! von K 
in K’"+1 und : R™+1— Ke+1 gibt, so daB die zusammengesetzten Trans- 
formationen k’ k und kk’ beide in den Dimensionen <1 zur identischen 
Kettentransformation kettenhomotop sind (d.h. es gibt W-treue Homo- 
morphismen D der i-ten Kettengruppe von K in die (i + 1)-te Kettengruppe 
von K (i= 0,1,..., n), 80 daB dD = k’k — 1 — D2 ist, wobei 1 die identische 
Kettentransformation und @ den Randoperator bedeutet). Kurz gesagt: K 
und K’ sind in den Dimensionen <n vom selben ,,Kettenhomotopietyp“. 
Insbesondere sind also ihre n-ten aquivarianten Kohomologiegruppen?) iso- 
morph. Fa8t man K und R’ als universelle Uberlagerungen zweier in den 
Dimensionen 2, 3, . . .,n — 1 asphirischer Polyeder und W als die zugehérige 
Deckbewegungsgruppe auf, so werden. die aquivarianten Kohomologiegruppen 
von .K und K’ (bei trivialer Operationsweise von W auf die Koeffizienten- 
gruppe) die gewéhnlichen Kohomologiegruppen der Grundkomplexe. Es 
wird also tatsichlich die n-te Kohomologiegruppe eines in den Dimensionen 
2, 3, .. ..n— 1 aspharischen Polyeders durch die Fundamentalgruppe, die n-te 
Homotopiegruppe und die ErLEnBERG-MacLanesche Invariante bestimmt. 


An diese Ergebnisse iiber den ,,Kettenhomotopietyp“ schlieBt sich nun 
naturgemaB die Frage an, ob man sie nicht verwerten kann, um eine Antwort 
auf die oben erwahnte Frage nach den echten Homotopietypen der Polyeder K 
mit 27; (K) = 0 fir i+1,n zu erhalten. Man hat hierzu im wesentlichen 
nur die Kettentransformationen und -homotopien des oben genannten Satzes 
von EmLENBERG-MacLane durch stetige (bzw. simpliziale) Abbildungen und 
Homotopien zu realisieren. Die Untersuchung solcher Realisierungsfragen 
war aber bereits von J. H. C. WHITEHEAD in [19] in Angriff genommen worden, 
so daB eine Kombination seiner Methoden mit den Ergebnissen von Eren- 
BERG-MacLaneE nahe lag. In einer neueren Arbeit von MacLane und J. H.C. 
WHITEHEAD [14] wird dieser Gedanke aufgenommen. MacLane und Wuite- 
HEAD bestimmen namlich in [14] den 3-Typ eines beliebigen Polyeders ver- 
mittels seiner Fundamentalgruppe, zweiten Homotopiegruppe und seiner 
Invarianten k*. Die Frage nach dem 3-Typ eines beliebigen Polyeders ist 
im wesentlichen gleichwertig mit der Frage nach dem Homotopietyp eines 
Polyeders K mit 2; (K)= 0 fir i= 3, d.h. mit dem Spezialfall n = 2 des 
oben angeschnittenen Problems der Homotopietypen der Polyeder, die in den 
Dimensionen + 1,2 asphirisch sind. Zwei Polyeder K,L heiBen namlich 
vom selben n-Typ, wenn es Abbildungen /: K"+ L” und g: L® + K" der 
n-dimensionalen Geriiste gibt, so daB die beiden zusammengesetzten Ab- 
bildungen fg | L"~1: [*-1 ~ L" undgf| K"-1!- K"-1 + K" beide zur Identitat 
homotop sind). 


*) Vgl. hierzu ELLenserc [3]. 


*) Der-n-Typ eines Polyeders ist eine Invariante des Homotopietyps (der gleich dem 
w-Typ ist), a'so insbesondere eine topologische Invariante. 








Homotopietypen gewisser Polyeder. 265 


In der vorliegenden Arbeit wird die Spezialisierung n = 2 aufgehoben und 
ein neuer Beweis fiir die Realisierbarkeit der Kettentransformationen und 
-homotopien des Satzes von EILENBERG-MacLang durch stetige Abbildungen 
und Homotopien gegeben. Es ergibt sich dann als Hauptergebnis, daf die 
Ubereinstimmung in Fundamentalgruppe, n-ter Homotopiegruppe und ErLen- 
BERG-MacLayegscher Invariante fiir zwei Polyeder, deren simtliche Homo- 
topiegruppen auSer der ersten und n-ten verschwinden, notwendig und hin- 
reichend ist dafiir, daB sie vom selben Homotopietyp. sind‘). 

Wahrend sich der Beweis von MacLane-WHITEHEAD bzw. der Reali- 
sierufgssatz von WHITEHEAD der relativen Homotopiegruppen 2; (K‘, K‘—*) 
bedient, benutzen wir den alteren Begriff des Homotopierandes, den Horr in 
der Arbeit [9] eingefithrt hat. Diese Arbeit gab ‘iibrigens den AnstoB zu den 
ganzen oben erwihnten neueren Untersuchungen. Der Vergleich der beiden 
Methoden macht die Stellung des Homotopierandes innerhalb der relativen 
Homotopietheorie deutlich. 

Im § 1 referieren wir iiber den genannten Satz von ErLENBERG-MacLaNE 
und die EILENBERG-MacLAngsche Invariante und stellen die notwendigen 
Grundbegriffe zusammen. Fiir das rein logische Verstandnis der weiteren Unter- 
suchungen geniigt die Kenntnis des Inhaltes dieses § 1 ohne weitere Kenntnis 
der Arbeit [7] von ErLENBERG-MacLane. Zum Verstiandnis der Gesamtbedeu- 
tung des Folgenden ist jedoch eine genauere Kenntnis von [7] unerlaBlich. 
Die §§ 2 und 3 enthalten den eigentlichen Beweis der Realisierbarkeit, und 
zwar § 2 fiir die Kettentransformationen und § 3 fiir die Kettenhomotopien. 
Die benétigten Sitze iiber den Homotopierand werden angefiihrt. Der § 4 
enthalt einen kurzen Vergleich mit der Beweismethode von WHITEHEAD und 
einige Bemerkungen iiber die Stellung des .Homotopierandes innerhalb der 
relativen Homotopietheorie. Fiir eine eingehende Darstellung der relativen 
Homotopietheorie vergleiche man die Arbeit [12] von Hv oder die ersten 
Abschnitte der Arbeit [8] von Fox. SchlieBlich machen wir im SchluBpara- 
graphen §5 einige Bemerkungen iiber die Abbildungsklassen der Abbildungen 
beliebiger Polyeder in die betrachteten asphirischen Polyeder. Wir geben 
im Satz 3 eine gewisse Algebraisierung dieses Problems der Abbildungsklassen. 


§ 1. Die Erenspere-Mac Lanesche Invariante. 

Seien K und K’ zwei gewohnliche zusammenhangende Simplizialkomplexe 
mit isomorphen Fundamentalgruppen 2, (K) = 2, (K’). Wir bezeichnen wie 
iiblich die entsprechenden Polyeder mit K bzw. K’. Es ist also K bzw. K’ 
eine Simplizialzerlegung des Polyeders K bzw. K’. Mit R baw. K’ bezeichnen 
wir die universellen Uberlagerungskomplexe von K bzw. K’. K und R’ haben 
isomorphe Deckbewegungsgruppen 2, (K) = 2, (K’). Wir wihlen einen festen 
Isomorphismus zwischen diesén Deckbewegungsgruppen und bezeichnen die 
einander bei diesem Isomorphismus entsprechenden Elemente der beiden 
Gruppen mit dem gleichen Buchstaben. Die Kettengruppen C; (K) baw. 
C; (R’) von K bzw. K’ besitzen bekanntlich die Elemente z € 2, (K) = 2,(K’) 
als Operatoren. Diese Operatoren x sind randtreu. Daher besitzen auch die 


Zyklengruppen, Randergruppen und Homologiegruppen von K und K’ simt- 
lich die Elemente z als Operatoren. 





*) In [14] wird von MacLang und Warreneap fiir den Fall n = 2 noch erheblich 
mehr bewiesen, nimlich der genaue Wertbereich der genannten Invarianten bestimmt 
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Unter einer deckbewegungstreuen Kettentransformation von K in K’ 
verstehen wir eine Familie von randtreuen Operatorhomomorphismen k (fiir 
jede Dimension einen) der Kettengruppen C; (R) in die Kettengruppen C; (R’), 
wobei der Operatorhomomorphismus k in der Dimension Null jede (positiv 


signierte) Ecke von K auf eine (positiv signierte) Ecke von R’ (und nicht 
auf ein Multiplum einer solchen) abbildet. Es muB also gelten 


krzypi=crky; kOxvt=dkr; ko®=o0' 


fiir alle x¢€ 2, (K)= 2, (K’), alle Ketten rz'¢€ C; (K) und alle Nullsimplexe 
o°¢ K mit _geeigneten Nullsimplexen o’°¢ K’, wobei @ den Randoperator 
(in K und R’) bedeutet. Offenbar induziert jede deckbewegungstreue Ketten- 
transformation Operatorhomomorphismen der Zyklen-, Rander- und Homo- 
logiegruppen von R in die von R’. 

Zwei deckbewegungstreue Kettentransformationen k, und k, von K in K’ 
heiBen deckbewegungstreu kettenhomotop5), wenn es eine Familie von Ope- 
ratorhomomorphismen D (fiir jede Dimension einen) der Kettengruppen C; (K) 
in die Kettengruppen C;+ (R’) gibt, derart, daB fiir jede Kette r‘¢ C; (K) 

aDy=k rt —k, x?-— Dex 


gilt (fiir i = O ist das letzte Glied auf der rechten Seite gleich Null zu setzen). 
Wir schreiben dann zur Abkiirzung: k,~k,. Dieser Begriff der Ketten- 
homotopie ist offenbar das kombinatorische Analogon zum gewdéhnlichen 
Homotopiebegriff. 

Jede Kettentransformation k: K + K’ definiert auch fir jedes q fiir das 
q-dimensionale Geriist K¢ von K eine Kettentransformation k | K?: R¢ R’*). 
Sind die Kettentransformationen k, K¢ und k, Ke kettenhomotop, k, Ke ~ 


~ k,| K2, so sagen wir, daB k, und k, in den Dimensionen < g kettenhomotop 
sind, und schreiben: k, ~ k, (dim <q). Das bedeutet offenbar, da8 die Ho- 
motopieoperatoren D nur bis zur Dimension i = gq einschlieBlich definiert sind. 

Unter der weiteren Voraussetzung, dab die zweite bis (n — 1)-te Homotopie- 
gruppe von K’ verschwindet, 


n(K')=0 (é=2,3,...,.n—1), 


gibt es, wie man durch eine induktive Konstruktion leicht einsieht, eine deck- 
bewrgungstreue Kettentransformation k: K" + K’ des n-dimensionalen Ge- 


riistes K” der universellen Uberlagerung K von K in K’". Der Fortsetzung 
dieser Kettentransformation k iiber die Dimensiun n hinaus stellt sich jedoch 
ein Hindernis entgegen, das durch die ,,Obstruktion“ 


nkdatte H,, (R’} 


5) Im folgenden werden wir auf den universellen Uberlagerungen immer nur deck- 
bewegungstreue Kettentransformationen und Kettenhomotopien betrachten und lassen 
daher das Adjektiv ,,deckbewegungstreu“ gelegentlich fort. 


*) k| Ka bedeutet die Kettentransformation k, nur auf dem q-dimensionalen Geriist 
K¢ betrachtet. Dieselbe Bezeichnungsweise verwenden wir auch im folgenden Fall: Sei 
/: X + Y eine stetige Abbildung eines Raumes X in einen Raum Y und sei A C X ein 


Unterraum von X. Dann bedeutet / | A die Abbildung /, nur auf dem Unterraum A be- 
trachtet, alsof| A: A> Y 
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gemessen wird. Hierbei bedeutet o*+* ein beliebiges (nm + 1)-Simplex von K, 
n den natirlichen Homomorphismus der Zyklengruppe auf die Homologie- 
gruppe H,, (K’). FaBt man diese Obstruktion als (n + 1)-Kokette von K mit 
Koeffizienten in H, (K’) auf, indem man das Element nkéo"*1¢ H, (K’) 
als Funktionswert f (o*+1) auf dem Simplex o**+! ansieht, so ist diese Ob- 
struktion ein deckbewegungstreuer Kozyklus. Dabei heiBt eine Kokette f 
deckbewegungstreu, wenn 
f (xo"*+*) = xf (o* ++) 


gilt fiir alle Simplexe o” +! ¢ K und alle Elemente x <¢ 7m, (K) = a, (K’). Der 
Korand einer deckbewegungstreuen Kokette ist selbst deckbewegungstreu, 
und daher kann man mittels der deckbewegungstreuen Koketten Kohomologie- 
gruppen H?** (K, @)*) bilden. Die Kohomologieklasse der Obstruktion von k, 


also das Element von H?** (K, H, (R’)), das sie bestimmt, haingt nun gar 
nicht von der speziellen Kettentransformation k ab, sondern nur von den 
Komplexen K und &’, immer vorausgesetzt, daB die Homotopiegruppen 
zm; (K’) d. h. die Homologiegruppen H; (K’) = 0 sind fiir 2 <i <n —1. 
Durchlaufe nun K’ alle Komplexe mit einer festen Fundamentalgruppe 
a, (K’) = 2, und verschwindenden Homotopiegruppen 2; (K’) fir2<sicn—1. 
Wir wahlen fiir den Komplex RK einen , Standardkomplex“ K,, mit der Auto- 
morphismengruppe 2, und erhalten dann als Kohomologieklasse der Ob- 


struktion einer beliebigen z,-treuen Kettentransformation k: Kz, - K’ eine 


nur von K’ abhingige ,,charakteristische Kohomologieklasse“ aus _ (Z..., 


H,, (K’)). Der von Etensere [3] und Ecxmann [1] eingefiihrte Standard- 
komplex K,, ist zwar keine universelle Uberlagerung eines Simplizialkom- 
plexes, sondern ein abstrakter Komplex mit der Automorphismengruppe 2,. 
Aber fiir ihn gelten die simtlichen oben benutzten Tatsachen gleichfalls*). 
Die mittels der deckbewegungstreuen Koketten von K,, definierten Ko- 


homologiegruppen H{ (K,,,@) des Komplexes K,, iiber der Koeffizienten- 
gruppe G, auf welche z, als Gruppe von Operatoren wirkt, sind die von EmEn- 
BERG-MacLaneE friher [6] eingefiihrten Kohomologiegruppen H¢ (z,, G) der 
Gruppe 2,. Die charakteristische Kohomologieklasse des Komplexes K’ ist 
also ein Element ir € H"*+1 (x, (K’),. A, (R’)). - 

Beachten wir, daB nach dem Hurewiczschen Aquivalenzsatz die n-te 
Homologiegruppe H,,(K’) der Uberlagerung K’ isomorph ist zur n-ten Ho- 
motopiegruppe 2, (K’) des Grundkomplexes K’, so kénnen wir die charakte- 
ristische Kohomologieklasse auch auffassen als Element der (n + 1)-ten Ko- 
homologiegruppe der Gruppe 2, (K’) iiber der Koeffizientengruppe 2, (K’). 
Wir nennen sie dann die EILENBERG-MacLanesche Invariante des Polyeders. 
K’*) 

+1 wr 7 
ky € H"+1 (2, (K’), 2n (R’)). 

7) Sie heiBen bei ErLensere [3] equivariant cohomology groups und sind isomorph 
mit den Kohomologiegruppen von K iiber geeigneten lokalen Koeffizientengruppen im 
Sinne von STEENROD [17]. @ bezeichnet allgemein die Koeffizientengruppe, die also hier 
die Elemente der Gruppe 2, (XK) als Operatoren besitzen muB. In unserem Falle ist 
G = Hy, (K’). 

) Vgl. im einzelnen [3] una [7]. 

*) das also in den Dimensionen 2, 3, . . ., n — 1 aspharisch ist. 
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Sie ist nimlich, wie in [7] bewiesen wird ((7], S. 66/67), eine topologische 
Invariante des Polyeders R’. Sie ist sogar eine Invariante des Homotopie- 
typs des Polyeders K’, wie man aus einer modifizierten Definition in [7], 8. 84 
leicht erkennt. 

Unsere weiteren Uberlegungen schlieBen nun an den folgenden Satz der 
Arbeit [7] von Erenserc-MacLane an: 

Satz von Excenserc-MacLane. Seien K und R’ zwei universelle Uber- 
lagerungskomplexe mit gleicher Deckbewegungsgruppe . 7,1), die in den Di- 
mensionen 1, 2, . . ., n — 1 azyklisch sind, H; (K) = Hi; (K’ )= Ofirs = 1, 2,. 
n—l, und dulce n-te Homologiegruppen H,, = H,, (K) = H, (K )*°) sowie 
gleiche charakteristische Kohomologieklassen ett € H+! (7%, H n) haben. 
Dann gibt es deckbewegungstreue Kettentransformationen 


k: Re+1.. R/+1 und &: KR" +1— Kn+1, 


die beide in der gemeinsamen Homologiegruppe H, die Identitaét induzieren 
und fiir die die zusammengesetzten Kettentransformationen k’'k und kk’ 
beide zur Identitat deckbewegungstreu kettenhomotop sind in den Dimen- 
sionen < n, 


k’'k~1 (dim <n); kk’ ~ 1 (dim < n). 


Dieser Satz von E1LENBERG-MacLavkE soll nun im folgenden auf die Unter- 
suchung der Homotopietypen derjenigen Polyeder angewendet werden, bei 
denen auBer x, und 2» alle Homotopiegruppen verschwinden. 


§ 2. Realisierung der Kettentransformationen. 


Seien K und K’ zwei Komplexe, K und K’ die zugehérigen Polyeder. 
Sie seien zusammenhangend und in den Dimensionen + 1, n asphirisch, d. h. 
die Homotopiegruppen 2; (K) und x; (K’) fiir i + 1, n verschwinden. Ferner 
seien ihre Fundamentalgruppen und ihre n-ten Homotopiegruppen isomorph, 


(1) m, (K) = 2, (K’); 2, (K) = 2, (K’) 


Wir beziehen die Fundamental- und Homotopiegruppen in K und K’ auf 
feste Anfangspunkte und wihlen ein fiir alle mal einen festen Isomorphismus 
zwischen ihnen aus. Vermége dieses Isomorphismus seien die ErLENBERG- 
MacLaneschen Invarianten ky he H+ (2, (K), a, (K)) und eS € H*+1 


(te, (K"), Tn (K’)) von K und K einander gleich. 

Seien K und K’ die universellen Uberlagerungen von ’K und K’. Dann 
sind K und K’ zusammenhangend und azyklisch in den Dimensionen 1, 2, 
n—1, haben gleiche Deckbewegungsgruppen m= 1, (K)= x, (K’), gleiche 
n-te Homologiegruppen H,, = 2, (K) = 2, (K’) und gleiche charakteristische 
Kohomologieklassen "+1 ¢ H"*+! (x,, H,). Dann gibt es also nach EILENBERG. 
MacLane eine deckbewegungstreue Kettentransformation k: K*+1+ K’"+1 


des (n + 1)-dimensionalen Geriistes von K in das von R’ sowie eine deck: 
**) Nie Deckbewéegungsgruppen und n-ten Homologiegruppen von K und ’ sind also 


mittels eines bestimmten Isomorphismus identifiziert, und im Sinne dieses selben Iso- 
norphismus sind die charakteristischen Kohomologieklassen einander gleich. 
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bewegungstreue Kettentransformation k’ : Ks+1.. Kn+1, derart, daB die 
beiden zusammengesetzten Kettentransformationen 


Kk: Ke+1+ Re+2 und kk’: R+14 Rn+1 


in den Dimensionen < » zur Identitét kettenhomotop sind. Im folgenden 
wollen wir nun diese Kettentransformationen und -homotopien durch sim- 
pliziale Abbilfungen und Homotopien realisieren. 

Betrachten wir zunichst die Kettentransformation k und beginnen mit 
dem nulldimensionalen Geriist R°, & ordnet definitionsgemaB jeder (positiv 
signierten) Ecke von R eine (positiv signierte) Ecke von K’ zu, wobei fiir 
alle Ecken o° von & und alle Deckbewegungen z € 2, (K) = x, (K’) 

k (x 0°) = xk (o°) 
ist. Daher liefert die Kettentransformation k unmittelbar eine deckbewegungs- 
treue Abbildung ® des nulldimensionalen Geriistes R° von K in R’, rimlich 


(2) ® (0°) = k (0°) 
fir alle Ecken o® von K°. 

Gehen wir zum eindimensionalen Geriist K? iiber. Sei o' eine festgewahlte 
orientierte Strecke aus K mit dem Rand @o! = P, — Po. Durch die Ketten- 


transformation k ist dann die eindimensionale Kette k (o') in R’ definiert. 
Wegen der Randtreue von k ist 
dk (o') = kp, — kpy. 

Eine eindimensionale Kette eines Komplexes mit dem Rand 6} ~— a ist 
aber immer von folgender Art: Sie besteht aus einer (endlichen) Anzahl von 
geschlossenen Kantenwegen des -Komplexes und einem Kantenweg, der von 
a nach } fiihrt™). Das sieht man z. B. durch Induktion nach der Streckenzahl 
der Kette sofort ein. Bestehe also die Kette k (a) von RK’ aus den geschlossenen 
Kantenwegen wij, w2,...,w, und dem Weg w,,, von kp, nach kp,. Wir 
wihlen auf jedem der Wege wj (i= 1, 2,..., ») beliebig eine Ecke pj; und 
verbinden kp mit pj durch einen beliebigen Kantenweg h;. Dann betrachten 
wir den Kantenweg w’ = hi w,hi—!... hp wi h,—! w,,1. Er fihrt von kp, nach 
kp, und liefert, wenn man ihn als eindimensionale Kette auffaBt, die Kette 
ko'. Nun unterteilen wir o' in soviele Strecken, wie der Weg w’ durchlauft, 
und bilden die Teilstrecken von g' linear auf die von w’ ab. Die so erhaltene 
Abbildung ® von o! in R’ stimmt dann jedenfalis auf den Endpunkten von o! 
mit der dort bereits definierten Abbildung @ iiberein. 

Die Auswahl der Hilfswege A; ist dabei ganz beliebig. Hierin liegt einer 
der Vorziige der Benutzung der universellen Uberlagerung und der Uber- 
lagerungsabbildung. Man hatte an sich ja auch von der Kettenabbildung der 
Grundkomplexe ausgehen kénnen und dort die obige Konstruktion ausfiihren 
kénnen. Dann miiBte jedoch die Auswahl der Hilfswege jedenfalls so getroffen 
werden, daB bei der Abbildung ein geschlossener nullhomotoper Weg in einen 
nullhomotopen Weg iibergeht, damit eine Fortsetzung der Abbildung in 
héhere Dimensionen méglich ist. Die Frage nach der Méglichkeit einer solchen 
Auswahl der Hilfswege umgeht man am einfachsten durch Ubergang zur uni- 
versellen Uberlagerung. 


"4 11) Wertn b = a ist, so ist auch der letzte Kantenweg geschlossen. 
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Wir haben also jetzt die Abbildung @ fiir unsere festgewihlte Strecke o 
von K definiert. Man hat nun noch darauf zu achten, daB die Gesamtabbildung 
® deckbewegungstreu wird. Man darf also nicht die obige Konstruktion von ® 
fiir alle 1-Simplexe von K unabhangig voneinander durchfiihren, sondern 
mu8 immer die iibereinanderliegenden Simplexe zusammen betrachten. Das 
macht aber keine Schwierigkeit. Fiir die Strecke xo’, wo x eine beliebige 
Deckbewegung von K bedeutet, wird nimlich 8 zo! = xp, — rp, und k (x o')= 
= zko'. Dann besteht sher k(xoc') aus den geschlossenen Wegen zx w}, 
LwWe,..., zw, und dem Weg zw), von xkp, nach xkp,, und man kann die 
Hilfswege fiir k (x c') als die z-Bilder der Hilfswege h; von k (c') wihlen, wo- 
durch dann 
(3) @\ra'= 2O\o 
wird. Auf diese Weise ist also die Abbildung ® als deckbewegungstreue Ab- 
bildung des Geriistes K’ in K’ definiert. Sie ist in einer gewissen Unterteilung 
des eindimensionalen Geristes K* simplizial. Sei u die zugehérige Unter- 


teilungstransformation, die jedem Einssimplex aus K die Grundkette dieses 
Simplexes in der Unterteilung zuordnet. Dann hat die Abbildung ® die Eigen- 
schaft 


(4) Duo = ko 2) 


fiir alle o'¢ K. In diesem Sinne realisiert also die Abbildung ® die Ketten- 
transformation k. 


Um die & realisierende Abbildung ® auf die héherdimensionalen Geriiste 


von XK fortzusetzen, ziehen wir nun den von Horr geschaffenen Begriff des 
Homotopierandes heran™*). Er ist folgendermaBen erklart: o(*++ (i> 1) sei 
ein orientiertes (i + 1)-dimensionales Element (d. h. topologisches Bild eines 
Simplexes), S* seine Randsphare, auf der ein Pol a ausgezeichnet sei. Wir 
betrachten alle simplizialen Abbildungen aller Simplizialzerlegungen von 
ot +1 in einen beliebigen Komplex &, bei denen a in einen festen Punkt 0 von & 
abgebildet wird. Sei f eine solche Abbildung. Wir wihlen 0 als Basispunkt 
fiir die Homotopiegruppe 2; (&*). Das Bild der (i + 1)-dimensionalen Grund- 
kette von of*! ist eine (i + 1)-dimensionale Kette r‘+! von §. Ferner be- 
stimmt {| S* ein Element « der Homotopiegruppe 7; (S*). « heiBt ,,ein Ho- 
motopierand“ von r**+1}. 14) 

Uber diesen Homotopierand brauchen wir die folgenden Satze (vgl. Horr 
[9] und [11)): 

(a) Sei f wie oben eine Abbildung, die den Homotopierand « € 2; (S*) von 
t+! bestimmt. Sei g eine weitere simpliziale Abbildung einer Simplizial- 

#2) Wir bezeichnen also hier (und im folgenden) die von der stetigen Abbildung ®: 


K' . R” erzeugte Kettentransformation von R’ in K” ebenfalls mit ®. MiBverstandnisse 
sind hierbei nicht zu befiirchten. 

18) Vgl. Horr [9] fiir den Fall i = 1, [11] fiir allgemeines i. In [9] wird unterschieden 
zwischen simplizialem und stetigem Homotopierand. Die Saitze werden in [9] fiir den 
stetigen Homotopierand (fiir i = 1) bewiesen, in [11] fiir den simplizialen Homotopierand 
(und allgemeines i) formuliert. Wir verwenden durchgehends den simplizialen Homo- 
topierand, was einige kleine Modifikationen in den Beweisen verlangt. Vgl. z. B. den 
obigen Beweis oy He (a) und den von Horr in [11] angefiihrten Beweis [9] Nr. 8, b. 


14) Dies ist die Definition aus [11]. In [9] wurde nicht « sondern die stetige Sphare 
/ | Si als Homotopierand von zx‘ +1 bezeichnet. Vgl. hierzu Satz (a). AuBerdem entspricht 
die Definition aus [11] besser der Stellung des Begriffes des Homotopierandes innerhalb 
der relativen Homotopietheorie (vgl. hierzu die Bemerkungen in § 4). 
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zerlegung der Sphire S‘ in & mit g(a) = 0. Bestimme g/| S* ebenfalls das 
Element « € 2; (S*). Dann laBt sich g zu einer simplizialen Abbildung einer 
gewissen Simplizialzerlegung von ot+! derart fortsetzen, daB das g-Bild der 
Grundkette von of +! wieder z+? ist. 

(b) Jede Kette x**+! von & besitzt Homotopierinder. 

(c) Sei « € 2; (R*) ein Homotopierand von r*+*. Sei R der Normalteiler 
ven 2; (S*), der aus allen in &*+! nullhomotopen Elementen von 7; (St*) be- 
steht. Natiirlich ist « aus fi. Sei R, die Untergruppe von §, die von allen 
Elementen 0 — ro ™) (o€ RM, xe m, (K*)) erzeugt wird, wobei das Produkt 
zo im Sinne der Operationsweise der Fundamentalgruppe 2, (&*) auf die 
Homotopiegruppe 2; (*) zu verstehen ist. Dann besteht die Gesamtheit 
aller Homotopierander von x‘ + ! aus denjenigen Elementen von ®, die sich von « 
nur um ein Element aus Si, unterscheiden. 

(d) Sei » der natiirliche Homomorphismus der Homotopiegruppe 2; (*) 
in die Homologiegruppe H; (S*) (= Zyklengruppe von &*). Dann gilt fiir 
jeden Homotopierand « von y*+! 

(5) va=Oyzitl, 

Der Beweis des Satzes (a) stiitzt sich auf einen einfachen Hilfssatz, der, 
soweit ich weil, nirgends explizit ausgesprochen ist. Namlich 

Hilfssatz. Seien & und 2 zwei i-dimensionale Polyeder. Seien f, und f, 
zwei simpliziale Abbildungen zweier (eventuell voneinander verschiedener ) Simpli- 
zialzerlegungen &, und &, von & in die Simplizialzerlegung 2 von 2. Seien f, und f, 
zueinander homotop, d.h. es gebe eine stetige Abbildung F des Prismas & x I 
in das Polyeder 2 mit F| ® X 0= f, und F|® X1=f,. Dann gibt es eine 
simpliziale Zerlegung'*) des Prismas & x I, die fiir RX 0 mit Ry, fiir RX 1 
mit &, iibereinstimmt, und eine simpliziale Abbildung F, dieser Zerlegung des 
Prismas & x I in &, die auf & x 0 mit fy und auf R X 1 mit f, cibereinstimmt. 

Zum Beweis dieses Hilfssatzes verfihrt man natiirlich so, daB man zu- 
nachst die Abbildung F simplizial approximiert. Hierzu hat man zuerst das 
Prisma % ¥ I hinreichend fein simplizial zu unterteilen. Diese Unterteilung 
kann natiirlich so cingerichtet werden, daB sie auf & y 0 eine Unterteilung 
So vor No, auf & xX | cine Unterteilung &, von &, ist. Bei der simplizialen 
Approximation erfahren daher auch die simplizialen Abbildungen f,— F | % x 0 
und f, = F! ® x 1 simpliziale Approximationen in bezug auf %&j, 2 bzw. in 
bezug auf §j, 2'7). Diese simplizialen Approximationen sind einander dann 
nach Konstruktion ,,simplizial homotop‘ d. !.. vermége einer simplizialen 
Abbildung des Deformationsprismas. Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB 
die simpliziale Abbildung f, (und ebenso /,) zu einer simplizialen Approxima- 
tion in bezug auf to, 2 (bzw. 81, 2) ,,simplizial homotop* ist. Das ist der 
Spezialfall des zu beweisenden Hilfssatzes, wenn f, eine simpliziale Appro- 
ximation von f, in bezug auf So, 2 ist. 

45) Wir schreiben hier einheitlich 7; (Ri) (auch fiir den eventuell nichtabelschen Fall 
t = |) additiv. Im Falle i = 1 ist das oben benutzte Produkt zo gleich x + 9 — x und 
daher 9 — xo der Kommutator 9 + x — op — «, also R, gleich der gegenseitigen Kommu- 
tatorgruppe (7, (%), R]. 

'*) Sind die beiden Zerlegungen &, und &, Unterteilungen der Simplizialzerlegung & 
des Polyeders 8, so kann die Zerlegung des Prismas & x I auch als Unterteilung der 
Zellenzerlegung des Prismas in die Zellen 0 x I (o ¢ &) genommen werden. 


I bezeichnet immer das Interval! {%, 1] der Zahlengeraden. 
7) Bezeichnungsweise nach ALEXANDROFF-Hopr. 5. 318. 
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Dieser Spezialfall ist fiir den Fall i= 1 im Lehrbuch von Serrert-THReEt- 
FALL, S. 160/61 ausfiihrlich behandelt, und zwar beim Beweis der Uberein- 
stimmung der (stetigen) Fundamentalgruppe und der (simplizialen) Kanten- 
wegegruppe eines Komplexes. Der Beweis laBt sich fiir i > 1 ganz analog 
— wenn auch etwas weitliufiger — erbringen. 

Mittels des Hilfssatzes beweisen wir nun den oben formulierten Satz (a). 
Sei « € 2; (&*) ein Homotopierand der Kette z‘+!. D. h. es gibt eine simpli- 
ziale Unterteilung des Elementes o‘+! und eine simpliziale Abbildung / dieser 
Unterteilung in den Komplex & derart, daB das f-Bild der (i + 1)-dimensionalen 
Grundkette von ot+! gleich der Kette ‘+! ist und daB. die stetige Sphire 
{| S* das Element « € 7; (S") reprisentiert. Sei g einé weitere simpliziale 
Abbildung einer Simplizialzerlegung der Sphire S*‘ derart, daB g | S‘ dasselbe 
a € 2; (R*) reprisentiert. Dann sind die simplizialen Abbildungen {| S‘ und 
g von S*‘ zueinander in &* homotop"*), also nach dem Hilfssatz ,,simplizial 
homotop‘. Betrachten wir also die Kugelschale zwischen der Sphiare S* und 
einer konzentrischen gréBeren Sphiare S‘, so gibt es eine simpliziale Untertei- 
lung dieser Kugelschale und eine simpliziaie Abbildung dieser Unterteilung in 
SK‘, die auf S‘ mit f und auf S‘ mit g iibereinstimmt. Fillt man noch S‘ mit 
o*?! aus, so erhalt man insgesamt eine simpliziale Abbildung des Elementes 
o' +1, das aus o+! und der Kugelschale besteht und die Randsphire S‘ hat, 
in &*+1 mit der Randabbildung g. Dabei ist das Bild der Grundkette von o/+ ! 
nach .wie vor die (i + 1)-Kette r'+1, da die ganze Kugelschale in das i-dimen- 
sionale Geriist * abgebildet wird. Damit ist Satz (a) bewiesen. 

Wegen eines Beweises des Satzes (b) vergleiche man auch die Bemerkungen 
in § 4. 

Von Satz (c) benétigen wir nur die (iibrigens leichter zu beweisende) eine 
Hialfte, welche besagt, daB mit « auch a+ (9 - xo) Homotopierand von 
r'+? ist. Das kommt im wesentlichen darauf hinaus, daB mit o auch zo 
Homotopierand derselben Kette ist. Das wurde aber beim Beweis des Satzes (a) 
schon mitbewiesen (vgl. FuBnote'*) auf S. 272). Ganz abgesehen davon, wird 
in unseren Anwendungen der Komplex & immer universelle Uberlagerung 
eines Komplexes sein und daher fiir i > 2 sowieso 2, (S*) nur aus dem Eins- 
element bestehen, so daB in diesen Fallen R, = 0 und die bendtigte Hilfte 
des Satzes ganz trivial wird 

Wegen des Satzes (d) vergleiche man ebenfalls die Bemerkungen in § 4. 

Wir kehren nun zu unserem eigentlichen Problem zuriick. Wir haben 
jetzt alle Mittel in der Hand, um die Fortsetzung unserer Abbildung ® auf 
die héherdimensionalen Geriiste von K durchzufiihren. Sei. o? irgendein 
(orientiertes) 2-Simplex von &. Dann ist ihm auf Grund der Kettentransfor- 
mation k eine 2-Kette ¢* = k (a) von K’ derart zugeordnet, daB @ x? = k (8 0°) 
ist. Nach Satz (b) hat die Kette r¢* einen Homotopierand, d. h. es gibt eine 
simpliziale Abbildung einer Unterteilung des Simplexes o? in K’, bei der die 
Grundkette von o? in x? iibergeht. Sei « € 2, (K’’) irgendein Homotopierand 
von ¢*. Nach (d) ist der durch « bestimmte eindimensionale Zyklus gleich @ 1°, 


%*) Sogar unter Festhaltung des Basispunktes, aber das wird beim Beweis nicht be- 
nutzt. Der Beweis liefert daher sogar den Satz (a) schon unter der schwacheren Voraus- 
setzung, daB g s nicht das Element «, sondern ein Element za € 2; (8) reprasentiert, 
wobei z € 2, (&") beliebig ist und das Produkt za im Sinne der Operationsweise von 
2, (S") auf 2; (S") aufzufassen ist. 
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also gleich k (@ o*). Welches ist die Gesamtheit aller Homotopieriinder von x? ? 
Da x, (R’) trivial ist, ist R = a (R") und [z, (R”), R] gleich der Kommu- 
tatorgruppe von 7, (K"). Also sind nach (c) alle diejenigen Elemente von 
My (K:) Homotopierander von t®, die sich von « nur um Kommutatoren (und 
deren Potenzprodukte) unterscheiden, d. h. diejenigen Elemente aus 2, (R’, 
die denselben eindimensionalen Zyklus bestimmen wie «, d. h. den eindimen- 
sionalen Zyklus k (8 o?). 

Nach (4) ist nun das ®-Bild des Randweges von o? ein Weg, der als ein- 
dimensionaler Zyklus das Element k (@ 0”) definiert. Wahlt man noch den 
Basispunkt 0 von vorneherein als Eckpunkt dieses Weges, so sicht man, daB 
das durch das ®-Bild des Randweges von o* bestimmte Element von 2, ( K") 
ein Homotopierand von k (6°) ist. Also gibt es nach (a) eine simpliziale Unter- 
teilung von o?, bei der die Simplizialzerlegung des Randes isomorph zt: der- 
jenigen Zerlegung des Randes von o? ist, die bei der Definition von ® @o? 
benutzt wurde, und eine simpliziale Abbildung dieser Unterteilung von o? 
in R’ derart, daB das Bild der Grundkette von o2 gleich 1? = k (a?) ist und 
daB das Bild des Randweges gleich dem ®-Bild des simplizialen Randweges von 
o ist. Wir identifizieren nun o? mit o* in solcher Weise, daB die isomorphen 
Randzerlegungen zusammenfallen und Randpunkte mit gleichen ®-Bildern 
identifiziert werden. Dann erhalten wir eine Unterteilung von o? und eine 
simpliziale Abbildung ® dieser Unterteilung in K’, wobei die Abbildung ® 
auf K* mit der bereits dort definierten Abbildung zusammenfillt. Wieder 
realisiert ® die Kettentransformation k in dem Sinne, daB 


(6) Buc? = koa* 
ist. 

Wie im Falle des eindimensionalen Geriistes sorgen wir nun dafiir, dab ® 
deckbewegungstreu wird, indem wir nach dem Simplex o* zunichst die Sim- 
plexe x o* betrachten und ® deckbewegungstreu auf zo? fortsetzen. Damit 
ist dann die Abbildung © auf das ganze zweidimensionale Geriist von K deck- 
bewegungstreu fortgesetzt, und es gilt (6) fiir alle o? ¢ K. 

Sei nun 2 <i <n und schon éine deckbewegungstreue Abbildung ® des 
i-dimensionalen Geriistes K‘ in K’t definiert, die in einer geeigneten Unter- 
teilung von R¢ simplizial ist und der Bedingung 


(7) ® uot = kot 


fiir alle o% ¢ K‘ geniigt, wobei wieder u die Unterteilungstransformation von Ké 
in die genannte Unterteilung ist. Sei o‘+! ein orientiertes (i + 1)-dimensio- 
nales Simplex von K. Auf Grund der Kettentransformation k entspricht dem 
Simplex o*+1 eine (i + 1)-dimensionale Kette k o‘+1 = y#+1 von K’. Wir be- 
trachten die Homotopieriinder dieser Kette ‘+1. Jedenfalls hat x‘+! nach 
Satz (b) tiberhaupt einen Homotopierand « ¢ 7; (K"}: Ferner entsteht nach 
Satz (c) die Gesamtheit aller Homotopierinder von r¢*+! aus « durch Addition 
der Elemente von ij. In unserem Falle ist aber Rt, = 0; denn die erzeugenden 
Elemente @ - x@ sind alle gleich Null, da die Fundamentalgruppe 2, (K’‘) 


wegen > 2 nur aus dem Einselement besteht. Also gibt es in diesem Falle 
Mathematische Annalen. 123. 1 
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nur den Homotopierand « von x*+1. Sei » der natiirliche Homomorphismus 
der Homotopiegruppe 2; (K’) in die Homologiegruppe H,; (KR). Dann ist 
nach Satz (d) » a= @ x#+?. 

Ebenso ist aber nach Voraussetzung die Abbildung @ fiir eine gewisse 
Unterteilung des Randes @ o‘+! simplizial und nach (7) das Bild des Grund- 
zyklus dieser Unterteilung von @o**! gleich k 8 ott! = @kott+1= 4 x*+!. Nun 
ist auf Grund des Hurewiczschen Aquivalenzsatzes wegen 2, (K*) = 2, (K’*) 

7; _, (K’*) = 0 der natiirliche Homomorphismus y ein Isomorphismus 
von 2; (K’) auf H; (K’). Also definiert die Abbildung @ | 2 a‘+! als stetige 
Sphare ebenfalls das Element « € 7; (RK). Danr. gibt es aber nach Satz (a) 
eine Unterteilung von o‘+!, die auf @o**+! mit der gegebenen Unterteilung 
iibereinstimmt, und eine simpliziale Abbildung dieser Unterteilung von o** ! 
in R’, die auf der Randsphire von o'+1 mit ® iibereinstimmt und als Bild 
der Grundkette von o‘+! die Kette ko‘*! liefert. Durch diese Fortsetzung 
der Randabbildung @ definieren wir ® | ot +. Dies wird fiir jedes ot +! dureh- 
gefiihrt und zwar so, daB @| K‘+1! deckbewegungstreu wird, was deshalb 
méglich ist, weil ®| K‘ nach Induktionsvoraussetzung deckbewegungstreu 
war. Damit erhalten wir eine deckbewegungstreue Abbildung ® : Kt+1-- Kt+1, 
die in einer gewissen Unterteilm:g von K‘+! simplizial ist und mit der Ketten- 
transformation k gemaB 


(8) D uot = k ot ot¢ Kit! 


zusammenhangt, wobei u die Unterteilungstransformation ven R‘+1 in die 
genannte Unterteilung bedeutet. Auf diese Weise erhalten wir schlieBlich 
eine Abbildeng ® des (n + 1)-dimensionalen Geriistes K"+1, die die Ketten- 
transformation k in dem angegebenen Sinne realisiert. 

Ubrigens geniigt es fiir unsere weiteren Betrachtungen, daB die Abbil- 
dung ® die Kettentransformation k nur in den Dimensionen < 7 realisiert, 
d. h. daB Gleichung (8) nur fiir i+ 1 = m gilt. Verzichts+ man daher auf die 
Forderung, da8 ® auch noch in der Dimension n + | die Kettentransformation 
k realisiert, so kann man den letzten Schritt vom n-dimensionalen auf das 
(n + 1)-dimensionale Geriist etwas kiirzer (und ohne Benutzung des Homo- 
topierandes) folgendermafen durchfihren : 

Sei o" +! ein orientiertes (n + 1)-Simplex von K. Auf dem Rand von o*+! 
ist die Abbildung @ bereits erklirt. Das ®-Bild dieses Randes definiert als 
n-Sphirenbild ein Element der n-ten Homotopiegruppe 2, (R’) von BR’. Da 
die Fundamentalgruppe 2, (R’) von K’ verschwindet, brauchen wir uns hier 
um Basispunkte nicht zu kiimmern. GemaB der Definition von ® ist ® sim- 
pliziale Abbildung einer gewissen Unterteilung der Randsphire von o” +! und 
das ®- Bild des Grundzyklus dieser triangulierten Sphire ist das Bild £ (@ 0” +!) 
des Randes 8o"+ ! bei der Kettentransformation k. Dic Kettentransformation k 
ist aber auch auf dem (n + 1)-dimensionalen Geriist erklart und randtreu, also 
k (@o"%+1) = @ko"*!. Also ist das ®-Bild der Randsphire von o**+! null- 
homolog. Auf Grund des Hurewrczschen Aquivalenzsatzes ist aber z,, (R’) 
isomorph zur n-ten Homologiegruppe H, (R’). Also ist das ®-Bild der Rand- 
sphire von o”* ! sogar nullhomotop und daher ® auf o” +! fortsetzbar. Offen- 
bar kann man es noch so einrichten, daB ® deckbewegungstreu wird. 
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Die weitere Fortsetzung der Abbildung ® auf K iiber die Dimension n + 1 
hinaus geht nun wegen des Verschwindens der héheren Homotopiegruppen 
von K’ unmittelbar nach bekannter Methode vor sich. Sei die Abbildung ® 
bis zum i-dimensionalen (i > + 1) Geriist von K bereits deckbewegungstreu 
definiert. Sei o‘+! ein (i + 1)-Simplex von R. Auf der Randsphire von o*+! 
ist ® definiert und das ®-Bild dieser i-Sphire in K’ ist nullhomotop, da 
7; (K’) = 0 ist wegen i=>n-+ 1. Also ist ® auf o‘+! fortsetzbar, und die ge- 
samte Fortsetzung auf K‘+1 kann offenbar deckbewegungstreu erfolgen, da ® 
auf Ki deckbewegungstreu ist. 

Damit haben wir den 

Satz 1. Zur Kettentransformation k des Satzes von EILENBERG-MACLANE 
gibt es eine deckbewegungstreue Abbildung ®: K + K', die mit k in folgender 
Weise zusammenhdangt: Es gibt eine Unterteilung des n-dimensionalen Geriistes K", 
in der ® simplizial ist. Sei u die Unterteilungstransformation, die jedem Sim- 
plex von R" die Grundkette dieses Simplexes in der Unterteilung zuordnet, dann 
ist fiir jedes Simplex of von K" 


kot = Duo. 


§ 3. Realisierung der Kettenhomotopien. 


Wir gehen nun iiber zum eigentlichen Beweis, da®B K und K’ vom gleichen 
Homotopietyp sind. Wenden wir den Satz 1 auf die Kettentransformation 


k’: K’"+1.. R"+1 en, so erhalten wir fiir sie ebenfalls eine deckbewegungs- 
treue realisierende Abbildung ®’: K’+ K. Wir betrachten die zusammen- 
gesetzte Abbildung @’ @: K + K und behaupten, daB sie in den Dimensionen 


<n die zusammengesetzte Kettentransformation k’k im selben Sinne reali- 
siert wie ® die Kettentransformation k bzw. ©’ die Kettentransformation k’. 
Zunichst ist ® simplizial in einer gewissen Unterteilung Ke von K". Diese 
Unterteilung wird noch einmal unterteilt zu Kr derart, daB die zusammen- 
gesetzte Abbildung ®’ ® in dieser Unterteilung Re simplizial.ist. Das ist fiir 
diejenigen Simplexe o? von Ke, die bei ® auf ein Simplex o’? gleicher Di- 
mension von K’ abgebildet werden (also nicht ausarten), leicht zu machen. 
®’ ist ja simplizial in einer gewissen Unterteilung Ks von RX”. Die ent- 
sprechende Unterteilung von o’? wird dann einfach mittels ®-! in o? tiber- 
tragen (® ist ja auf of umkehrbar eindeutig). Auf diese Weise ist die Unter- 
teilung Rr fiir alle Simplexe a? erklart, die bei ® nicht ausarten. Offenbar 
schlieBen diese Unterteilungen, soweit sie erklart sind, stetig aneinander. 
Man hat also die Unterteilung Ke nur noch auf alle ausartenden Simplexe 
von Re derart fortzusetzen, daB darin ® eine simpliziale Abbildung in die 
Unterteilung Kn definiert. Das laBt sich jedenfalls erreichen. Doch kommt 
es uns auf die genauere Art dieser Unterteilung in den ausartenden Simplexen 
gar nicht an; denn wir wollen nur erreichen, daB ®’ ® die Kettentransformation 
k'k realisiert. Hierbei spielen aber nur die bei ® nicht ausartenden Simplexe 
von K eine Rolle. In der Tat, sei o? ein Simplex von R*. = zu zeigen, 
8 
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daB die Grundkette von o? in der Unterteilung K " durch die Abbildung ®’ ® 
in die Kette k’k o” iibergeht, brauchen wir in der Grundkette von o? in K : 
nur die bei ® nicht ausartenden Simplexe zu betrachten. Fiir die ausartenden 
artet ja auch die zugehérige Grundkette in Ke aus, d.h. ihr entspricht ver- 
midge ® die Nullkette in R's. Den Grundketten in Re der nicht ausartenden 
Simplexe o, von K " entspricht aber nach Konstruktion gerade die Grundkette 
in RK’ des ®-Bildes von o, in K. Und dieser Grundkette in Km entspricht 


vermége ®’ die Kette k’ (®a,). Also entspricht der Grundkette in Ke des 
Simplexes o? vermége ®’ ® gerade die Kette k’k o?, w. z. b. w. 

Nun zeigen wir schlieBlich, daB ®’ ® zur Identitét homotop ist. Es laBt 
sich nimlich die Kettenhomotopie k’ k ~ 1 im gleichen Sinne realisieren wie die 
Kettentransformationen k und k’. Die Kettenhomotopie 


k’k~1 (dim <n) 


bedeutet: Es gibt deckbewegungstreue Homomorphismen D, (i < n) der i-ten 
Kettengruppe von & in die (i + 1)-te Kettengruppe von K mit der Eigenschaft 
(1) 0D;o0= o —k’ kot — Dx_ 1 20 
fiir jedes Simplex o' von K, wobei D_, = 0 zu setzen ist. 

Sei nun o® eine Ecke von K. Dann ist D, o° eine 1-Kette mit dem Rand 
o® —k’'ko®=o°—@'@o°. Wir wiahlen wieder einen Kantenweg in R, der o® 
mit ®'D o° verbindet und als 1-Kette die Kette D, o°® bestimmt. Wir bilden 
das Prisma o° x I'*) iiber o® auf diesen Kantenweg ab. Wegen D, x 0° = 

x D,o® kénnen wir es noch so einrichten, daB die Abbildung von R° x! 
deckbewegungstreu wird. Sei co! ein 1-Simplex von K. Dann ist D, o eine 
2-Kette von K mit dem Rand o! — k’'ko! — D,@o'. Diese 2-Kette besitzt 
einen Homotopierand, und die Gesamtheit ihrer Homotopierinder besteht 
aus denjenigen Elemerten von 2, (R"), die als 1-Ketten in K die Kette o! — 
— k’'ko' — D,@o bestimmen. Bilden wir nun den Rand von a! x I folgender- 
maBen in K ab: o' x Q in natiirlicher Weise auf a, a! x 1 mittels D’@ in R, 
@o' x I in der oben fiir die Prismen o°® x I bestimmten Weise in K. 
Dann bestimmt nach Konstruktion dieses Randwegbild gerade die 1-Kette 
o'—k’ko'— D,é@o'. Als Element von 2, (K") bestimmt es also einen Ho- 
motopierand von D, o'. Man kann daher die Abbildung des Randes von o' x I 
derart auf das ganze Prisma o' x I fortsetzen, daB sie (in einer gewissen Unter- 
teilung simplizial ist und) als Bild der Grundkette von o! x I die Kette D, a! 
liefert. Wegen D, xo'= x D,o' kann man noch erreichen, daB die Abbil- 
dung von RK’ x I deckbewegungstreu wird. P 

Sei jetzt bereits fir 1 <i<m— 1 eine Abbildung von Rixlink ge- 
geben, die deckbewegungstreu ist, eine Homotopie zwischen der Identitat 
und ©’@ | Ki definiert, in einer gewissen Unterteilung von K‘ x I simplizial 
ist und den Homotopieoperator D realisiert in dem bekannten Sinne, dai 
fiir jedes Simplex o? ¢€ Ré durch die Abbildung aus der Grundkette von o? x I 


%*) oP x I ist das topologische Produkt des Simplexes oP mit der Strecke J = {0, 1] 
der Zahlengeraden. 
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in der genannten Unterteilung die Kette D, o? des Komplexes K entsteht. 
Sei ot+1 ¢ KRi+1, Dann ist wegen i+ 1<n die (i + 2)-dimensionale Kette 
D;.,0'+}! des Komplexes RB erklart. Sei « ¢ 7% +1 (K‘+1) ein Homotopierand 
von D;,,0*+1!. Wie im vorigen Paragraphen ist dann wegen i+ 1 > 2 das 
Element « der einzige Homotopierand von D; +, 0+! und 


. . , 2 
va= OD ,0'tl= git! - kkott! — D,da'*!, 


wo vy den natiirlichen Homomorphismus von 7+ (Ki+}) in die Homologie- 
gruppe H;., ; (K*+1) bedeutet. Wir definieren nun eine Abbildung des Randes 
a(o'+1 x 1) des Prismas of+1xI in K in folgender Weise: o‘+} x 0 
in natiirlicher Weise auf o*+1, o‘+1 x 1 vermége der Abbildung ®’® in K 
und @o*+1! x I in der nach Induktionsannahme gegebenen Abbildungsweise 


von K‘xI in K. Dann bestimmt diese Abbildung des Prismenrandes 
@ (o' +} x I) nach Konstruktion und Induktionsannahme die (i + 1)-Kette 


gitl aa k’ k ot+1 ~~. D,@o**! 


von K. Wegen ls i<n-1 ist 2, (K‘+) = nm, (Rit!) = ...= 2; (Ri+1)= 0 
also der oben genannte natiirliche Homomorphismus vy ein Isomorphismus. 
Daher bestimmt die eben definierte Abbildung des Prismenrandes @ (ot +! x 1) 
das Element « € 741 (K'+1). Es gibt also eine Fortsetzung dieser Abbildung 
auf das ganze Prisma o‘+! x I derart, daB sie (in einer gewissen Unterteilung 
simplizial ist und) als Bild der Grundkette von o‘+! x I die Kette Dj, 0'+? 
liefert. Offenbar laBt sich auch die Deckbewegungstreue dieser Abbildung 
erreichen. 

Damit ist die Realisierung der Kettenhomotopie k’k > 1 (dim < n) ge- 
leistet. Den letzte Schritt dieser Konstruktion von K"-1 x I auf K® x I 
hatte man auch hier wieder genau wie im vorigen Paragraphen vereinfachen 
k6énnen (ohne Benutzung des Homotopierandes). Die weitere deckbewegungs- 
treue Fortsetzung der Homotopie zwischen der Identitaét und der Abbildung 
®’® auf die Dimensionen = n + | erfolgt nach bekanntem Schema auf Grund 
der Voraussetzung, da8 die hGheren Homotopiegruppen 7» + 1 (K) = mn+2 (K )= 

. = 0 sind. 

Damit ist also gezeigt, daB die Abbildung ©’ von & in sich zur Identitat 
homotop ist, und zwar ist die Homotopie selbst deckbewegungstreu. Ganz 
ebenso sieht man, daB auch die Abbildung ® ®’ von R’ in sich zur Identitat 
homotop ist, wobei die Homotopie ebenfalls deckbewegungstreu ist. Auf Grund 
der Deckbewegungstreue kann man sowohl die Abbildungen ® und @’ als auch 
die Homotopien in die Grundkomplexe »herunterprojizieren™. Man erhalt 
dann eine Abbildung ®,: K + K’ und eine Abbildung ®, : K' + K derart, 
daB die Abbildungen ©, ®,: K -» K und ©, ®;: K’ + K’ beide zur Identitat 
homotop sind. Also sind die Polyeder K und &’ vom selben Homotopietyp. 

Umgekehrt stimmen fiir zwei Polyeder vom selben Homotopietyp die 
Homotopiegruppen und die Em.znspera-MacLaneschen Invarianten iiberein. 
Daher haben wir den 

Satz 2. '‘Seien K und K’ zwei Polyeder, deren Homotopiegruppen 7, (K), 
7; (K") fiir i +1, n verschwinden. Dann sind K und K' dann und nur dann 
vom selben Homotopietyp, wenn thre Fundamentalgruppen, ihre n-ten Homo- 
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topiegruppen (als Gruppen mit den Fundamentalgruppenelementen als Opera- 
toren) und ihre ErLeENRERG-MacLanxschen Invarianten einander gleich sind. 

Der letzte Teil des Beweises von Satz 2, nimlich die Zusammensetzung 
der beiden Abbildungen ® und ®’ und der Beweis der Homotopie ®’® =~ 1 
kann abgekiirzt werden, wenn man nach der Konstruktion von ® den folgenden 
Satz von J. H. C. Warreneap [18] verwendet: 

Seien & und & zwei Polyeder und N = max (dim &, dim 2). Sei ' K+ z 
eine stetige Abbildung von § in &, die fiir die Fundamentalgruppe 2, (&) einen 
Isomorphismus auf die Fundanientalgruppe 2, (2) und ebenso fiir die héheren 
Homotopiegruppen 2; () fiir alle i< N einen Isomorphismus auf die ent- 
sprechenden Homotopiegruppen 2; (2) erzeugt, dann besitzt f eine ,, Homotopie- 
inverse’, d. h. es gibt eine Abbildung f’ : 2 + & von @ in &, so daB f’f und 
ff’ beide zur Identitat homotop sind. Dann sind also ® und 2 vom gleichen 
Homotopietyp?"). 

Um diesen Satz anzuwenden, haben wir also zu untersuchen, welche Homo- 
morphismen von der Abbildung ®, in der Fundamentalgruppe und in den 
Homotopiegruppen induziert werden. Sei ® die oben konstruierte Uber- 
lagerungsabbildung zu ®,. Welchen Homomorphismus induziert ®, fiir die 
Fundamentalgruppe 2,(K)? Sei w, irgendein geschlossener Weg von K, 
der ein gewisses Element 2 ¢ 2, (K) reprasentiert. Um das Bild ®, (w)) zu 
finden, hat man nach Definition von ®, einen beliebigen Uberlagerungsweg w 
von w, zu nehmen, ihn vermége ® abzubilden und das Bild in K’ zu projji- 
zieren. Nach Definition der Uberlagerung fiihrt der Weg w von einem ge- 
wissen Punkt p¢ RK zum Punkt zp. Nach Konstruktion von ® fiihrt dann das 
Bild ® (w) vom Punkte ® p zum Punkte x @ p, so daB die Projektion dieses 
Bildweges in K’ ein geschlossener Weg ist, der das Element x ¢ 2, (K’) dar- 
stellt. ©, vermittelt also gerade denjeriigen Isomorphismus zwischen den 
Fundamentalgruppen 2, (K) und 2, (K’), der durch die gleiche Bezeichnung 
der Elemente angegeben wurde. 

Zweitens untersuchen wir den Homomorphismus, den @®, fiir die n-ten 
Homotopiegruppen induziert. Zunichst ist die n-te Homotopiegruppe x, (K) 
isomorph zur n-ten Homotopiegruppe 2, (K) und ebenso 2, (K’) = Ty, (K’) 
und diese Isomorphismen sind bekanntlich derart, daB durch sie der durch 
die Abbildung ®, induzierte Homomorphismus von 2» (K) in 2, (K’) tiber- 
gefiihrt wird in den durch ® induzierten Homomorphismus von 2, (K ) in 
2, (K’). Ferner ist nach dem Hurewrczschen Aquivalenzsatz der natiirliche 
Homomorphismus von 2, (K) in H, (K) und der von 2, (K’) in Ap (K’) ein 
Isomorphismus auf H, (K) bzw. H, (K’). Und auch diese Isomorphismen sind 
derart, da8 durch sie der von ® induzierte Homomorphismus von 2, (XK) in 
a, (K’) iibergefihrt wird in den durch @ induzierten Homomorphismus von 
H,, (K )in H, (R ’). Dieser letztere ist aber leicht zu bestimmen. Sei 4” irgendein 
n-Zyklus von K. Sei u 3" seine Unterteilung in Re. Dann ist nach Konstruktion 
D u3" = k 4". Nach dem Satz von Emenpere-MacLane erzeugt aber k einen 


*°) Natiirlich besagt der Satz nicht, daB die Jsomorphie’ aller Homotopiegruppen hin- 
reichend dafir ist, daB zwei Polyeder vom gleichen Homotopietyp sind. Die wesent- 
liche Bedingung ist vielmehr, da8 alle diese Isomorphismen gleichzeitig von einer Abbil- 


dung induziert werden. 
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Isomorphismus von H, (K) auf H,, (K ’). Also erzeugt auch ®, einen Iso- 
morphismus von 71, (R) auf x, (K’). 

Far die Dimensionen i + 1, n ist wegen 2; (K) = 2, (K’) = 0 die Bedingung 
des Satzes von WHITEHEAD trivialerweise erfillt. Also besitzt ®, eine Homo- 
topieinverse, d. h. K und K’ sind vom gleichen Homotopietyp. 


§ 4. Bemerkungen. 


Wir wollen dem obigen Beweisgang noch kurz den von WHITEHEAD gegen- 
iiberstellen. Wiahrend bei ersterem die Frage nach der Gesamtheit aller Ho- 
motopieriinder einer gegebenen t-dimensionalen Kette ausschlaggebend war, 
wird bei letzterem umgekehrt bei einer gegebenen nullhomotopen Abbildung 
des Randes eines (i + 1)-Simplexes nach der Gesamtheit aller Fortsetzungs- 
méglichkeiten der Abbildung auf das ganze Simplex gefragt. Hierbei wird 
die Theorie der relativen Homotopiegruppen 2; ..; (K‘+1, K*) wesentlich heran- 
gezogen. Es ergibt sich die Méglichkeit, die Fortsetzung @ iiber alle Dimen- 
sionen hin so zu wahlen, da8 fiir jedes Simplex o? ¢ K"+! die Homologie 


® o ~ ko® in K’ mod K’?-1 


gilt. Diese Homologie tritt hier an Stelle der Gleichung (8) in § 2 und definiert 
jetzt den Sinn, in dem die Kettentransformation k durch die Abbildung ® 
realisiert wird. 

Vergleichen wir die beiden Methoden noch etwas eingehender. Dazu be- 
trachten wir die Homotopiefolge des Paares §*+!, R*, wo & irgendein Komplex 
ist, und die zugehérige Homologiefolge, 

a 

> M4 (RK) > meg (RET?) > my 41 (KET, KY) ~ 7; (R*) 
vt vt vy vt 
, ’ ‘ , 
> Hy 4 (R*) > Hyg s (R**) > yy. (R41, KR) + H; (SK). 
Sie sind durch den natiirlichen Homomorphismus vy verbunden. Bei der 
WuirreHEaDschen Methode geht man von einem festen Element von 7; (S*) 
aus und fragt nach allen Elementen von 7; , ; (R*+1, §*), die durch den Rand- 
operator @ in das vorgegebene Element von 2; (S*) iibergehen. Diese Frage 
wird durch die Exaktheit der Homotopiefolge sofort beantwortet. Bei der 
ersten Methode hingegen geht man von einer bestimmten (i + 1)-Kette x*+! 
aus, also von einem Element der Gruppe H;, ; (%*+!, &*), und fragt nach 
allen Homotopierindern dieser Kette. Das bedeutet im Rahmen der Ho- 
motopietheorie: Man fragt zunichst nach allen Elementen von 2; + ; (&**+ 1, #*), 
die das vorgegebene Element von H; , ; (&‘ +1, &*) als natiirliches Bild haben, d.h. 
nach allen Abbildungen eines (i + 1)-dimensionalen topologischen Elementes 
in &*+1, bei denen der Rand in §t‘ abgebildet wird (und ein bestimmter Rand- 
punkt in einen festen Punkt von §) und die, als singulare Zyklen mod §* 
aufgefaBt, das vorgelegte Element von H;, , (@*+1, &*) bestimmen. Bei jeder 
dieser Abbildungen hat man dann zu der Randabbildung iiberzugehen, d.h. auf 
die entsprechenden Elemente der Gruppe 7; + 1 (&* +1, &*) den Operator @ anzu- 
wenden. Die erhaltenen Elemente von 2; (S*) sind dann die Homotopie- 
rander von ¢'+1. Der Ubergang zum Homotopierand ist also im Rahmen der 
relativen Homotopietheorie einfach der Ubergang 2 »-!: H;, (R**+1, 8*) > 
> % (8*). 
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Die Mehrdeutigkeit des Homotopierandes liegt dabei natirlich daran, 
daB der natiirliche Homomorphismus vy: 74; (8*+1, KR) + Hig, (R¢+1, KR) 
kein Isomorphismus ist. Die Horrschen Satze (b)—(d) §2 tiber den Homo- 
topierand lassen sich nun leicht homotopietheoretisch aussprechen : 

(b) ,,Jede Kette hat einen Homotopierand“ bedeutet, daB der natiirliche 
Homomorphismus y : 7; + , (&**+1, &*) + H; 4, (&**+1, RK) ein Homomorphismus 
auf die ganze Gruppe H;,, (&*+1, 8*) ist. Das ist iibrigens mit bekannten 
Argumenten von Hurewicz sehr leicht zu beweisen (vgl: auch Hu [12]) : Re- 
prasentiere die Kette r'+! tin Element-der Gruppe H;, , (S&*+!, 8*). Sei 
rit1— ¥m;o;**, wo oj* * die (i+ 1)-Simplexe von & durchlauft. Offenbar 
repriasentiert auch jedes o;* * ein Element von A; , , (S++, %*). Andrerseits 
reprisentiert die identische Abbildung von o;** in §*+1 (bei geeigneter Wahl 
des Basispunktes) ein Element w,; der relativen Homotopiegruppe 7; , , (&*+!, 
&*). Natiirlich ist vw; = o;* *_ wenn » der natiirliche Homomorphismus von 
41 (R'+), KR) in H;, , (R'+4, K*) ist. Da vy ein Homomorphismus ist, ist dann 
y Em; w;= Z m;o;** = +1, w.z. b. w. 

Der Satz (c) bestimmt das @-Bild des Kernes des natiirlichen Homo- 
morphismus »v: 7; 4, (K' +1, R*)+ H;,,(K**}, KR), namlich die Homotopie- 
rander des Nullelementes aus H;, , (&*+1, 8). Das 8-Bild dieses Kernes be- 
steht also aus der Untergruppe R, von 7; (S*). 

Der dritte Satz (d) schlieBlich driickt aus, daB der natiirliche Homonioi- 
phismus zwischen Homotopie- und Homologiefolge mit den Randoperatoren @ 
vertauschbar ist. Das ist aber nur ein Spezialfall der bekannten Tatsache, 
a8 der natiirliche Homomorphismus zwischen Homotopie- urid Homologie- 
tcolve mit den Homomorphismen in diesen Folgen vertauschbar ist. 


§ 5. Abbildungskiassen. 


Wahrend bei den grundlegenden Untersuchungen von Hvrewicz [13] 
iiber die Homotopietypen der asphiarischen Raume, d. h. solcher Raume X mit 
a; (X)= 0 fiir i= 2, zunichst das allgemeinere Problem der Bestimmung 
aller Abbildungsklassen eines Polyeders Y in den Raum X gelést wird und 
damit dann die Frage nach dem Homotopietyp von X beantwortet wird, ist 
das bei der vorliegenden Arbeit nicht der Fall. Vielmehr wird gleich die Frage 
nach dem Homotopietyp gestellt. Jedoch kann man immerhin einige ganz 
interessante Bemerkungen zu der Frage der Abbildungsklassen aus den vorher- 
gehenden Ausfiihrungen entnehmen. Diesen Bemerkungen ist dieser letzte 
Paragraph gewidmet. 5 

Seien zunichst K und K’ irgend zwei zusammenhiingende Komplexe, K 
und K’ die entsprechenden Polyeder. Wir zeichnen in K bzw. K’ je eine Ecke 
p baw. p’ aus, die als Basispunkte fir die Fundamentalgruppen sowie fiir die 
Konstruktion der universellen Uberlagerungen benutzt werden. Dann ver- 
mittelt jede Abbildung j: K -+ K’ einen bis auf einen inneren Automorphismus 
bestimmten Homomorphismus der Fundamentalgruppe 2, (K) in 2, (K’) und 
damit auch der Deckbewegungsgruppen der universellen Uberlagerungen von 
K und K’. 

Zu jeder stetigen Abbildung f : K + K’ gibt es Uberlagerungsabbildungen 


j: K-» K’ der universellen Uberlagerungspolyeder. 7 ist bis auf eine zu- 
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sitzliche Deckbewegung von &’ eindeutig bestimmt und ist im folgenden 
Sinne deckbewegungstreu: Bezeichnen wir einen beliebigen Homomorphismus 
aus der Homomorphismenklasse, die die Abbildung f von 2, (K) in 2, (K’) 
induziert, ebenfalls mit f, so gilt fiir eine geeignete der Uberlagerungsabbil- 
dungen ‘i a 
7 (xq) = f (x) F(q) 

fiir alle Punkte q ¢ K und alle Elemente z € x, (K). Wir sagen daher, da eine 
bestimmte Uberlagerungsabbildung im Sinne eines gewissen Homomorphismus 
von 2, (K) in 2, (K’) deckbewegungstreu ist, bzw. allgemein, da8 die. Uber- 
lagerungsabbildungen einer gegebenen Abbildung f im Sinne der durch f in- 
duzierten Homomorphismenklasse von 2, (K) in 2, (K’) deckbewegungstreu 
sind. 

La4Bt man die Grundabbildung f durch eine Homotopie in eine andere’ 
Abbildung /, tibergehen, so kann man diese Homotopie auf die Uberlagerungs- 
abbildung / iibertragen und erhilt dort eine (im selben Sinne wie f) deck- 
bewegungstreue Homotopie zwischen der Abbildung 7 uhd einer géwissen 
Uberlagerungsabbildung von },”). 

Also entspricht einer Abbildungsklasse von K in K‘ eindeutig cine Klasse 
von (im Sinne einer gewissen Homomorphismenklasse von 2, (K) in 2, (K’)) 
deckbewegungstreuen Abbildungen von K in K’, die durch deckbewegungs- 
trene Homotopien und anschlieBende Decktransformationen von K’ ineinander 
iibergehen. Eine solche Klasse nennen wir kurz die zur Abbildungsklasse 
von K in K’ gehérige Uberlagerungsklasse. 

Umgekehrt entspricht offenbar jeder Uberlagerungsklasse eine und nur 
eine Abbildungsklasse der Grundabbildungen von K in K’. Also ist das 
Problem der Bestimmung der Abbildungsklassen von K in K’ gleichwertig 


mit dem Problem der Bestimmung der Uberlagérungsklassen von R in R. 


Sei {:K + K’ eine beliebige stetige (im Sinne eines bestimmten Homo- 
morphismus y von 7, (K) in 7, (K’)) deckbewegungstreue Abbildung des Poly- 
eders K in das Polyeder R', Wir wollen cunichst dieser Abbildung f : K + 
eine deckbewegungstreue Kettentransformation k : R"+i + K+ des (n+ 1)- 
Geriistes K" +1 in das (n + 1)-Geriist K++ zuordnen. Dies tun wir in natiir- 
licher Weise folgendermaBen: Wir nehmen eine deckbewegungstreue sim- 
pliziale Approximation ® von f in bezug auf R,, K’%), wobei K, eine hin- 
reichend feine Unterteilung von X ist. Sei u die Unterteilungstransformation, 
die jedem (orientierten) Simplex o ¢ K die entsprechende Grundkette dieses 
Simplexes in der Unterteilung K, zuordnet. Dann setzen wir 


kd#=Guc (OSign+ 1)*). 


Offenbar definiert k fiir jede Dimension < n+ 1 einen (im Sinne g) deck- 
bewegungstreuen Homomorphismus der entsprechenden Kettengruppen von 


™1) Weiche der Uberlagerungsabbildungen ], von f, hierbei erscheint, hangt von dem 
Weg des Punktes / (p) bei der Homotopie ven / in /, ab. 
#2) Terminologie wie bei ALEXANDROF¥F-Hopr, Tepologie, 8. 318. 


**) Natiirlich ist der Grund fiir diese Beschrinkung fiir die Dimension an dieser Stelle 
noch nicht ersichtlich, wird aber im folgenden klar werden.. 
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K" +1 in die von K+}. Ferner sind diese Homomorphismen randtreu; denn 
sowohl u als auch ® sind randtreu. Also ist k tatsichlich eine Kettentrans- 
formation. 

k ist. natiirlich durch f nicht eindeutig bestimmt; denn in der Auswahl 
der Unterteilung K, und der Approximation ® besteht noch eine groBe Frei- 
heit. Sei K, eine andere Unterteilung von K und ®, simpliziale Approximation 
von f beziiglich K,, R’. Sei k, die durch ©, bestimmte Kettentransformation. 
Dann sind bekanntlich die beiden Abbildungen ® und ®, zueinander (im Sinne 
von ) deckhewegungstreu homotop, d.h. es gibt eine stetige (im Sinne von ¢) 
deckbewegungstreue Abbildung F des Prismas RK x 1 in R’, die far K x 0 
mit ®, fiir K x 1 mit ®, iibereinstimmt. Dann sind aber nach dem Hilfssatz 
in § 2 die Abbildungen ® und @, simplizia] homotop, d. h. F kann als simpli- 
ziale (im Sinne von gy) deckbewegungstreue Abbildung einer deckbewegungs- 
treuen Unterteilung des Prismas, die auf K x 0 mit K,, auf K x 1 mit K, 
iibereinstimmt, genommen werden. Und zwar kann diese Unterteilung des 
Prismas als eine Unterteilung der Zellenzerlegung von K x 1 in die Zellen 
ao x I(o¢ K) gewahit werden. Sei «, die Unterteilungstransformation der 
zuletzt genannten Zellenzerlegung des Prismas in die fiir F bendtigte Unter- 
teilung. Dann definieren wir den Homomorphismus D der i-ten Kettengruppe 
von K in die (i +. 1)-te Kettengruppe von R’ durch 


Doe&=Fu (oe x I) Osisgn)™). 


Diese Homomorphismen D vermitteln eine Kettenhomotopie zwischen k und 
k.; denn es gilt 


8 Dot = Fu, @(o x I) = Fu, (o* x 0) — Fu, (o* x 1) — Fu, (@0¢ x J) 
=ko-k,o Déot-. 


Ferner ist D offenbar (im Sinne von g) deckbewegungstren. Also ist durch 
die obige Vorschrift t_ jeder stetigen (im Sinne von q) deckbewegungstreuen 


Abbildung f: R ~ K’ eindeutig eine Klasse in den Dimensionen < n ketten- 
homotoper (im Sinne von 9) deckbewegungstreuer Kettentransformationen 
des (n + 1)-Geriistes K*+1 in K’™ +1 zugeordnet. 


Sei /, eine weitere Abbildung des Polyeders R in das Polyeder K’, die mit f 
zur selben Uberlagerungsklasse gehdrt. Dann ist auch jede simpliziale Appro- 
ximation von /, nach Ausfiihrung einer geeigneten Decktransformation zu 
jeder simplizialen Approximation von f (im Sinne von g) deckbewegungstreu 
homotop, und daher folgt genau wie oben, daB jede der Abbildung f zuge- 
ordnete Kettentransformation k nach Auafihrung einer bestimmten Deck- 
bewegung zu jeder der Abbildung /, zugeordneten Kettentransformation k, 
in den Dimensionen < n deckbewegungstreu kettenhomotop ist. Wir sagen 
kurz: & und k, gehéren zur selben Uberlagerungsklasse von Kettentransfor- 
mationen, indem wir zwei im Sinne einer bestimmten Homomorphismen- 
klasse von 7, (K) in 2, (K’) deckbewegungstreue .Kettentransformationen & 


und k, von K" +? in K+} dann und nur dann zur selben Uberlagerungsklasse 


2) S.. ysl 23), 
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zaihlen, wenn es ein x’ € ™% (K’) derart gibt, daB & und z’ k, in den Dimensionen 
<n (im selben Sinne wie k) deckbewegungstreu kettenhomotop sind. Also: 
f und f, ist dieselbe Uberlagerungsklasse von Kettentransformationen von 
K"+1 in K™+1 zugeordnet. 


Also sind die Abbildungsklassen des Polyeders K in das Polyeder K’ ein- 
deutig bezogen auf eine Untermenge der Uberlagerungsklassen der Ketten- 
transformationen des (n + 1)-Geriistes K" +1 in das (n+ 1)-Geriist K’™ +1. Da- 
bei kommt es offenbar nach unserer Herleitung gar nicht darauf an, welche 


Simplizialzerlegungen der Polyeder K und K’ der Betrachtung zugrundegelegt 
wefden. 


Soweit gilt alles ohne weitere Voraussetzung iiber die Polyeder K und R’. 
Wir setzen nun weiter voraus, da§ alle Homotopiegruppen des Polyeders K’ 
auBer der ersten und der n-ten verschwinden. Dann kann man den wesent- 
lichen Inhalt der Uberlegungen der vorhergehenden Paragraphen dahin zu- 
sammenfassen, daB 


1. jedey(im Sinne eines bestimmten Homomorphismus gy) deckbewegungs- 
treue Kettentransformation k: K"+1-+ K+} einer geeigneten (im Sinne des- 


selben ~) deckbewegungstreuen stetigen Abbildung von R in R’ zugeordnet ist, 
2. zwei (im Sinne eines bestimmten Homomorphismus y) deckbewegungs- 


treue stetige Abbildungen von K in R’, deren zugeordnete Kettentransfor- 
mationen in den Dimensionen < n deckbewegungstreu kettenhomotop sind, 
selbst deckbewegungstreu homotop sind. 


In der Tat hat man nur zu bemerken, daB die Uberlegungen der vorigen 
Paragraphen iber die Verwirklichung von Kettentransformationen und Ketten- 
homotopien durch stetige Abbildungen und Homotopien nur die Voraussetzung 
benutzen, da8 im Bildpolyeder K’ alle Homotopiegruppen auBer der ersten 
und der n-ten verschwinden. Also l4Bt sich erstens jede deckbewegungstreue 
Kettentransformation k: K"+1+ K+ durch eine _Abbildung ©: K + R’ 
realisieren derart, daB ® in einer Unterteilung von K"+1 simplizial ist und 
dort die Kettentransformation k bestimmt. Zweitens l48t sich ebenso eine 
Kettenhomotopie (in den Dimensionen <n) zwischen den Kettentransforma- 
tionen, die zwei Abbildungen von EK in R’ zugeordnet sind, realisieren, so daB 
diese beiden Abbildungen auf dem n-dimensionalen Geriist homotop sind. 
Dann sind sie aber auch fiir das ganze Polyeder homotop; denn wegen des 
Verschwindens der Homotopiegruppen z,,, , (K’), . . ., laBt sich die Homotopie 
von der Dimension n auf die Dimension n + 1, . . . fortsetzen. 


Wir sehen also, da8 die oben genannte Zuordnung zwischen den Abbildungs- 
klassen von K in K’ und den Uberlagerungsklassen der Kettentransformationen 


von K"+1 in K+! eine umkehrbar eindeutige Zuordnung mit der Gesamtheit 
alier Uberlagerungsklassen ist. Damit haben wir den 


Satz 3. Sei K’ ein zusammenhéingendes Polyeder, dessen siimtliche Homo- 
topiegruppen aufer der n-ten und der Fundamentalgruppe verschwinden. Sei K 
ein beliebiges zusammenhdngendes Polyeder. Dann stehen die Abbildungsklassen 


von K in K’ in umkehrbar eindeutiger Beziehung zu der Gesamtheit der Uber- 
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lagerungsklassen der (in den Dimensionen < n™) kettenhomotopen) Ketten- 
transformationen des (n + 1)-Geriistes K"+1 in das (n + 1)-Geriist R™ +1, 
Natiirlich ist mit dem Satz 3 das Problem der Bestimmung der Abbildungs- 
klassen von K in K’ nicht gelést. Seine Bedeutung liegt viemehr darin, daB 
es zuriickgefiihrt wird auf das algebraisch-kombinatorische Problem der Be- 


stimmung der Uberlagerungsklassen der Kettentransformationen von Ket 


in K’"+1, Dies ist tatsichlich ein rein algebraisches Problem. Es erfordert 
allerdings auch noch die Konstruktion der universellen Uberlagerungen, also 
die explizite Kenntnis der Elemente der Fundamentalgruppen von K und KR’. 
Man beachte noch, daB es nach der ganzen Herleitung nicht darauf ankommt, 
welche Simplizialzerlegung der Polyeder K und K’ man benutzt*). 
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) Wir kénnten hier ebensogut die Uberlagerungsklassen durch die Bedingung 
k= 2’ k, (dim S 1 + 1) erklaren; denn zwei Kettentransformationen, die in den Dimen- 
sionen < n ketténhomotop sind, sind es auch in der Dimension n + 1; weil hier Hy ,, 
(R’) = 0 ist.. Nach Horr [11] 3 ~5 ist namlich fiir ein in den Dimensionen 1,°2, .. ..» — 1 
aspharisches Polyeder jeder (n + 1)-Zyklus spharisch, d.h. der natiirliche Homomor- 
phismus der (x + 1) Homotopiegruppe in die (n + 1) Homologiegruppe ein Homomorphismus 
auf die ganze Homologiegruppe. Es ist aber in unserem Falle 7; (K’) = 0 fir i = 1, 2,..., 
n — 1 und 2q,, (RK) = 2n,,(K’) = 0. 

8) Soeben ist in zwei Arbeiten “~~ eine Lésung des Problems der Abbildungs- 
klassen angekiindigt: worden, namlich P. OLum [15] und M. M. Postryrxov [16]. Beide 


Autoren benutzen fiir die .Klassifikatjon wesentlich die Emenperc-MacLanesche In- 
variante. ’ 


( Eingegangen am 9. November 1950.) 
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A Lattice-theoretic Characterisation of the «,-valued 
Propositional Calculus. 


By 
Atan Rose in Aberdeen. 


There has recently been developed (3)') an algebraic system bearing 
the same relation to 3-valued logic as Bootgan algebra bears to 2-valued 
logic. This has since been generalised (4) to m-valued logics where m is finite, 
and a method has been indicated (5) for developing systems similarly 
related to systems of logic whose truth-values form lattices (5). In the 
m-valued case the propositions are denoted by ordered sets of m-1 elements, 
(P1, Pe» - - -» Pm—1), from a Bootzan algebra where p, < p, < +--+ < Pm—1. The 
object of the present paper is to give the corresponding theory for the %,- 
valued Propositional Calculus. We denote the truth-values by all rational 
numbers which satisfy 0 << r<1. We denote propositions by ordered pairs 
of enumerable dense sets (H,, F,,) where E,, F,, consist of elements p,p, p, 
respectively, where r¢ R, R denotes the set of rational numbers satisfying 
O0<r<l, and 

(I) PeS Pex whenr>s, 
(Il) pr p,r Whenr>s, 
(III) p,2=p,,p for allre R, 
(IV) pox=I, 
(V) mr=9, 
(VI) 2’ (pe Pre) = I. 
reR 


rx can be regarded as the region in which p takes truth-values greater 
than or equal to r, and p,p as the region in which p takes truth-values greater 
than r. Since all truth-values are greater than or equal to 0, pz = J. Since 
there are no truth-values greater than 1, p, py = O. Since p,» denotes the region 
in which p has truth-values greater than r, p;» denotes the region in which p 
has truth-values less than or equal to r. But p,z denotes the region in which 
p has truth values greater than or equal to r, so that p,¢ / p;p denotes the 
region in which p has the truth-value r. Hence, since the set truth-values is R, 


» (Pre pr) =I. 
reR 


We now consider the primitive functions of the x,-valued LUKASIEWICZ- 
TARSKI propositional calculus (1). These primitives are a negation function, 
p, which has the truth-value 1 — x when p has the truth-value z, and an 
implication function, p + g, which has the truth-value min. (1,1 — z+ y) 
when 7p has the truth-value z and q has the truth-value y. Thus 


Pre = Pi- r,F 
and Pre = Pi-r,k- 
1) The numbers in brackets refer to the Bibliography. 
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To determine the pair of sets corresponding to p — q we first find the pair 
of sets corresponding to the function*) pwqg which takes the truth-value min. 
(1, x + y) when p takes the truth-vyalue zx and q takes the truth-value y. 

If we know that the truth-value of p is greater than or equal to s and we 
wish the truth-value of pwq to be greater than or equal to r, then we must 
assign to q a truth-value greater than or equal to r — s. If, instead we know 
that the truth-value of p is greater than s, we still must stipulate that the 
truth-value of g be greater than or equal to r — s. Thus 


(PpWQ)-z = a (Peg " Gr—s,E)- 
#cR 
*sr 
If we know that the truth-value of p is greater than or equal to s and 
wish the truth-value of pwq to be greater than r, we must assign to ga truth- - 
value greater than r -— s. If, however, we know that the truth-value of p is 
greater than s, it is sufficient to assign to q a truth-value greater than or 
equal to r—s. Thus ; 
(pwQer= DY (Pez VG—a,7)U LY (Per \Gr-s,2)- 
seR seR 
esr *sr 
Since p > g has the same truth-value as pwg, it follows that 


(p+ Qee= DY (Pi-sF% G—s,z) 
seR 


*sr 

and (Pp + Qer= DY (Pi-nr OV G-—s,7)U DS (Pi-s, 8% Gr—s,2)- 
ac R 2eR 
*sr *sr 


The usual alternation function is defined by 


PvYq=at.(P>q)>q.- 
Hence, if p has the truth-value z and q has the truth-value y, pvq has the 
truth-value max. (z, y). It follows that 
(PV9)re = Pre WE 


and (PVQ)rr = Pre GF: 
p & q is then defined by 


p&q= at. pvq. 
But (PV Qe = Pi-rPU Ni-+,P 
and (DV Q)-r = Pi-r,zBV VUi-+,k- 
Hence (p&qQ)pz = (PY Q)i-+.P = Pre GE 
and (p&q)re = (PY Qi-+.2= Pre Gr- 


In view of our interpretation it follows that if 1 is the only designated truth- 
value the class of identically true formulae is identical with the class of for- 
mulae whose E-sets have the element with suffix 1 equal to J. As examples 
we shall verify the formulae (1) p+ p, (2) p+ p, (3) p+ pv q, (4) @> p)> (p+). 


*) This function is a generalisation of the alternation function used in (6). It is, of 
course, different from the alternation function, pvq, used in (1) and (2). 


On Propositional Calculus. 287 


(1) (Pp > Phize= Pa (Pi-sr O\ Pi—s.z) = I). 
” 

(2) Pre 7 Pi-+,F = PrE- 

Hence (Pp > Pir= &, (Pi-arPirsz) 
a 

‘ = D (pi-srPi-s,z) = I. 

s¢eR 

(3) (Pp + pYghe = & (Pi-ar \ (pvg)—s,8) 
# 


= Py (Pi-sFrO(Pi—s,z UMN-—s,E)) 
sek 
- 2 M(Pi-o.7 VPr—8) VU (Pi-4F 0 -228)) 
a 
= & (Pi-sF\Pi-s.z)- 
sek 
But » (Pi-arOPi—s,£) = I. 
seR 
Hence (p > pvg)z= I. 
(4) (7 > P)rx — 2, (Gi-F VP rs) 
re 
a ps (Qez\ Pi—r+s,P) 
seR 
esr 
“ P 4 (Pi-r+s,F Gx): 
seR 
esr 
Let us now replace r — s by t. Then, sinceO0 < ss 7,0 tar. Hence 
@ > Pre = D (Pi-t.#Gr-1,2) 
teR 
tsar 
pm (Pi—s,F\Gr—2,B) 
s¢€R 
*sar 
(p — QrE- 
Hence ((9 + p) > (p+ 9)):z= 2 (@ > Pii-ar (Pp > Q)1—+,B) 
8 


— Ps (@ = P)i-a FOG - P)i—s,z) =I, 
sek 
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Uber Seiteneinteilungen in affinen 
und euklidischen Ebenen. 


Von 
Frreprico BAcHMANN und WILHELM KLINGENBERG in Kiel. 


Durch seine Theorie der Ordnungsfunktionen’) hat E. Sperner die Auf- 
merksamkeit auf die Anordnungseigenschaften einer affinen Ebene gelenkt, 
die sich aus der Annahme ergeben, daB jede Gerade die nicht auf ihr liegenden 
Punkte in zwei Klassen, die ,,Seiten‘‘ der Geraden, einteilt und daB die Ein- 
teilung zwei einfachen geometrischen Bedingungen, der Parallelenbedingung 
und der Geradenrelation, geniigt. Eine aquivalente Annahme ist, dab auf 
jeder Geraden jeder Punkt die iibrigen Punkte in zwei Klassen, die ,,Seiten‘ 
des Punktes, einteilt und daB die Einteilung gegen Parallelprojektion in- 
variant ist. Diese Seiteneinteilungen lassen sich durch Ordnungsfunktionen 
beschreiben, und es ergibt sich so ein Kalkiil, der einen bemerkenswerten Teil 
geometrischer Anordnungsbeziehungen liefert*). 

Durch die SpeRNeRschen Untersuchungen wird die Frage nahegelegt, 
welche affinen Ebenen eine (echte) Seiteneinteilung zulassen, und man kann 
allgemeiner versuchen, iiber die méglichen Seiteneintcilungen einer gegebenen 
affinen Ebene einen Uberblick zu erhalten. Da die Seiteneinteilungen einer 
affinen Ebene den ,,Halbordnungen“ der multiplikativen Gruppe der Strecken- 
verhaltnisse eineindeutig entsprechen, kann die Frage auf eine gruppen- 
theoretische zuriickgefiihrt werden, welche sich allgemein beantworten laBt. 
Wir zeigen sodann, daB die euklidischen Ebenen, die wir als affine Ebenen mit 
einer Orthogonalitaét ohne selbst-orthogonale Geraden erklaren*), stets echte, 
durch die Orthogonalitét ausgezeichnete, Seiteneinteilungen besitzen. 

Auf den Begriff der euklidischen Ebene in der hier vorausgesetzten All- 
gemeinheit wird man durch die Begriindung der metrischen Geometrie aus 
dem Spiegelungsbegriff gefiihrt, wie sie, Untersuchungen von HESSENBERG 
und HJELMsLEV weiterfiihrend, K. ReEmpEMEISTER, ARNOLD ScHmIpDT und 
F. BACHMANN unternommen haben. Bei dieser Begriindung wird ein Axiomen- 
system der ebenen absoluten Geometrie zugrunde gelegt, welches den Spiege- 
lungsbegriff als Grundbegriff benutzt und keine Anordnungsaxiome und 


1)E. Sperner: [1] Die Ordnungsfunktionen einer Geometrie. Math. Ann. 121, 107 
(1949). [2] Beziehungen zwischen geon-.etrischer und algebraischer Anordnung. Sitzgsber. 
Heidelberger Akad. Wiss., Math.-naturw. K1., 1949, 413. [3] Konvexitat bei Ordnungs- 
funktionen. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 16, 140 (1950). — Uber die ersten beiden 
Arbeiten erschienen Berichte in Arch. Math. Oberwolfach 1, 9, 148 (1948). 

Die vorliegende Arbeit ist so abgefaBt, daB sie unabhingig von den SPERNERschen 
Arbeiten lesbar ist. § 1 ist eine Darstellung der im weiteren Verlauf der Arbeit verwendeten 
Definitionen und Ergebnisse von SPERNER, allerdings in etwas abweichender Form. 

*) Beispiele solcher Anordnungssitze s. SPERNER [)] § 4. 


*) Zu dieser Definition vgl. O. VesLen and J. W. Youna, Projective geometry, vol. II. 
Boston 1918. Ch. IV, und R. Bazr, The fundamental theorems of elementary geometry. 
An axiomatic analysis. Trans. Amer. Math. Soc. 56, 94 (1944). 
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-begriffe enthalt*); und da das Axiomensystem auch iiber endlichen Kérpern 
realisiert werden kann, gestatten die ihm geniigenden Geometrien gewi8 nicht 
stets eine -volle Anordnung. Wir gelangen nun aber zu dem Ergebnis, daB 
die euklidischen Spiegelungsgeometrien stets durch die Orthogonalitat aus- 
gezeichnete Seiteneinteilungen zulassen. 

Es ergibt sich so ein Zusammenhang zwischen der SPERNERschen Theorie 
der Ordnungsfunktionen und den Untersuchungen iiber die Begriindung der 
Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. Man erkennt, daB die Seiteneintei- 
lungen, deren affine Eigenschaften Srerner zunichst untersucht hat, auch 
zur Metrik in Beziehung gesetzt werden kénnen, und gewinnt einen neuen 
Zugang zu der Frage, in welchem Umfang metrische Tatsachen die Anorden- 
barkeit der Geometrie zur Folge haben. 


§ 1. Seiteneinteilungen und Halbordnungen. 


Wir sagen, daB in einer affinen Ebene®) eine Halbgeraden-Kinteilung ge- 
geben ist,.wenn fiir die Punkttripel P,, P,, P, (hiermit ist stets gemeint, daB 
P,, P;, P, in einer Geraden liegen und P, + P,, P, ist) zwei Relationen 


P, und P, liegen auf derselben Seite von Po, 


(1) P, und P, liegen auf verschiedenen Seiten von P, 


gegeben sind, die den folgenden Bedingungen geniigen *) : 

1. Fiir jedes feste Punkttripel gilt genau eine der Relationen (1); 

2. Transitivitétsregel: Sind P,, P,, P,, P; Punkte einer Geraden und ist 
P, + P,, P., Ps, 80 gilt: Liegen P, und P, auf der gleichen Seite von P,, P, 
und P, auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten von P,, so liegen P, 
und P, auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten von P,; liegen P, 
und P, auf verschiedenen Seiten von Py, P, und P, auf der gleichen bzw. 
auf verschiedenen Seiten von P,, so liegen P, und P, auf verschiedenen bzw. 
auf der gleichen Seite von P,; 

3. Invarianz gegen Parallelprojektion: Sind P,, P,, P, und Po, P; , P2 Punkt- 
tripel auf zwei verschiedenen Geraden und liegen Py, Po; P,, Pi; P,, Po auf 
zueinander parallelen Geraden (der Fall, daB etwa P, = Po ist, soll zugelassen 
sein), so gilt: Liegen P, und P, auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten 
von P,, so liegen P; und P32 auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten 
von Po. 

Liegen P, und P, auf verschiedenen Seiten von P,, so sagen wir auch, 
daB P, zwischen P, und P, liegt. Es ist klar, daB man die Definition der Halb- 
geraden-Einteilung auch mit Hilfe der Zwischenbeziehung aussprechen kann. 

Halbgeraden-Einteilungen beschreiben wir durch Ordnungsfunktionen: Ist 
eine Halbgeraden-Einteilung gegeben, so fiihren wir eine Funktion der Punkt- 
tripel P,, P,, P,, geschrieben P, (P,, P,), ein und setzen P, (P,, P,) = 1 oder 
P, (Py, P,) = — 1, je nachdem P, und P, auf derselben oder auf verschiedenen 
Seiten von P, liegen. Die Definitionseigenschaften der Halbgeraden-Ein- 
teilung driicken sich dann dadurch aus, daB fiir jedes feste Punkttripel 


*) Annotp Scumipt: Die Dualitat von Inzidenz und Senkrechtstehen in der abso- 
luten Geometrie. Math. Ann. 118, 609 (1943), und eine anschlieBende Note von F. Bacu- 
MANN: Math. Ann. 123, (195i). 
5) Eine affine Ebene sei durch die Giiltigkeit der affinen Inzidenzaxiome und des 
Satzes von DesarcvuEs definiert. 
*) Vgl. Spzrner [1] S. 115ff. 
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(2) entweder P,(P,, P,)= 1 oder P,(P,, P,)=—1 
ist, daB die Gleichung 
(3) Py (Py, P2) Po (Ps, Ps) = Po (Pi, Ps) 


fiir Punkte einer Geraden (P, + P,, P;, P;) allgemein gilt, und da8 unter 
den angegebenen geometrischen Voraussetzungen der Parallelprojektion 
P, (Py, P2) = Po (P1, P2) ist. Umgekehrt beschreibt jede Funktion P, (P,, P,) 
der Punkttripel, die diesen drei Bedingungen geniigt, eine Halbgeraden-Ein- 
teilung. 

Als einfache Folgerungen von (2) und (3) bemerken wir zuniichst: 
(4) Po (P,, P;) = 1, Po (Py, P2) = Po (P2, Pi). 
(5) Aus P, (P;, Pi) = Po(P2, P2) folgt Po (P,, P2) = Po (Pi, P2), 


fiir Punkttripel einer Geraden. Man erhalt die erste Gleichung (4), die die 
Reflexivitaét des Liegens auf der gleichen Seite ausdriickt, indem man in (3) 
P,= P,= P, setzt, und dann die zweite Gleichung (4), die die Symmetric 
der beiden Relationen (1) ausdriickt, indem man in (3) P,;= P, setzt. Um 
(5) als giiltig zu erkennen, multipliziere man die gegebene Gleichung mit 
P, (Pi, P,); man erhalt P, (P,, Pi) Py (Pi, P2) = Py (Pi, P2) Po (Ps, P2) 
und durch Anwendung von (3) die behauptete Gleichung. 

In der affinen Ebene denken wir uns durch die iiblichen geometrischen 
Definitionen Streckenverhdltnisse und das Rechnen mit ihnen eingefiihrt’). 
Wir wollen zeigen, daB eine Halbgeraden-Einteilung eine Halbordnung der 
multiplikativen Gruppe der Streckenverhiltnisse induziert. Dabei ist eine Halb- 
ordnung einer Gruppe erklart als eine Einteilung ihrer Elemente in zwei 
fremde Klassen, die der ,,positiven“ und die der ,,negativen‘‘ Elemente, mit der 
Eigenschaft, daB das Produkt von zwei Elementen gleicher Klasse stets positiv, 
das Produkt von zwei Elementen verschiedener Klasse stets negativ ist *®). 

Als funktionale Darstellung der Halbordnungen einer Gruppe verwenden 
wir die guadratischen Charaktere*) der Gruppe , indem wir bei gegebener Halb- 
ordnung x (a) = 1 oder yx (a) = — 1 setzen, je nachdem a positiv oder negativ 
ist. Die Funktion 7 (a) hat dann die Eigenschaften, da8 fiir jedes feste 
Gruppenelement a 


(6) entweder y (a)= 1 oder y(a)= — 1 
ist und daB fir beliebige Gruppenelemente die Charakter-Regel 
(7) x (a) x (6) = x (ad) 


gilt, die die multiplikative Regel der Halbordnung ausdriickt; und jede Funk- 
tion mit diesen beiden Eigenschaften beschreibt eine Halbordnung. 

7) K. Rerpgmeister: Grundlagen der Geometrie. Berlin 1930. Kap. 6, 7. Vgl. auch 
die dort zitierte Arbeit von O. Hétpsr, Streckenrechnung und projektive Geometrie. 
Verh. Kgl. Sache. Ges. Wiss., Math.-phys. K1. 63, 65 (1911). 

*) Wir verwenden den Begriff ,,Halbordnung* im Anschlu8 an Sperner [1] §5,[2] §§ 1 
bis 3, [3] S. 142ff. (P. Lorenzen: Uber halbgeordnete Gruppen. Math. Z. 52, 483 (1950) 
verwendet den Begriff anders.) 

Eine nichttriviale (s. S. 294) Halbordnung einer Gruppe ist offenbar nichts anderes 
als eine Zerlegung der Gruppe in eine Untergruppe vom Index 2 und die zugehdérige 
Nebenklasse, bei der die Elemente der Untergruppe positiv, die der Nebenklasse negativ 
genannt werden. (Vgl. Spzmwzr [1] §. 124, [2] S. 417.) “ 


*) Zur Theorie der Gruppen-Charaktere vgl. etwa H. Hassz, Zahlentheorie. Berlin 
1949. § 5. 
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Ist nun eine Halbgeraden-Einteilung gegeben, so gilt fiir Punkttripel, da 
solche mit gleichem Streckenverhiltnis durch eine Kette von Parallelprojek- 
tionen auseinander hervorgehen: 


(8) Ist P, P,/P, P, = Po P2/Po Pi, so ist Py (P,, P,) = Po (P}, Ps). 
Definieren wir daher 

(9) Pe a(P, P,/P, P;)= Po (P,, Ps); 

so ist damit jedem Streckenverhiltnis a +0 unabhingig. vom reprisen- 
tierenden Punkttripel ein Funktionswert y (a) zugeordnet, und aus (2) 
folgt (6). Sind ferner a, 6 zwei von Null verschiedene Streckenverhiltnisse 
und werden auf einer Geraden Punkte P,, P,, P,, Ps; 30 gewahlit, daB 


P, P,/ P, P=, Py P;/P, P,= 6 ist, so ergibt die Transitivitatsregel (3), 
auf Grund unserer Definition (9): 


(10) XZ (Po Pol Po Py) x (Po Ps/ Po P2) = 1 (Po Ps/ Po P;), 


und da nach der Definition des Produkts zweier Streckenverhaltnisse 
P, P;/P, P, = ab ist, gilt (7). 

Umgekehrt kann man aus jeder Halbordnung der multiplikativen Gruppe 
der Streckenverhiltnisse eine Halbgeraden-Einteilung gewinnen, indem man 
bei gegebener Halbordnung fiir ein Punkttripel P,, P,, P, 

(11) Po (Py, P2) = % (Po Po! Po Pi) 
setzt. Da der so definierte Wert P, (P,, P,) nur von dem Streckenverhiltnis 
des Punkttripels abhangt, gilt die Invarianz gegen Parallelprojektion. Ferner 
folgt (2) aus (6). Und sind P,, P,, P,, P; Punkte einer Geraden, so folgt aus 
der multiplikativen Regel (7) die Gleichung (10), welche zeigt, daB bei der 
Festsetzung (11) die Transitivitatsregel (3) erfiillt ist. 

Da der Ubergang von einer Halbgeraden-Einteilung zu der Halbordnung 
gemaB (9) und der Ubergang von einer Halbordnung zu der Halbgeraden- 
Einteilung gemaB (11) zueinander inverse Prozesse sind, gilt: 

Satz 1. Die Halbgeraden-Einteilungen einer affinen Ebene und die Halb- 
ordnungen der multiplikativen Gruppe der Streckenverhdltnisse entsprechen sich 
umkehrbar eindeutig; liegen bei einer Halbgeraden-Einteilung P, und P, auf 
der gleichen bzw. auj verschiedenen Seiten von Py, so ist das Streckenverhiltnis 
P, P,/P, P, bei der zugehorigen Halbordnung positiv bzw. negativ, und umgekehrt. 

Eine Halbgeraden-Einteilung ist, wie nun gezeigt werden soll, einer Halb- 
ebenen-Einteilung aquivalent®). 

Wir sagen, daB in einer affinen Ebene eine Halbebenen-Einteilung gegeben 
ist, wenn fir die Tripel g, P,, P, (hiermit ist stets gemeint, daB g eine Gerade 
ist und P,, P, nicht auf ihr gelegene Punkte sind) zwei Relationen 
19 P, und P, liegen auf derselben Seite von g, 

(213) P, und .P, liegen auf verschiedenen Seiten von g 
gegeben sind, die den folgenden Bedingungen geniigen’®): 
1. Fiir jedes feste Tripel g, P,, P, gilt genau eine der Relationen (12); 


1°) Die Transitivitatsregel ist zugleich das (existenzfrei formulierte) Axiom von Pascu; 
s. Sperner {1} S. 109f. Die Parallelenbedingung ist der Arbeit SPERNER [3] entnommen; 
vgl. dort Setz 4. Die Geradenrelation ist von SPERNER in [1] S. 113, [2] S. 419, [3] S. 141 
eingefébrt. 
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2. Transitivitdtsregel fiir jede Gerade g und beliebige, nicht auf g gelegene 
Punkte P;, P,, P;, analog wie oben; 

3. Parallelenbedingung: Sind P, und P, zwei verschiedene Punkte und ist 
ihre Verbindungsgerade zu der Geraden g parallel, aber von ihr verschieden, 
so liegen P, und P, auf der gleichen Seite von g; 

4. Geradenrelation: Ist P,, P,, P, ein Punkttripel einer Geraden / und sind 
g,g° Geraden durch P,, die von | verschieden sind, so gilt: Liegen P, und P, 
auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten von g, so liegen P, und P, 
auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten von g’. 

Halbebenen-Einteilungen beschreiben wir durch Ordnungsfunktionen 
g (P,, P,), indem wir bei gegebener Halbebenen-Einteilung wieder g (P,, P,) =1 
oder g (P,, P,) = — 1 setzen, je nachdem P, und P, auf derselben oder auf 
verschiedenen Seiten von g liegen™). Die Definitionseigenschaften der Halb- 
ebenen-Einteilung driicken sich dann dadurch aus, daB fiir jedes feste Tripel 
g, P,, P, 


(13) entweder g (P,, P,) = 1 oder g(P,, P,) = — 1 
ist, daB allgemein fiir nichtinzidierende Punkte und Geraden 
(14) 9 (P,, Ps)-9 (Ps, Ps) = 9 (Pi, Ps) 


gilt, und daB unter den angegebenen geometrischen Voraussetzungen der 
Parallelenbedingung bzw. der Geradenrelation stets g (P,, P,) = 1 bzw. stets 
g (P,, P,) = 9' (Py P,) gilt. Umgekehrt beschreibt jede Funktion g (P,, P,) - 
der Tripel g, P,, P,, welche diesen Bedingungen geniigt, eine Halbebenen- 
Einteilung. 

Als einfache Folgerungen gelten die zu (4) und (5) analogen Regeln: 


(15) 9 (P,, P,)=1, 9 (Py, P2) = 9 (Po, P,)- 
(16) Aus g (P,, Pi) = 9 (Pz, P2) folgt g (Py, P,) = 9 (Pi, Po). 


Um nun eine Halbgeraden-Einteilung zu einer Halbebenen-Einteilung zu 
erweitern, setzen wir fiir die Tripel g, P,, P, fest: Ist l’ eine Gerade, welche 
g schneidet, und sind Po, Pi, Pe die Schnittpunkte von I’ mit g und den 
durch P,, P, gehenden Parallelen zu g, so sei 


(17) g (P,, P,) = Po (P1, P2); 


wegen der Invarianz der Halbgeraden-Einteilung gegen Parallelprojektion 
ist diese Definition von der Wahl der Hilfsgeraden /’ unabhingig. Es gelten 
(13), (14) und die Parallelenbedingung, da auf I’ (2), (3) und nach (4) 
Po (P;, Pj) = 1 gilt. Die Giltigkeit der Geradenrelation erkennt man, indem 
man l’ = 1 wihlt. 

Umgekehrt induziert jede Halbebenen-Einteilung eine Halbgeraden-Ein- 
teilung. Denn bei gegebener Halbebenen-Einteilung kann man fiir ein Punkt- 
tripel Py, P,, Pz, wenn g eine von der Geraden (P, P,) verschiedene Gerade 
durch P, ist, definieren: 

(18) Po (Py, P2) = 9 (Pi, Pa); 


wegen der Geradenrelation ist diese Definition von der speziellen Wahl der 
Geraden g unabhingig. Die Bedingungen (2), (3) folgen aus den entsprechenden 








mM) In der SpeRwerschen Terminologie ist dies eine ,,abgeleitete Ordnungsfunktion 
erster Stufe“; vgl. Spenner [1] S. 110, (2] S. 418. 
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Bedingungen (13), (14). Es bleibt die Invarianz gegen Parallelprojektion zu 
bestitigen. Hierzu seien P,, P,, P, und Po, P\, P2 Punkttripel auf zwei ver- 
schiedenen Geraden und es mégen P,, Po; P,, Pi; P,, Pg auf zueinander par- 
allelen Geraden liegen. Ist dann h, die Gerade des gegebenen Parallelen- 
biischels, die P, und Po enthalt, so ist nach der Parallelenbedingung oder 
der ersten Gleichung (15) h, (P,, Pi) = 1, hy (Pz, Pe) = 1; hieraus folgt nach 
(16) hy (P,, P2) = ho (Pi, Pe) und nach der Definition (18) P, (P,, P,)= 
Po (Pi, P3). 

Die geschilderten Prozesse zur Gewinnung einer Halbebenen-Einteilung 
aus einer Halbgeraden-Einteilung und einer Halbgeraden-Einteilung aus einer 
Halbebenen-Einteilung sind wieder zueinander invers. Es gilt also: 


Satz 2. In einer affinen Ebene induziert jede Halbgeraden-Einteilung eine 
Halbebenen-Einteilung, und umgekehrt; die Halbgeraden- und Halbebenen-Ein- 
teilungen entsprechen sich umkehrbar eindeutig. 


Man kann daher allgemeiner von einer Seiteneinteilung einer affinen Ebene 
sprechen und diese entweder als Halbgeraden-Einteilung oder als Halbebenen- 
Einteilung definiert denken. In dieser Arbeit soll jedoch die erste Auffassung 
bevorzugt werden. 

Ist eine Seiteneinteilung gegeben, so 14Bt sich auch eine Trennbeziehung 
definieren: Das Geradenpaar g}, 92 trennt das Punktepaar P,, P,, wenn P, und 
P, auf verschiedenen Seiten einer der beiden Geraden und auf derselben Seite 
der anderen Geraden liegen"*). Sind ferner g}, 92, g,, 92 Geraden eines Biischels 
(gi + g;), 80 sagen wir das Geradenpaar gj, g2. trennt das Geradenpaar 9,, 92. 
wenn fiir zwei Punkte P,, P, von g,, 9, gilt, daB das Geradenpaar gj, g2 das 
Punktepaar P,, P, trennt. Gilt dies fiir ein Punktepaar P,, P, von 9;, 92, 
so gilt fiir je zwei vom Biischelzentrum verschiedene Punkte Q,, Q, von 9;, 9s, 
daB gi,gg das Punktepaar Q,, Q, trennt. Denn es gelten die Gleichungen 
91 (Py, Q,) = 92 (Py Q), 91 (Pa Qe) = 92 (Ps, Qe); sie folgen aus der Geraden- 
relation, wenn das Biischelzentrum eigentlich ist, und aus der Parallelen- 
bedingung, wenn das Biischelzentrum uneigentlich ist. Multipliziert man die 
vorausgesetzte Gleichung g; (P,, P,) = — go (P,, P,) mit diesen beiden Glei- 
chungen, so ergibt sich auf Grund der Regeln (14), (15) die behauptete Glei- 
chung gi (Q;, G2) = — g& (Q1, Q2)- ¢ 

FaBt man die affine Ebene als ebene Koordinatengeometrie iiber dem 
Schiefkérper der Streckenverhaltnisse auf und ordnet jedem Punht P = (x, y) 
den Koordinatenvektor ¢ = {z, y} und jeder Geraden g = [u, v, w] eine be- 
stimmte Linearform 
(19) L(t)=ur+vy+w 
zu, so kann man jedem Tripel g, P,, P, das Produkt der Linearformen-Werte 
L (x,) L (t_) zuordnen. Andererseits kénnen wir dem Tripel, falls P, + P, ist 
und die Gerade (P, P,) die Gerade g in einem Punkt P, schneidet, wenn 
also fiir die Koordinatenvektoren eine Beziehung 


(20) te — fo = (1, — Lo) @ 
besteht, das Element a zuordnen, und diese Vorschrift noch dadurch ergianzen, 
da8 wir a = 1 setzen, falls P,, P, auf einer Parallelen zu g liegen. Aus (20) 
folgt, wegen L (r9) = 0: L (r,) = L (r,) a, also 
(21) L (x) L (t_) = L? (xy) a, 

2) SPERNER [1] S. 110, [2] S. 413. 
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und diese Gleichung gilt auch, wenn P,, P, auf einer Parallelen zu g liegen. 
Denken wir uns nun eine Seiteneinteilung und die zugehérige Halbordnung 
gegeben. Nach Satz 1 und (17) liegen P, und P, auf der gleichen oder auf 
verschiedenen Seiten von g, je nachdem a bei der Halbordnung positiv oder 
negativ ist. Da nun, wie (21) zeigt, Z (r,) Z (r,) und a bei der Halbordnung 
gleichzeitig positiv bzw. negativ sind, gilt: Bei einer Setteneinteilung liegen P, 
und P, auf der gleichen oder auf verschiedenen Seiten von g, je nachdem 
L (x,) L(t_) bei der zugehérigen Halbordnung positiv oder negativ ist’). Diese 
Bedingung ist von der Normierung der Linearform unabhangig. 


§ 2. Die Méglichkeit von Halbordnungen und Seiteneinteilungen. 


Man kann nun versuchen, iiber die méglichen Seiteneinteilungen einer 
affinen Ebene oder iiber die mégliclien Halbordnungen einer Gruppe einen 
Uberblick zu gewinnen. Unter den Seiteneinteilungen einer affinen Ebene 
gibt es stets die triviale Seiteneinteilung, bei der fiir jedes Punkttripel P,, P,, P, 
gilt, daB P, und P, auf derselben Seite von P, liegen, bei der also niemals 
ein Punkt zwischen zwei anderen liegt. Ihr entspricht die triviale Halbordnung, 
bei der alle Gruppenelemente positiv sind. Es entsteht aber die Frage, welche 
affinen Ebenen eine echte Seiteneinteilung zulassen bzw. welche Gruppen 
nichttrivial halbordenbar sind. 

Es sei & eine beliebige Gruppe. In  bilden die Elemente, die als Produkte 
von (endlich vielen) Quadraten darstellbar sind, wegen der Identitat 


(22) e (IT a}) c~1 = IT (ca, ce")? 


eine invariante Untergruppe £2"); ist G abelsch, so ist O die Untergruppe der 
Quadrate. Bei jeder Halbordnung von & sind die Elemente von Q positiv, 
und zwei Elemente von &, die mod © gleich sind, gleichzeitig positiv bzw. 
negativ. Wir werden daher, um die Halbordnungen von & zu untersuchen, 
zu der Faktorgruppe 

(23) § = G/O 

iibergehen. § ist eine Gruppe von involutorischen Elementen, also abelsch. 
Jede Halbordnung von & bestimmt eindeutig eine Halbordnung von § und um- 
gekehrt. 

Ein Uberblick iiber die méglichen Halbordnungen von @& ergibt sich nun 
mit Hilfe der Tatsache, daB § als Gruppe von involutorischen Elementen 
auch fiir unendliche Ordnung eine Basis besitzt. 

Ist § eine Gruppe von involutorischen Elementen, so nennen wir eine 
Menge 8 von Elementen aus §, die vom Einselement £ verschieden sind, 
eine Basis, wenn 1. jedes Element A + E aus § als Produkt von endlich vielen 
verschiedenen Elementen aus $ darstellbar ist, und 2. kein Produkt von 





13) Vgl. SpeRNeR [1] S. 125f., [2] 8. 417f., [3] S. 143. 

') & enthalt alle Produkte, in denen jeder Faktor als c oder c~' insgesamt eine gerade 
Anzahl von Malen auftritt Von dieser Art sind die Kommutatoren (a,b) = aba! b-}; 
sie sind in der Form (a,b) = a? (a-'b)?b * als Produkte von Quadraten darstellbar. 
Ein beliebiges Produkt der genannten Art kann schrittweise in ein Produkt von Qua- 
draten umgeformt werden: Greift man aus dem gegebenen Produkt das Stiick crc’ heraus, 
welches mit dem ersten nicht quadratisch auftretenden Faktor c beginnt und mit dem 
nachsten nicht quadratischen Auftreten von c oder c~! endet (c’ bezeichne c oder c~'), 


so kann durch die Umformung cre’ = (c, r) rec’ die Anzahl der nicht quadratisch auf- 
tretenden Faktoren um 2 vermindert werden. 
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endlich vielen verschiedenen Elementen aus $ gleich EZ, also die nach 1. 
mégliche Darstellung eines Elementes A + E als Produkt von verschiedenen 
Elementen aus % eindeutig ist. Es gilt nun): 

Jede Gruppe § von involutorischen Elementen, die nicht nur aus dem Eins- 
element besteht, besitzt eine Basis. 

Zum Beweis denken wir uns fiir die Elemente A + E von § eine Wohl- 
ordnung < eingefiihrt. Fiir jedes dieser Elemente definieren wir eine Menge 
8, von Gruppenelementen + EZ durch folgende rekursive Vorschrift: Je 
nachdem A als Produkt von endlich vielen verschiedenen Elementen aus 
der Vereinigung aller Mengen 8, mit B< A darstellbar ist oder nicht, sei 
B, gleich der Vereinigung aller Mengen 8, mit B< A oder gleich der Ver- 
einigung der Mengen 8, mit B< A und der Menge {A}. Definieren wir 
dann $ als die Vereinigung aller Mengen 8,, so ist 8 eine Basis von ©. 

Die Halbordnungen von 6 und § werden durch die Charaktere von 
bestimmt?*). Die Werte eines Charakters von § sind festgelegt, wenn die 
Werte fiir die Elemente einer Basis 8 gegeben sind. Und jede Zuordnung 
von Werten 1, — 1 zu den Elementen von & definiert einen Charakter von 
§ und damit auch eine Halbordnung von G. Ist U ein beliebiges Element 
von %, so gibt es insbesondere einen Charakter, der fiir JY den Wert — 1 und 
fiir alle anderen Elemente von 8 den Wert 1 hat. Und ist A + £ ein beliebiges 
Element von §, so ordnet jeder Charakter, der fiir genau eines der A dar- 
stellenden Basiselemente den Wert — 1 und fiir alle anderen Elemente von % 
den Wert 1 hat, dem Element A den Wert —1 zu. Daher gibt es, wenn a 
ein Element aus & ist, welches nicht in & liegt, eine Halbordnung von ©, 
bei der a negativ ist. Wir erhalten also den 


Satz 3. In einer Gruppe sind die Produkte von Quadraten und nur sie bei 
jeder Halbordnung positiv. Eine Gruppe ist also dann und nur dann (nicht- 
trivial) halbordenbar, wenn in ihr nicht jedes Element Produkt von Quadraten ist. 

Fiir abelsche Gruppen kann in diesem Satz ,,Produkt von Quadraten“ 
durch ,,Quadrat*‘ ersetzt werden. 

Die Machtigkeit einer Basis ist eindeutig bestimmt, da fiir. jede Basis 8 
die Machtigkeit der endlichen Teilmengen gleich der Ordnung von § sein mui. 

Ist § von endlicher Ordnung, etwa 2”, so ist auch die Anzahl der Halb- 
ordnungen von § bzw. & gleich 2”. Ist insbesondere n = 1, enthialt also § 
nur ein Element + £, so besitzt & genau eine nichttriviale Halbordnung; 
dies ist z. B. der Fall, wenn & die multiplikative Gruppe der reellen Zahlen 
oder die eines endlichen K6érpers von einer Charakteristik + 2 ist. 

Ist § von einer transfiniten Ordnung y, so ist auch die Miachtigkeit der 
Basis gleich v, aber die Machtigkeit der Halbordnungen von § bzw. & gleich 2”. 
Ist z. B. & die multiplikative Gruppe der rationalen Zahlen, so ist die Menge 
der Quadratklassen (Elemente von §) abzaihlbar unendlich und die Menge 
der Halbordnungen von der Machtigkeit des Kontinuums’’). 

5) Eine Gruppe von involutorischen Elementen kann als ein Modul mit dem Prim- 
kérper der Charakteristik 2 als Operatorentcreich aufgefaBt werden. Die Behauptung 
ist ein Spezialfall des Satzes iiber die Existenz einer Basis bei Moduln, die einen Kérper 
als Operatorenbereich besitzen; vg]. H. Zassennaus, Lehrbuch der Gruppentheorie I. 
Leipzig-Berlin 1937, S. 64 ff. 

16) Da 9 eine Gruppe von involutorischen Elementen ist, ist ein Charakter von 9 
notwendig ein quadratischer Charakter. 

17) Die Halbordnungen des rationalen Zahlkérpers sind bereits von SPERNER [1] 8S. 127, 
[2] S. 423f. angegeben worden. 
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Da die quadratischen Charaktere einer Gruppe & bei der Verkniipfungs- 
vorschrift der Charaktere 
(24) %3 (4) = % (4) Ze (2) fiir jedes a aus G 
eine Gruppe bilden, lassen sich entsprechend die Halbordnungen von & zu 
einer Gruppe verkniipfen. Das Produkt zweier Halbordnungen O, und O, 
ist diejenige Halbordnung O,, bei der ein Element a dann und nur dann po- 
sitiv ist, wenn a entweder bei 0, und O, positiv oder bei 0, und O, negativ 
ist!*). In der Gruppe der Halbordnungen von & ist die triviale Halbordnung 
von & das Einselement und jedes Gruppenelement involutorisch. 

Das eineindeutige Entsprechen zwischen den Halbordnungen von & und 
den Halbordnungen von © ist ein Isomorphismus der beiden Gruppen von 
Halbordnungen. Ist § von endlicher Ordnung, so ist iiberdies die Gruppe der 
Halbordnungen von & zu § selbst isomorph, da dann diese beiden Gruppen 
Gruppen von involutorischen Elementen mit gleicher Ordnung sind. Ist 5 
von transfiniter Ordnung, so ist die Gruppe der Halbordnungen von & von 
hoherer Machtigkeit als 9. 

Diese Tatsachen tiber Halbordnungen von Gruppen geben, auf die 
multiplikative Gruppe der Streckenverhialtnisse einer affinen Ebene ange- 
wendet (das Streckenverhaltnis 0 wird ausgeschlossen), wegen Satz 1 eine 
Einsicht in die méglichen Seiteneinteilungen. Wir beschrinken uns jetzt der 
Einfachheit halber auf die Betrachtung von affinen Ebenen, in denen der 
Satz von Pascat gilt; fiir diese ergibt sich: 

Fiir ein Punkttripel P,, P,, P, gilt dann und nur dann, da8 P, und P, 
bei jeder Seiteneinteilung auf der gleichen Seite von P, liegen, wenn das 
Streckenverhiltnis P, P,/ P,P, ein Quadrat ist. Hat eine affine Ebene die 
Eigenschaft, daB jedes Streckenverhaltnis ein Quadrat ist, so besitzt sie 
keine echte Seiteneinteilung. 

Gilt bei einer Seiteneinteilung fiir ein bestimmtes Punkttripel Py, P,, P2, 
daB P, zwischen P, und P, liegt, so gilt das gleiche fiir alle Punkttripel 
Po, Pi, P, deren Streckenverhaltnis Po P3/ Po Pi zur gleichen Quadratklasse 
wie das Streckenverhiltnis P, P,/P, P, gehért. Gibt es in einer affinen Ebene 
eine Quadratklasse A von Streckenverhaltnissen, welche nicht die Einheits- 
klasse E der Quadrate ist, so gibt es wenigstens eine Halbordnung der 
multiplikativen Gruppe der Streckenverhiltnisse, bei der die Elemente der 
Klasse A negativ sind; es gibt dann also wenigstens eine Seiteneinteilung der 
affinen Ebene, bei der fiir alle Punkttripel P,, P,, P,, deren Streckenver- 
haltnis P, P,/P, P, der Quadratklasse A angebért, gilt, dab Py, zwischen 
P, und P, liegt. Die Gesamtheit der Halbordnungen, bei denen die Elemente 
der Klasse A negativ sind, ist in der Gruppe der Halbordnungen der Strek- 
kenverhaltnisse die Nebenklasse einer Untergruppe vom Index 2; die Unter- 
gruppe wird von den Halbordnungen gebildet, bei denen die Elemente der 
Klasse A positiv sind. 

Die Bedingung, daB P, P,/P, P, ein Quadrat ist, laBt sich auch so aus- 
sprechen: Fs gibt auf der Geraden (P, P,) einen Punkt Q und auf einer an- 
deren Geraden durch P, Punkte R,, R,, so daB P, R, | QR, und R, Q | R, P, 
ist (Fig. 1). Wir sagen hierfiir: P, und P, sind durch einen Parallelenzug (in 
bezug auf P,) verhindbar. In einem solchen Parallelenzug kann einer der 
beiden Punkte R,. R, auBerhalb der Geraden (P, P,) beliebig vorgeschrieben 


8) SPERNER [2] 5S. 436f. 
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werden. Die Relation ,,P, und P, sind durch 

einen Parallelenzug (in bezug auf P,) verbind- 

bar“ ist reflexiv, symmetrisch und, wie man yy 
mit Hilfe des Pascatschen Satzes erkennt, auch 
transitiv. DaB zwei Streckenverhiltnisse a und 
a’ zur gieichen Quadratklasse gehéren, ist mit 
folgender -Bedingung aquivalent: Wahlt man 4% i. fe 
auf einer Geraden Punkte P,, P,, P,, P2 so, daB 
P, P,/P, Py= 4a, Py P2/P, Py =a’ ist, so sind 
P, und P% durch einen Parallelenzug (in bezug auf P,) verbindbar. 


M, 





Fig. 1. 


§ 3. Seiteneinteilungen in einer euklidischen Ebene. 


Wir betrachten nun eine euklidische Ebene und verstehen darunter eine 
affine Ebene, in der die Diagonalen eines Parallelogramms nicht parallel sind 
(Fano-Axiom) und in der eine Orthogonalititsrelation fiir die Geraden gegeben 
ist, die den folgenden Bedingungen geniigt : 

1. Zu jeder Geraden gibt es wenigstens eine orthogonale; 

2. Ist gl-h, so ist h1 g; 

3. Ist gl h, so ist gl h’ dann und nur dann, wenn / | h’ ist; 

4. Ist g Lh, so ist g +h; 

5. Die Héhen eines Dreiecks gehen durch einen Punkt. 

In einer so erklarten euklidischen Ebene gilt der Satz von Pascau"), und 
es sei erwaihnt, daB in den Forderungen an die Orthogonalitaét der Hohen- 
schnittpunktsatz durch verschiedene andere ,,Schnittpunktsitze in Ortho- 
gonalitét‘‘ ersetzt werden kann?°). 

Wir wollen nun zeigen, daB eine euklidische Ebene stets wenigstens eine 
echte, durch die Orthogonalitaét ausgezeichnete Seiteneinteilung besitzt. Hier- 
zu betrachten wir die rechtwinkligen Dreiecke. Ist P, P, die Hypotenuse, 
P, der HéhenfuBpunkt, so bezeichnen wir P, P,/P, P, als Streckenverhiltnis 
der Hypotenusenabschnitte und zeigen zunachst: 


Die Streckenverhiltnisse der Hypotenusenabschnitte aller rechtwinkligen Drei- 
ecke einer euklidischen Ebene gehéren zur gleichen Quadratklasse. 

Wir betrachten zunichst 
zwei rechtwinklige Dreiecke 
P, SP,, P; 8’ Pz mit gleicher 
Héhe g (Héhen werden als 
Geraden aufgefaBt) und ge- 
meinsamem HéhenfuBpunkt 
P,, deren Hypotenusen P, P,, 
P, Pg also auch derselben 
Geraden | angehéren (Fig. 2). 
Es werde dann S* auf g und 








rat £ 
PZ auf | so gewahit, daB 7% 2 @ 4 4 Ay 
P, S* || Pi 8’, S* PE || 8’ PS ! 
ist. Dann gilt P, P}'/ P, P, = Fig. 2. 


P, Ps/P, Pz, und _hieraus 
folgt auf Grund des Pascatschen Satzes P, P2/P, P| = Py Pz’ Py Py. Nun 


19) F. Scuur: Grundlagen der Geometrie. Leipzig-Berlin 1909, Nr. 44. 
20) Vgl. Barr a. a. O., S. 107 ff. 
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gehéren aber P, P3/P, P,; und P, P,/P, P, zur gleichen Quadratklasse. 
Wahlt man namlich Q auf / so, daB P, S || QS* ist, so ist P, SQS* Pz ein 
Parallelenzug, der P, und Pz verbindet. Denn ist zunichst Q + P,, so ist 
P, S* Q ein Dreieck, von dem zwei Héhen durch S gehen; und nach dem 
Héhenschnittpunktsatz ist daher auch SQL S* P,, also SQ || S* PZ. Und 
ist Q= P,, also P, S| P, S*, so ist bereits P, SP, S* Pz ein Parallelenzug. 

Da zwei rechtwinklige Dreiecke mit parallelen Héhen stets durch eine 
Parallelverschiebung in die bisher vorausgesetzte spezielle Lage gebracht 
werden kénnen, gilt die Behauptung fiir alle rechtwinkligen Dreiecke mit 
parallelen Héhen, und es geniigt nun zu zeigen: Sind g,g’ nicht parallele 
Geraden, so gibt es wenigstens ein rechtwinkliges Dreieck mit der Héhe g 
und wenigstens ein rechtwinkliges Dreieck mit der Héhe g’, fiir die die Strecken- 
verhaltnisse der Hypotenusenabschnitte gleich sind. Ist g 1 g’, P, der Schnitt- 
punkt von g,g’ und P, S P, ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck mit der 
Hohe g und dem HéhenfuBpunkt P,, so wihle man P; = S, S’ = P,, Ps = T, 
wobei 7 der Schnittpunkt von g mit der durch P, parallel zu P, S gezogenen 
Geraden ist. Sind g, g’ weder parallel noch senkrecht und P, ihr Schnittpunkt, 
so betrachte man ein rechtwinkliges Dreieck P, S P, mit der Hohe g, fiir 
welches P, der Héhenschnittpunkt und P, Sg’ ist, und wihle- P; = S, 
S’ = P,, Py = Ps. 

Die Streckenverhialtnisse der Hypotenusenabschnitte aller rechtwinkligen 
Dreiecke gehéren also einer festen Quadratklasse A an, und es gilt auch umgekehrt : 
Gehdért das Streckenverhidltnis P, P,/P, P, eines Punkttripels zur Quadratklasse A, 
so gibt es ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse P, P, und dem Héhen- 
fuBpunkt P,. Man errichte hierzu in P, das Lot g auf der Geraden 1, auf der 
P,, P,, P, liegen, und betrachte zunichst irgendein rechtwinkliges Dreieck 
P, S* Pz mit S* auf g und PZ auf l. Das Streckenverhiltnis P, P?/P, P, 
gehért dann zur Klasse A, und daher gibt es einen Parallelenzug P=? S* Q S P, 
mit Q auf / und S auf g, welcher Pz und P, verbindet. Man schlieBt nun 
umgekehrt wie oben, daB P, S1 S P, ist, und daher ist P, S P, ein recht- 
winkliges Dreieck der gesuchten Art. 

Ferner ist die Quadratklasse A von der Einhetisklasse E der Quadrate ver- 
schieden. Denn in einem rechtwinkligen Dreieck P, S P, mit dem HéhenfuB- 
punkt P, sind P, und P, nicht durch einen Parallelenzug (in bezug auf P,) 
verbindbar. Sonst gibe es auf (P, P,) einen Punkt Q und auf der 
Hohe einen Punkt R, so daB P, S| QR und SQ) RP, wire. Durch Q 
wurden dann zwei Héhen des Dreiecks S R P, gehen, und daher miiBte nach 
dem Hohenschnittpunktsatz auch S Q1 R P, sein. Es waren also SQ, RP, 
sowohl parallel als senkrecht, was ausgeschlossen ist. 

Es gibt daher wenigstens eine Seiteneinteilung der euklidischen Ebene, 
hei der jeweils P, zwischen P, und P, liegt, wenn das Streckenverhialtnis 
P,, P,/ P, P, der Quadratklasse A angehért. Wir definieren nun: Unter einer 
durch die Orthogonalitéit ausgezeichneten, kurz ausgezeichneten Seiteneinteilung 
einer euklidischen Ebene verstehen wir eine Seiteneinteilung, bei der stets der 
Punkt P, zwischen den Punkten P, und P, liegt, wenn P, HéhenfuBpunkt 
eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse P, P, ist. Es gilt dann 

Satz 4. Jede euklidische Ebene besitzt wenigstens eine durch die Orthogo- 
nalitét ausgezeichnete Seiteneinteilung. 

Eine ausgezeichnete Seiteneinteilung ist jedenfalls eine echte Seitenein- 
teilung. Die Halbordnungen, die zu den ausgezeichneten Seiteneinteilungen 
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gehéren, sind diejenigen, bei denen die Elemente der Quadratklasse A negativ 
sind. Hat eine euklidische Ebene die Eigenschaft, daB jedes Streckenverhiltnis 
entweder der Einheitsklasse F oder der Klasse A angehdért, so gibt es nur eine 
solche Halbordnung, also nur eine ausgezeichnete Seiteneinteilung, und bei 
dieser liegt ein Punkt P, auch nur dann zwischen zwei Punkten P, und P,, 
wenn P, HéhenfuBpunkt eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse 
P, P, ist; ein Beispiel ist die gewéhnliche stetige euklidische Ebene. Liegt 
dieser Fall nicht vor, so gibt es mehr als eine Halbordnung, bei der die Ele- 
mente der Klasse A negativ sind (s. 8. 296), und bei einer solchen Halbordnung 
sind dann stets die Elemente mindestens einer weiteren Quadratklasse nega- 
tiv; es gibt dann mehr als eine ausgezeichnete Seiteneinteilung und bei einer 
solchen auBer den genannten stets weitere Punkttripel, fiir die die Zwischen- 
beziehung gilt. Da es jedoch keine von A verschiedene Quadratklasse gibt, 
deren Elemente bei jeder Halbordnung negativ sind, bei der die Elemente 
von A negativ, sind, gilt in jeder euklidischen Ebene: Nur wenn P, Héhenfuf- 
punkt eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse P, P, ist, liegt Py 
bei jeder ausgezeichneten Seiteneinteilung zwischen P, und Py. 


Als einen metrischen Anordnungssatz, der bei den ausgezeichneten Seiten- 
einteilungen einer euklidischen Ebene gilt, erwahnen wir: 


Bei den ausgezeichneten Se‘teneinteilungen, und nur bei diesen, trennen 
sich die verschiedenen Paare orthogonaler Geraden eines Biischels. 


Es seien 9;, 9; 91,92 zwei verschiedene Paare orthogonaler Geraden eines 
Bii.chels mit dem Zentrum S. Wihlt man Punkte P,, P, auf g,,g, so, daB 
ihre Verbindungsgerade zu g2 parallel ist, so ist P, S P, ein rechtwinkliges 
Dreieck mit der Héhe g, und daher liegen P, und P, bei den ausgezeichneten 
Seiteneinteilungen und nur bei diesen auf verschiedenen Seiten von gj. An- 
dererseits liegen P, und P, nach der Parallelenbedingung bei jeder Seiten- 
einteilung auf derselben Seite von go, und daher trennen g}, g2 das Punktepaar 
P,, P, bei den ausgezeichneten Seiteneinteilungen und nur bei diesen. Hieraus 
folgt die Behauptung. 

Von besonderem Interesse sind diejenigen euklidischen Ebenen, in denen 
ein Quadrat, d.h. ein Rechteck mit orthogonalen Diagonalen, existiert. 
Gibt es ein Quadrat, so gibt es auch ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem 
der HéhenfuBpunkt Mittelpunkt der Hypotenuse und also das Strecken- 
verhaltnis der Hypotenusenabschnitte gleich — 1 ist. Die Quadratklasse A 
ist dann also die Quadratklasse der Elemente — c? (¢ + 0). Fiir die euklidischen 
Ebenen, in denen ein Quadrat existiert, gilt daher: Bei den durch die Ortho- 
gonalitét ausgezeichneten Seiteneinteilungen, und nur bei diesen, liegt der Mittel- 
punkt einer Strecke zwischen den Endpunkten. Die ausgezeichneten Seiten- 
einteilungen sind dann die ,,harmonischen‘**"). 


Es sei noch kurz darauf eingegangen, wie sich die Uberlegungen iiber die 
euklidischen Ebenen bei Einfiihrung von Koordinaten darstellen. In einer 
euklidischen Ebene seien / und g zwei orthogonale Geraden, P, ihr Schnitt- 
punkt, S + P, ein Punkt auf g und g,, g,; gi, 92 zwei Paare orthogonaler Ge 
raden durch S, die / in Punkten P,, P,; Pj, P2 schneiden. Dann ist 
Py P,/P, Pi = Py P2/P, Pz; denn wird T auf g so gewahlt, daB P, S| P, T 
ist, so erkennt man wieder mit Hilfe des Héhenschnittpunktsatzes, angewandt 


") SpERNER [1] S. 128f., [2] S. 441 ff. 
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auf das Dreieck Pj T P,, daB beide Streckenverhiltnisse dem Strecken- 
verhiltnis P, S/P, 7 gleich sind (Fig. 3). Fihrt man daher / und g als z- 
und y-Achse eines Koordinaten- 
systems ein und wihlit einen Ein- 
heitspunkt auf der x-Achse, so gilt 
fir die Abszissen der Punkte P,, 
Py; Pi, Pr: 
(25) Po P,- Py Py= Py Pi: Py Pe. 
Das Produkt der‘ Abszissen, die 
zwei orthogonale (nicht achsen- 
4 , parallele) Geraden durch S auf der 
4 yy hy A F z-Achse ausschneiden, ist also eine 
9 Konstante; wir bezeichnen sie mit 
Fig. 3. —k. Daher ist auch das Produkt 
der Richtungskoeffizienten zweier 


orthogonaler Geraden durch S eine Konstante; sie ist gleich — 7 wenn 


wir S als Einheitspunkt der y-Achse wihlen. Es gilt dann allgemein, daB zwei 
Geraden [u,,v,,w,], [tg, %, #,)] dann und nur dann orthogonal sind, wenn 
(26) ku, u, + v, v, = 0 

ist. k bezeichnen wir als Orthogonalititskonstante**); es ist — k nicht Quadrat, 
da keine Gerade zu sich selbst orthogonal ist. Existiert in der euklidischen 
Ebene ein Quadrat (vgl. den vorangehenden Absatz), so kann man, indem 
man drei Eckpunkte eines Quadrates als Null- und Einheitspunkte des Ko- 
ordinatensystems wahlt, erreichen, daB k = 1 wird. 

Ist umgekehrt K ein Kérper der Charakteristik + 2, k ein Kérperelement, 
fiir welches — k in K nicht ein Quadrat ist, so ist die ebene affine K oordinaten- 
geometrie tiber K mit der durch (26) definierten Orthogonalitét eine euklidi- 
sche Ebene. 

Wird jetzt wieder mit P,, P,, P, ein beliebiges Punkttripel bezeichnet, 
so ist P, dann und nur dann HéhenfuBpunkt eines rechtwinkligen Dreiecks 
mit der Hypotenuse P, P,, wenn fiir die Koordinatenvektoren eine Gleichung 


r 








1 . 
(27) to= t+ (Le — th) Ttke mit c+ 0 
besteht, die auch analog zu (20) in der Form 


(28) fe — fo = (Ei — Lo) (— ke*) mit c + 0 


geschrieben werden kann. Die Quadratklasse A der Streckenverhiltnisse 
der Hypotenusenabschnitte der rechtwinkligen Dreiecke ist also die Quadrat- 
klasse der Elemente — kc* (c+0). Die ausgezeichneten Seiteneinteilungen sind 
also dadurch gekennzeichnet, da bei den zugehirigen Halbordnungen — k negativ 
ist, wo k die Orthogonalititskonstante ist. 

Um zu zeigen, wie das Rechnen mit Linearformen bei den ausgezeichneten 
Seiteneinteilungen verwendet werden kann, behandeln wir nochmals den 
Satz, daB die Paare orthogonaler Geraden sich trennen. Fs seien g,, 92; 91, 92 
verschiedene Paare orthogonaler Geraden eines Biischels mit dem Zentrum 


**) Vgl. Bazr a.a. O., S. 109, wo allerdings — 1/k als Orthogonalitatskonstante bezeich- 
net ist. 
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S = (z,, y,), und es sei jetzt P, =(z,, y,) ein beliebiger Punkt + S auf g,, 
P, = (22, yg) ein beliebiger Punkt + S auf g,. Die Linearformen von gj, ge 
kénnen wegen der Orthogonalitat dieser Geraden in der Form 

(29) Ly (g) = u’ (x — x) + v' (y— y,), Le (t) = v' (x — x) — ku’ (y — y,) 
angenommen werden. Da P, und P, auf orthogonalen Geraden durch S 
liegen, gilt + 


(30) (x, ~ 2,) (2 — 2) +k (Y _ Ys) (Ye _ Y:) = 0. 
Auf Grund hiervon ergibt sich 
(31) Dg (i) Le (tq) = — & Ly (ty) Li (t)- 


Von den beiden Ausdriicken Lj (z,) Zi (g,) und Le (z,) Le (r,) ist daher der 
eine positiv, der andere negativ genau bei den Halbordnungen, bei denen 
- k negativ ist. gj, gg trennen also P,, P, genau bei den ausgezeichneten 
Seiteneinteilungen. 

Das Interesse fiir die hier betrachteten euklidischen Geometrien riihrt, 
wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, aus Untersuchungen iiber die 
Begriindung der ebenen metrischen Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff 
her. Man gelangt zu den gleichen Geometrien, wenn man zu dem Axiomen- 
system der ebenen absoluten Geometrie, welches bei der Begriindung der 
Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff vorausgesetzt wird, das Euklidische 
Parallelenaxiom (Zu jeder Geraden gibt es durch jeden nicht auf ihr liegenden 
Punkt genau eine Nichtschneidende) hinzunimmt®*). Aus unseren Uber- 
legungen folgt daher, daB jede euklidische Spiegelungsgeometrie wenigstens 
eine durch die Orthogonalitét ausgezeichnete Seiteneinteilung besitzt. Exi- 
stiert in der Geometrie ein Quadrat, so haben die ausgezeichneten Seiten- 
einteilungen die Eigenschaft, daB in bezug auf jede Gerade ein Punkt und sein 
Spiegelpunkt auf verschiedenen Seiten liegen; die Spiegelung an einer Ge- 
raden vertauscht dann also die Seiten der Geraden. 


%) Vgl. F. Bacumann: Geometrien mit euklidischer Metrik. Math. Z. 51, 752 (1949); 
Math. Nachr. Berlin 1, 258 (1948). 


( Bingegangen am 13. Oktober 1950.) 
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Le probléme de la réduction des singularités 


d’une variété algébrique. 
Par 
L. DerwinvE 4 Lidge. 


Introduction"). 


On sait que le probléme de la réduction des singularités d’une variété 
algébrique consiste dans la transformation birationnelle d’une variété algé- 
brique douée de singularités quelconques, en une variété privée de singularités. 
C’est un probléme fondamental, non seulement pour la Géométrie algébrique, 
mais aussi pour |’Algébre, la Topologie et méme |’ Analyse. II est posé depuis trés 
longtemps (NEWTON s’en est déja occupé) et a résisté 4 d’innombrables re- 
cherches de la part de géométres parmi les plus illustres. I] n’a été résolu 
jusqu’ici que pour les courbes, les surfaces et les variétés tridimensionelles, et 
dans les deux dernier’ cas, par des precédés bien compliqués. 

J’avais l’intention d’en commencer |’étude en 1939, mais la guerre me mit 
dans la nécessité de retarder mon projet de huit ans. C’est en effet en 1947 
seulement que des circonstances plus favorables me donnérent la possibilité 
de repenser sérieusement & des idées qui m’étaient venues fin 1938, a l’époque 
ou j’accomplissais mon service militaire. Aprés m’étre réadapté au sujet en re- 
prenant les recherches de M. CuIsrNi par le moyen qui m’avait semblé capable 
de simplifier beaucoup de choses"), je pris tout de suite la résolution d’aborder 
le probléme général et trois mois aprés, en janvier 1948, je remettais 4 mon 
Maitre, Monsieur le Professeur Lucren Gopraux, un premier mémoire, 
d’ailleurs fort incomplet dans les détails*). La notion de variété singuliére 
polaire i-caractéristique était introduite 4 peu prés telle que je l’ai conservée 
aujourd hui, ainsi que le procédé & suivre pour éliminer progressivement toutes 
les singularités, mais il me manquait un outil suffisamment maniable, capable 
de mener & bien cette élimination. Pendant longtemps, je crus que cet outil 
pouvait étre une transformation crémonienne de S, et toute l’année 1948 fut 
consacrée 4 sa construction et 4 son étude. Cela fit l'objet d’un mémoire 
de 139 pages*), que sans doute jamais personne ne lira jusqu’au bout, tant 
il est compliqué, d’autant plus qu’il est entaché d’une hypothése contra- 
dictoire, d’ailleurs facile 4 corriger. Puis, en été 1949, en cherchant a résoudre 
cet autre probléme fondamental de la Géométrie algébrique qu’est |’élimi- 
nation des variétés exceptionnelles, je trouvai un nouvel outil, infiniment plus 
simple que le précédent, que j’appelai transformation élémentaire. Cela me 
permit, en quelques heures, de ramener les 139 pages du mémoire précédent 
& exactement cing pages du Bulletin de l’Académie Royale de Belgique‘). 
Pour moi, le probléme était bel et bien résolu, mais il me restait 4 faire ad- 
mettre ma solution. Cette derniére étape fut réalisée en avril et mai 1950, 


*) Les numéros tels que *), *),... renvoient & la bibliographie placée & la fin du 
mémoire. 
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pendant mon séjour & Laren (Hollande du Nord), auprés de Monsieur le Pro- 
fesseur B. L. vaN DER WAERDEN. Dés notre premier contact, M. VAN DER 
WAERDEN comprit que mes travaux avaient un sens et il prit dés lors la peine 
de passer au crible de son esprit critique bien connu les douze pages du texte 
que je lui apportais, littéralement ligne par ligne. En une dizaine de dis- 
cussions de deux heures chacune, suivies pour chacun de nous de deux ou trois 
jours de réfléxion, l’accord le plus complet fut réalisé. C’est grace a ces dis- 
cussions que l’exposé définitif qui va suivre a pu se former. II contient non 
seulement la démonstration directe de la possibilité de réduire les singularités 
d’une variété algébrique 4 k dimensions, avec toutes les explications demandées 
par M. VAN DER WAERDEN, mais en plus, une nouvelle interprétation de la 
théorie des points infiniment voisins dont la lecture ne présuppose aucune 
autre connaissance que celle de la Géométrie projective hyperspatiale classique. 
Cette interprétation est une extension des deux premiers chapitres de |’Apen- 
dice & la Géométrié projective hyperspatiale de BerTrn1 et d’un court exposé 
se trouvant dans le T'rattato de M. SEVERI, p. 322, ainsi qu’une adaptation 
de la note que M. VAN DER WAERDEN a lui-méme écrite au cours de nos dis- 
cussions et qu’il a présentée en juin & |’Académie Royale des Pays-Bas‘) 

Je ne saurais done trop remercier M. vAN DER WAERDEN de |’attention 
qu’il m’a témoignée et de l’attitude absolument désintéressée et de la plus 
haute intégrité scientifique dont il a fait preuve a cette occasion. 

J’ai cru utile de compléter le programme qui précéde par une sorte de 
généralisation permettant d’étudier |’intersection de deux ou plusieurs variétés 
algébriques et dans deux mémoires qui paraitront prochainement dans ce 
journal et dans les Mémoires de |’Académie Royale de Belgique, j’appliquerai 
le présent exposé a la décomposition des transformations birationelles en 
produits de transformations élémentaires et 4 |’étude et I’élimination des 
variétés exceptionelles. 


§ 1. Notions préliminaires. 


1. Rappel de quelques généralités. — Nous supposerons, dans ce travail, 
que le lecteur connait la Géométrie projective hyperspatiale en variables 
complexes, telle qu’on la trouve exposée dans Bertini, Introduzione alla 
Geometria proiettiva degli iperspazi (Messine, 1923) ou dans L. GopEavux, 
Géométrie algébrique, t. 1 (Liége, 1949). On peut également se référer a l’ou- 
vrage de M. vAN DER WAERDEN, JLinfiihrung in die algebraische Geometrie 
(Berlin, 1939), & condition de supposer une fois pour toutes que le corps de 
base est celui des nombres complexes, bien que tous nos raisonnements puissent 
étre étendus sans difficultés au cas d’un corps de base beaucoup plus restrictif 
et notamment a celui d’un corps de base commutatif parfait de caracté- 
ristique quelconque. Cela nous permettra de simplifier au maximum un 
exposé parfois ardu. 

Nous nous occuperons de la réduction des singularités de variétés algé- 
briques de S, formées d’un nombre fini de variétés irréductibles ayant la 
méme dimension k, comptées chacune une seule fois. Il y a lieu de rappeler 
ce qu’il faut entendre par point ordinaire ou simple et par point singulier 
s-wple ou multiple d’ordre s d’une telle variété. Considérons d’abord le cas. 
d’une hypersurface § de S,, d’équaticn 


(1) f (2, .. ., 2,) = 0. 
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Un point P est dit s-uple pour § si ses coordonnées ap, . . ., a, annulent f et 
toutes ses dérivées partielles jusqu’a l’ordre s — 1 inclus, sans annuler toutes 
ses dérivées d’ordre s. En particulier,-P est dit simple si ses coordonnées 
annulent f sans annuler toutes ses dérivées premiéres. 

Le cas d’une variété 8 & k < r — 1 dimensions de S, se raméne au précédent 
en attachant 4% tous les cénes 4 r — 1 dimensions formés des S,_, — , projetant 
les points de 8 d’un S,_,—, générique. Un point de &% sera dit s-uple pour 
cette variété s’il est généralement s-uple pour les cénes attachés 4 B. 

On appelle céne tangent 4 l’hypersurface § d’équation (1) au point P 
supposé s-uple, l"hypersurface d’ordre s d’équation 


a Qo} 
(%q — 4%) da * aa (2 — 4) 55 f=0, 


lieu de oo’ ~? droites passant par P et rencontrant en s + 1 points au moins 
confondus avec P. 

On appelle de méme céne tangent 4 ¥ au point s-uple P, le céne a k di- 
mensions d’ordre s commun 4 tous les cénes tangents en P aux cénes a r — 1 
dimensions projetant 8 des S,_,_, de S,. 

Il résulte de ces définitions que les premiéres polaires de 3, c’est-A-dire 
les hypersurfaces d’équation 


ho 


ont en général un point (s — 1)-uple en tout point s-uple de %, et cette pro- 
priété s’étend aux premiéres polaires de %, 4 condition de définir celles-ci 
comme les premiéres polaires des cénes projetant & des S,_,_, de S,. 

2. Notion générale de transformation birationnelle. Soit B une variété 
algébrique 4 k dimensions de S,, pouvant présenter des singularités quel- 
conques. Considérons dans S, un systéme linéaire |}! d’hypersurfaces de 
dimension 0 et d’équation 


Pig 3s+4g Swe, 


9X» OX, 


Ag fg (Ze. - - +» Sy) + °° + Ay fy (Sq, -.-, Zp) = 0, 


tel que la variété 8 n’appartienne 4 aucune hypersurface . I] découpe sur 8 
un systéme linéaire |F| de variétés 4 k — 1 dimensions, que nous supposerons 
simple. La dimension de |F| est également 0 et doit done étre => k. Référons 
projectivement |F| ou || au systéme des hyperplans d’un espace linéaire S,, 
ce qui revient 4 écrire les équations 

9 Xo —e bat 
() lag 
Par un point de 8 qui n’appartient pas a la base du systéme |F'|, il passe 
un systéme linéaire oo¢~! de variétés F auquel correspond, dans S,, une gerbe 
d’hyperplans dont le sommet est un point P’ bien déterminé. Lorsque P décrit 8, 
P’ engendre une variété B’ a k dimensions de S, et un point P’ de 8’ corres- 
pond en général a un point P bien déterminé de 8. Les équations (2) peuvent 
donc étre résolues rationnellement sur 8. Soit 


z z, 
3 a es 
"2 f h 
la solution, dans laquelle les f; sont des formes de méme degré. Cette solution 
représente également la correspondance entre B et ¥%’. Pour cette raison, 
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on dit que 8 et B’ sont des transformées birationelles l'une de |’autre et que 
l’opération qui permet de passer soit de B a B’, soit de B’ a B, est une trans- 
formation birationelle. 

3. Les transformations élémentaires. — Nous utiliserons constamment, dans 
la suite, un type particulier de transformation birationnelle que nous allons 
décrire. 

Soient V«une variété algébrique irréductible & k dimensions de S,, privée 
de singularités, et sur celle-ci, une variété y, aussi privée de singularités, for- 
mée d’un nombre fini de variétés irréductibles 4 / dimensions, | < k — 1, 
comptées une fois. Considérons, sur V, un systéme linéaire irréductible et 
simple | Z|, o®, de variétés 4 k — 1 dimensions, passant simplement par y, 
n’ayant aucun contact fixe en aucun point de celle-ci et n’ayant pas d’autre 
variété-base. Désignons par C la variété variable 4 zéro dimensions (nombre 
fini de points) commune a k variétés E génériques et par D une spécialisation 
quelconque de C. Si les variétés spécialisées D passant par un point quelconque 
de V n’ont en commun que ce point compté une seule fois, nous dirons que |Z 
est un systéme linéaire totalement simple de base y. 

Référons projectivement |Z|, supposé totalement simple, au systéme des 
hyperplans d’un espace linéaire S,, de méme dimension. Au systéme linéaire 
~¢—1 des variétés E passant par un point générique P de V, correspond une 
gerbe cof~! d’hyperplans de S, dont le sommet est un point P’ bien déter- 
miné. P’ engendre une variété irréductible V’ & k dimensions qui est l'image 
birationelle de V dans l’opération ainsi définie. Celle-ci sera appelée trans- 
formation élémentaire de base y. On dira qu’elle est directe si on considére 
qu’elle fait passer de V a V’, qu'elle est inverse si on considére qu’elle fait 
passer de V’ & V. L’ordre de V’ est égal au degré N de |Z). 

La variété V' est privée de singularités. Il résulte en effet des hypothéses 
faites sur |Z| que les variétés H passant par un point quelconque de V 
découpent sur l’une d’elles un systéme de degré N — 1. Cela signifie que les 
espaces linéaires S,_,, 4 @ — k dimensions, de S,, coupent V’ en N points 
variables et que ceux de ces S,_, qui passent par un point quelconque de 
V’ coupent encore V’ en N — | autres points variables. Cette propriété im- 
plique done que tous les points de V’ soient simples. 

Il est clair qu’&a tout point P de V, extérieur 4 y, ou a tout S,,, tangent 
a y et appartenant au S, tangent a V au point de contact, il correspond sur V’ 
un point P’ bien déterminé, et qu’a un point P’ de V’, il correspond toujours 
un point P ou un S,,, tangent a y, l’un ou |’autre étant unique. Pour achever 
l'étude de la correspondance, il nous reste & déterminer le lieu des points P’ 
qui correspondent aux S,, , tangents a y. 

Soient A un point de y, a le S; tangent a y en ce point et « un S,, , passant 
par a et appartenant au S; tangent 4 V en A. Par ce qui précéde, a «, il corres- 
pond un point A’ bien déterminé de V’. Vu le caractére projectif de la corres- 
pondance liant | Z| aux hyperplans de S,, lorsque « décrit la gerbe de sommet 
a dans le S, tangent & V en A, A’ décrit un espace linéaire S,_,_, de V’. 
Lorsque A décrit y, ce S,_,—, décrit & son tour, sur V’, une variété J” & k — 1 
dimensions, que nous appellerons variété fondamentale associée & y. On peut 
montrer comme ci-dessus que J” est privée de singulerités. 

4. Application I. — Considérons sur V un systéme linéaire |4| de variétés 
a k—1 dimensions, privé de base, contenant des variétés de méme ordre passant 
une fois, deux fois, ...,s8 fois par y, formant des systémes linéaires partiels 

Mathematische Annalen. 123. 20 








306 L. DERWIDUE: 


A,|, |4,|,-.-, |4,|, et désignons par |4’|, |4j|....,|4;| les systémes qui 
leur correspondent sur V’. Nous allons démontrer que l’on a 
A’| = |Aj+I"| =|4¢+ 2I"|=---=|4,+8!I"|. 


A\ découpe sur y un systéme linéaire |4| de variétés 4 1 — 1 dimensions, 
auquel correspond le systéme linéaire |6’| découpé sur J” par | A’; ; les vu- 
riétés 6’ sont des lieux de oo’! §,_,_,. 

Les variétés A passant par une variété 6 donnée forment un systéme 
linéaire |4| auquel correspond; sur V’, le systéme linéaire | A’| des variétés A’ 
passant par la variété 6’ homologue. Une variété A générique ne rencontre 
pas y en dehors de 6, de sorte que la variété J est fondamentale pour | A’. 
Les variétés |A| passant par un point de y extérieur 4 6 contiennent y et 
forment donc le systéme |4,|. Les variétés A’ qui leur correspondent con- 
tiennent nécessairement J” comme composante fixe. De plus, J” doit étre 
comptée une seule fois, car une courbe c de V, passant simplement par un 
point P de y, sans y toucher cette variété, présente en P la multiplicité d’inter- 
section un avec une variété A, générique; la courbe c’ qui correspond 4c sur V’ 
doit done rencontrer J” en un point P’ compté une seule fois dans |’inter- 
section de c’ avec la variété A’ homologue, ce qui ne peut arriver que si J” 
n’intervient qu’une seule fois comme composante de cette J’. La relation 

1’ 1; + I’! est done démontrée. Ce raisonnement montre en plus que 
ec’ ne peut présenter de contact avec /”. 

Le systéme |4j| découpe sur un S,_,—_, générique de J”, le systéme de 
ses S, _,;—., et sur J” méme, un systéme linéaire | 4j| de variétés 4 k — 2 di- 
mensions. Les variétés Aj passant par une variété 4; particuliére forment un 
systéme linéaire Aj| admettant évidemment J’ comme variété fondamentale; 
il leur correspond sur V un systéme linéaire |A,| de variétés A, ayant un 
contact du premier ordre en un point générique de y. Les variétés Jj passant 
par un point de J” extérieur & 4; contiennent J” comme composante fixe. 
Cela signifie que les variétés A, homologues ont un contact du premier ordre 
au moins en tout point de y avec toutes les variétés A, ; les variétés A, doivent 
done passer doublement au moins par y et sont les variétés A,. Comme ci- 
dessus, on peut dés lors montrer que J” n’intervient qu’une seule fois dans 
les variétés A; qui la contiennent. Il en résulte que l’on a 

Aj| = | 42+ I"|, d’ot|A’| = |434+ 2T"|. 

Ce raisonnement peut se répéter de proche en proche et conduit sans 
difficulté 4 la proposition annoncée. 

Comme toute variété y, formée d’un nombre fini de variétés irréductibles 
& k — 1 dimensions de V, passant s fois par y, peut toujours étre considérée 
comme appartenant partiellement 4 un systéme linéaire tel que |4|, moyen- 
nant la condition que le systéme |4 —y| ne passe pas par y, on peut donc 
également dire que son image sur V’ comprend la variété J” comptée s fois, 
cette variété pouvant éventuellement étre défalquée selon les circonstances. 

5. Application II. — Soit Q une variété &4 1+ 1 dimensions, passant ¢ 
fois par y et appartenant 4 V. Elle est rencontrée par une variété A géné- 
rique, considérée au n. précédent, suivant une variété w a | dimensions, 
d’un certain ordre n. Lorsque A tend vers une variété A, générique. la 
variété ™ tend vers une position limite qui comprend y et une variété , 
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d’ordre n. Si v est l’ordre de y, on a nécessairement n= n + é v, & représen- 
tant un nombre entier positif que l’on sppelle multiplicité de y dans l’inter- 
section de Q et de A,. Cette notion se définirait d’ailleurs de la méme maniére 
si y présentait des singularités quelconques. Nous allons démontrer que si le 
céne tangent a A, en un point générique de y ne contient aucune composante 
a 1+ 1 dimengions du céne tangent en ce point a Q, ona — = st. 

La variété Q a pour image, sur V’, une variété 2’ rencontrant en ¢ points 
non nécessairement tous distincts chacun des S,_,;—, formant J"’. Par l’hypo- 
thése faite, l’intersection (4; J’) de I’ et de l'image 4; de A,, ne contient 
aucune composante a4 / dimensions de |’intersection (2’ I’) de I’ et de Q’. 
Il en résulte que l’intersection de A et de 2 est représentée sur V’ par une 
variété 4 1 dimensions dont une partie tend vers |’intersection de 2’ avec la 
variété I’ comptée s fois. Cette partie est donc l’image de la variété y, t-wple 
pour 2, comptée s fois, c’est-d-dire présentant la multiplicité st, conformé- 
ment & la thése. 


6. Application III. — On appelle branche de courbe le lieu d’un point de 
coordonnées 


(4) x; (u) = ajo + aj, u+ ajgu®+---, (§=0,1,2,...,7r), 


le paramétre u rendant convergentes les séries de puissances entiéres des 
seconds membres. Le point A de coordonnées dy, 4,9, . - . , 4-9 8 appelle l’ori- 
gine de la branche et on suppose qu’il ne correspond qu’a la seule valeur nulle 
de u. La multiplicité de la branche au point A est la plus petite puissance de 
u que l’on peut mettre en évidence dans |’équation 


(5) Ag (%q — Goo) + °° + A, (2, — A,p9) = 0 
d’un hyperplan générique passant par A lorsqu’on y remplace 2; — aj, par 
a;,uU+ a,u*+--- pourt=0,1,...,7r. Si cette multiplicité est égale a un, 


la branche est dite simple en A. 

Supposons que le point A soit t-wple pour la branche. (5) commence donc 
par un terme en u‘. On appelle tangente & la branche au point A la droite 
commune aux oo’~* hyperplans (5) correpondant aux paramétres A annulant 
le coefficient de u‘. Il est clair qu’il existe des branches ayant pour tangente 
en A une droite quelconque issue de ce point. 

Désignons par 9 la branche d’origine A et de multiplicité ¢ en ce point 
et par § une hypersurface d’ordre n de S,, passant s fois par A. Posons, 
pour simplifier les équations, a), = i, a@,)5= 0,..., 4-9 = 0. L’équation de § 
s’écrit done sous la forme 


8) 208 gy (yy «25 e+ 20 Dogg (py- +r Be) +8 + Gn (By - + B=, 


et en tenant compte des (4), on obtient une expression divisible par une cer- 
taine puissance u™ de u; m s’appelle la multiplicité d’intersection de 0 et § 
absorbée au point A; on dit aussi que m est le nombre des points d’intersection 
de 6 et de § confondus en A. Si le céne tangent 4 en A ne contient pas 
la tangente & 6, m vaut exactement st. Mais si le céne tangent & § en A 
contient la tangente 4 6, u intervient dans g, avec une puissance supérieure 
& st; comme uw intervient dans ¢,,,,..., P, avec une puissance au moins 
égale & (s + 1) t, on voit que m > st. 

Supposons que 6 appartienne 4 la variété & a k dimensions considérée 
au n-2 et appliquons 4 celle-ci la transformation birationelle d’équations (2) 

») 
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ou (3). Supposons en outre que cette transformation soit élémentaire directe 
et que 6 n’appartienne pas & sa base. Soient 


(4’) Lj = Ajg t+ Gj, U+ ajgu®+--- (j= 0,1,...,0) 


les équations de la transformée 9’ de @ et A’ son origine (correspondant 
toujours 4 w= 0). D’aprés M. van DER WAERDEN, on peut toujours supposer 
que les dénominateurs fj (zj, . . . , z,) des é6quations (3) ne s’annulent pas si- 
multanément en A’. Les expressions fj (ago + aj, U + -**;***; Qo + Gy U+-**) 
ne sont donc pas simultanément nulles dans le voisinage de u= 0; donc, 
elles sont proportionnelles aux seconds membres des formules (4). Or, la 
transfermée f’ de a pour équation 


(6) fo", (fi, -.- fe) + for * 4a (fi, ---s fa) ++ ** + Op (Ei,--- £2) = 0 


et la multiplicité d’intersection de %’ et de 0’ absorbée en A’ est la plus petite 
puissance de u intervenant dans |’expression obtenue en remplacgant dans (6’) 
les xj par les seconds membres des (4’). Comme par ce qui précéde, cette der- 
niére opération revient & remplacer dans (6) les z; par les seconds membres 
des (4), la multiplicité cherchée est done encore m. (Voir B. L. VAN DER 
WAERDEN, Birational invariants of algebraic manifolds, Acta Salmanticensia, 
1947, II, pp. 22—24.) 

Cela étant, reprenons les notations des nn. 3, 4 et 5 et supposons que la 
branche @ appartienne & V. Désignons par F l’intersection de V et de §. 
Par définition, m s’appelle encore la multiplicité d’intersection de F et de @ 
absorbée en A. Inversement, si ® désigne une variété irréductible a k — 1 
dimensions passant par A, située sur V, sa multiplicité d’intersection avec @ 
absorbée au point A est celle de @ avec une hypersurface passant par ® et ne 
satisfaisant qu’A la seule condition d’avoir une intersection résiduelle avec V 
ne passant pas par A. II en résulte que la multiplicité d’intersection, absorbée 
en A, de @ et d’une variété F, somme de deux variétés irréductibles F,, F, 
a k — 1 dimensions situées sur V, est la somme des multiplicités d’intersection, 
absorbées en A, de 6 avec F, et de 6 avec F,. 

En particulier, on peut toujours supposer que A appartient & y, que @ 
n’est pas tangente a y en ce point et que A, est découpée partiellement sur V 
par une hypersurface passant s fois par A, que nous assimilerons 47. A, et ¥ 
rencontrent donc # en m2 st points absorbés en A. Appliquons & V une 
transformation élémentaire de base y. Sur V’, la variété fondamentale J” 
associée & y intervient s fois dans l'image totale de A,; désignons celle-ci par 
s I’ + Aj. L’image 6’ de @ rencontre J” au point A’ correspondant au S,, , 
tangent & y en A et passant par la tangente a @ en ce point; A’ est d’ailleurs 
Vorigine de 6’. Si le céne tangent 4 A, en A ne contient pas la tangente a 0, 
A’ n’appartient pas 4 43; par ce qui précéde, ce point intervient donc avec 
la multiplicité st dans l’intersection de 6’ et de s J’. Par contre, si le céne 
tangent 4 A, en A contient la tangente 4 4, A’ appartient 4 la fois 4 J’ et & A;; 
par ailleurs, A’ intervient encore avec la multiplicité st dans |’intersection 
de 6’ avec s J’. A’ intervient donc avec la multiplicité m — st dans |’inter- 
section de 6’ et de A}. 

7. Produit de transformations élémentaires. — Sur V’, nous pouvons con- 
sidérer une variété pure y’ 4 /’ dimensions (c’est-a-dire une somme d’un nombre 
fini de variétés irréductibles 4 /’ dimensions, comptées une seule fois) privée 
de singularités. et un systéme linéaire totalement simple |H’|, de base y 
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et de dimension 9’. En référant projectivement ce dernier au systéme des 
hyperplans d’un espace linéaire S,, nous obtiendrons une image birationnelle 
V” de V’, privée de singularités. Désignons par T' la transformation élémentaire 
faisant passer de V & V’, par 7” celle que nous venons de construire et faisant 
passer de V’ 4 V”. A uh point générique P de V, T fait correspondre un 
point bien déterminé P’ de V’, et & ce dernier, 7” fait correspondre un point 
bien déterminé P’ de V’’. L’opération ainsi définie sera désignée par 7' 7” 
et appelée produit des transformations élémentaires 7’, T’ ; elle établit entre V 
et V’’ une correspondance birationnelle, car 4 tout point de V"’, l’opération 
inverse de 7”, que nous désignerons par 7” —!, fait correspondre un point bien 
déterminé de V’. et & ce dernier, l’opération 7'—', inverse de 7’, fait corre- 
spondre un point bien déterminé de V. 

Nous pouvons A nouveau considérer, sur V”’, une variété pure y”’, 41’ dimen- 
sions, privée de singularités, et la faire servir de base pour une troisiéme 
transformation élémentaire 7’, faisant passer de V" 4 V’’’, et ainsi de suite. 
Le produit d’un nombre fini de transformations élémentaires directes 7', 7”, 
T”’,..., 7" est une transformation birationnelle faisant passer de V 4 une 
variété V’*+! privée de singularités. Cette transformation présente la pro- 
priété essentielle de faire correspondre & tout point de V’+! un point bien 
déterminé de V, mais l’inverse n’est pas vrai, car 4 un point de y, notamment, 
correspondent une infinité de points de V*+?. 

Désignons par 7 la variété de V‘ servant de base 4 7" et par J+! la va- 
riété fondamentale qui lui correspond sur V‘+!. Nous dirons qu’un point 
de V‘*! est d’ordre zéro ou d’ordre un par rapport a V‘ selon qu’il n’appartient 
pas & J+? ou qu’il lui appartient. 

Plus généralement, considérons une suite partielle 


VE, esd, ess... Hets—2, pers 
d’images consécutives de V et soient P!, Pi+1,..., Pit+i—1]es images sur V*, 
vi+t..., Vi+i-1 d'un point P'+/ de V‘+), Si, dans la suite Pé+},...., Pé+i, 


il existe « points P'+* d’ordre un par rapport & V‘+ #—!, nous dirons que P# + 
est d’ordre « par rapport 4 V‘. Il en résulte que, sur V’*+!, il peut exister des 
points de tous les ordres compris entre zéro et v par rapport a V. 

8. Les points infiniment voisins successifs. — L'exposé qui va suivre est, 
comme nous l’avons déja dit dans l’introduction, une adaptation de celui 
rédigé par M. VAN DER WAERDEN au cours de nos discussions®). Nous suppo- 
serons d’ailleurs ce dernier exposé connu et nous nous bornerons 4 substituer 
& la transformation élémentaire simple employée par M. vaN DER WAERDEN 
dans ses raisonnements, une transformation élémentaire générale. 

Conservons les notations qui précédent et soient O un point de la variété y; 
6 une branche de courbe située sur V, d’origine 0, non tangente 4 y en O 
et de multiplicité r en ce point; § une variété irréductible 4 k — 1 dimensions 
de V, passant s fois par tout point de y. Il résulte du n - 6 que si la tangente 
& 6 en O n’appartient pas au cone tangent & § en ce point. le point O inter- 
vient avec la multiplicité rs dans l’intersection de 6 et de}. Si, au contraire, 
la tangente & 6 en O appartient au céne tangent a § en O, ce point intervient 
avec une multiplicité rs + 1, rt étant un entier supérieur 4 zéro. Dans ce cas, 
6 et § ont en commun un point infiniment voisin du premier ordre de O, comme 
cela résulte de la note de M. vaN DER WAERDEN. 
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Appliquons a V la transformation 7 et désignons par j’ et 6’ les images 
sur V’ de § et 0. En vertu du n - 6, 0’ rencontre §’ + s J” en rs + rt points 
situés sur J”; 0’ ne rencontre d’ailleurs J” qu’en un seul point 0’, origine 
de 6’, et y présente la multiplicité d’intersection re avec s I”; si r= 0, 6’ ne 
rencontre done pas j’ sur J”. 

Supposons au contraire que l’on ait t > 0 et désignons par r’ la multi- 
plicité de 6’ en O’, par s’ la multiplicité en ce point de }’. Si la tangente 
a 6’ en O’ n’appartient pas au céne tangent 4 j}’ en ce point, #’ rencontre 
en exactement r’ s’ points confondus en 0’. Comme 0’ continue 4 ren- 
contrer s J” en rs points confondus en 0’, on a t= 1’ 8’. 0 et § ont alors en 
commun un point infiniment voisin du premier ordre r'-iple pour 6 et s'-wple 
pour %, toujours en vertu de l’exposé de M. van DER WAERDEN. Si la tan- 
gente a 0’ en O’ appartient au céne tangent 4%’ en ce point, on a t= r' 8’ + 7 
et on dit que 6 et § ont en commun un point infiniment voisin du second ordre 
de O. 

Supposons que O’ appartienne a la variété y’ privée de singularités, base 
de la transformation 7” considérée dans le n. précédent, que 6’ ne soit pas 
tangente a y’ en O’ et que J’ passe exactement 8, fois par tous les points de y’. 
Appliquons cette transformation 4 V’ et désignons par }” et 6” les images 
sur V’ de § et 0. Toujours en vertu du n- 6, 6” rencontre }” + 8’ I’ en 
r’ s'+ 1 points confondus en un point O”, situé sur J’, origine de 6”. Si 
t= 0, O” n’appartienf pas 4” et 6” y rencontre s’ J” en r’ s’ points con- 
fondus. Si, au contraire, tr’ > 0, soient r”’ la multiplicité de O” pour 6” et s” 
sa multiplicité pour ”’. Alors, 6 et } présentent respectivement un point 
r’’-wple et s'’-uple en commun, infiniment voisin du second ordre de O. Lorsque 
la tangente en O” & 6” n’appartient pas au céne tangent a %’’ en ce point, 
on a t' =r’ 8”; si, au contraire, cette tangente appartient & ce céne, on a 
t= rs’ + 7r” et on dit que 6 et § ont en O un point infiniment voisin du 
troisiéme ordre en commun; et ainsi de suite. 

On dit que le point infiniment voisin du second ordre de O, ayant pour 
image O”’, succéde au point infiniment voisin du premier ordre de O ayant pour 
image O’, et que ce dernier précéde le premier. De proche en proche on ob- 
tient ainsi l’interprétation de la notion de points infiniment voisins suc- 
cessifs du point O par rapport aux transformations élémentaires. [1 est clair 
qu’un point d’ordre « de la variété V’+!, défini & la fin du n. précédent, est 
l'image d’au moins un point infiniment voisin d’ordre « d’un point de V. 

On dit que le point O est un point multiple propre pour la branche 0 et 
pour la variété ; par opposition, les points multiples de @ et de %, infini- 
ment voisins de O, sont dits impropres ou fictifs. 

Les points infiniment voisins du premier ordre de O situés sur V sont en 
nombre «*~!, car ils correspondent aux tangentes & V passant par O. Il en 
résulte que les points infiniment voisins d’ordre i du point O, situés sur V, 
sont en nombre oof@~—1. Leur ensemble est appelé domaine infiniment voisin 
d’ordre i du point O, situé sur V. 

Dans le cas ot les transformations 7, 7’, 7”’,... , sont celles définies au 
n- 8, on voit done qu’un point O’ de I est l'image de oo! points infiniment 
voisins du premier ordre d’un point O de y; que si y’ passe par O’, un point 
O” du Sy_y— 1 homologue de J" est l'image de oo! +! points infiniment voisins 
du second ordre de O; et ainsi de suite. 
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9. Les variétés infiniment voisines. — Conservons toujours les notations des 
nn. précédents et supposons y irréductible. Considérons, sur V, une variété ® 
& 1+ m dimensions, nt s fois par y. La totalité des points infiniment 
voisins du premier 0: de y, appartenant a @, sera appelée la variété infini- 
ment voisine du premier ordre de y située sur D. 

Appliquons la transformation 7. Sur V’, l'image de ® est une variété 
®’ & 1+ m dimensions, rencontrant J” suivant une variété py’ & 1+ m — 1 di- 
mensions. y’ rencontre de son cété un S,_;—, générique de J” suivant une 
variété gy’ A m— 1 dimensions, d’ordre s, dont les points correspondent projecti- 
vement aux S,, , tangents & ® au point A de y homologue du S, —_ ;_ , considéré. 

Il peut arriver que la variété yw’ soit réductible et comprenne une com- 
posante y; comptée s, fois. Les variétés p’ présentent alors une composante qj 
comptée s, fois. Cela signifie que le céne tangent 4 ® au point générique A 
de y est réductible et présente une composante 8,-uple. Si yj est s,-wple pour ®’, 
nous dirons que pj est l'image d’une variété s,-uple & 1+ m— 1 dimensions 
de ®, infiniment voisine du premier ordre de y. Mais il peut arriver que yj 
ait une multiplicité < s, pour ®’, et méme, que yj soit simple pour ©’ (®’ pré- 
sente alors un contact d’ordre s, — 1 avec J” en un point de y}). 

Il peut également arriver que y’ présente une variété singuliére 4 / + m, 
dimensions, avec m, < m — 1, multiple d’ordre «, rencontrant un S; —;~— , géné- 
rique de J” suivant une variété & m, dimensions, «-wple pour g’. Nous dirons 
que cette variété singuliére est image d’une variété singuliére «-uple a 1+ m, 
dimensions, infinement voisine de y, appartenant a la varidté infiniment du 
premier ordre de y située sur ®. 

Il peut enfin arriver que y’ présente une variété singuliére ne rencontrant 
qu’une partie seulement des S,_,—, de J", par exemple oc '~ 4 de ceux-ci, A > 0. 
Nous dirons que cette variété est l’image d’une variété singuliére de la variété 
infiniment voisine du premier ordre de y située sur D. 

Les deux types de variétés singuliéres de y’ que nous venons de considérer 
peuvent également étre des variétés singuliéres de ®’. 

Nous aurons besoin de la proposition suivante: 

Si ©’ présente un point singulier s,-uple sur I’, le point qui lui correspond 
sur y présente une multiplicité s > s,, pour D. 

En effet, la section gy’ de ®’ par le 8, _,_, de I’’ passant par le point s,-wple 
de ®’ considéré présente en ce point une singularité d’ordre = s,. Cela ne 
peut arriver que si l’ordre s de g’ est = s,, donc, si l’ordre s du céne tangent 
& ® au point homologue de y est > s,. Cela signifie que ® passe au moins 8, 
fois par ce point. 

Nous aurons & considérer des transformations 7', T’,..., 7” se succédant 
de telle maniére que y* soit une variété 4 1 dimensions appartenant 4 J“, 
pour 1 <i < », et qu’en outre, y* rencontre chaque S,_;_, de J‘ en un nombre 
fini de points n;. Nous dirons dans ce cas que y’ est l'image d’une variété , 
a 1 dimensions, infiniment voisine du premier ordre de y; que y’’ ‘est l'image 
d’une variété y, & 1 dimensions, infiniment voisine du premier ordre de +, 
et infiniment voisine du second ordre de y; et ainsi de suite. De proche en 
proche, on parviendra & la définition d’une variété y, a 1 dimensions, infini- 
ment voisine d’ordre vy de y. Si une variété 4 / + 1 dimensions F‘ de V* passe 
simplement par y*, sor image F*~1 sur V‘—1! passe n, fois par y'~1, car chacun 
des n; points de rencontre de y! avec un S;—,—, de J représente un S,,, 
tangent 4 F*—1 au point homologue de y*—?. 
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10. Construction d'une transformation crémonienne. — On appeile trans- 
formation erémonienne une transformation birationnelle particuliére qui fait 
correspondre & un espace linéaire S, & r dimensions, également un espace 
linéaire S; & r dimensions. La transformation crémonienne la plus simple, 
en dehors des homographies, est la transformation quadratique du plan. 
Nous supposerons que le lecteur connait les propriétés de celle-ci, car 
elle va nous servir pour étudier une transformation crémonienne que nous 
emploierons dans les deux numéros suivants. On peut d’ailleurs en trouver 
une description dans les ouvrages cités au n - 1. 

Considérons, dans l’espace S,, deux points O, P, la gerbe des plans « passant 
par la droite O P, un hyperplan 2 passant par O et un hyperplan /7 passant 
par P. Ces hyperplans découpent sur tout plan « deux droites O Q, P Q se 
rencontrant au point Q. Prenons comme sommets de la figure de référence 
de S,, le point O (1, 0,0,..., 0), le point P (0, 1,0,..., 0), un queleonque 
des points Q (0,0,1,0,...,0) et r—2 autres points définissant avec le 
point Q précédent le S,_, commun a Q et J7. 

Dans un second espace S;, considérons les mémes éléments, que nous 
désignerons par les mémes lettres, suivies de ’. 

Posons ensuite les équations 


: Zo _ z, me ot 2 zy ae Zz, 
, af ?® ,? , ,? 
*) Zo Zo Zo XO z to z, 


les x désignant les coordonnées des points de S,, les x’, celles des points de 
S;. On obtient ainsi une transformation crémonienne entre S, et S; faisant 
se correspondre projectivement les gerbes des plans « et a’ et déterminant 
entre un plan « générique et le plan «’ homologue, une transformation quadra- 
tique ordinaire de points fondamentaux O, P, Q et 0’, P’, Q’. Nous désignerons 
cette transformation crémonienne par T, en entendant que & fait passer de 
S, a S}. 
Les équations de T peuvent également s’écrire 


Xo a! Zs i) Ty 


a a ee a a 
et dans ces formules, on peut intervertir les réles des x et des xz’ de méme 
indice. & fait correspondre au domaine du premier ordre du point O l’hyper- 
plan JT’, mais la correspondance n’est pas projective, comme c’était le cas 
dans les transformations élémentaires. Cette correspondance est en effet 
représentée par les équations 

x, Zs Zs Zr 


(7) ey a ee 


s2 , , , , 
2 7} 7% 21 23 v7, 


qui lient les gerbes de rayons de soramets O et O’. Il n’empéche que TF peut 


servir pour obtenir les images des points infiniment voisins du point O se’ 


succédant sur une branche de courbe c d’origine O et dont la tangente en ce 
point est en position générique, c’est-a-dire distincte de O P et extérieure a 22. 
Il correspond en effet & c une branche c’ de S;, rencontrant J7’ en un point 
générique 0; de la droite P’ Q’ du plan a’ homologue du plan « défini par 
la tangente & c en O. Oj; est l'image du point infiniment voisin du premier 
ordre de O situé sur c et. l’origine dec’. Par ailleurs, une hypersurface A passant s 
fois par O a pour image une hypersurface A’ rencontrant /7‘ suivant une 
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variété & k — 2 dimensions représentant dans les (7) le céne tangent.& A en 0. 
Si 0; est s’-wple pour A’, cela signifie encore que 4 a en commun avec ¢ un 
point infiniment voisin du premier ordre de O, s'-wple pour A. 

Les considérations qui précédent peuvent naturellement se répéter si on 
fait jouer & Oj le réle de O dans une transformation construite comme T et 
faisant passer de S; a S;’, et ainsi de suite. 

11. Sur lé base d’un faisceau d’hypersurfaces de S,. — On sait que deux 
hypersurfaces F,, F, de méme ordre d’un espace linéaire S, et d’équations 
respectives 
(8) fe (Sqn - +5 Ze) = 0, (S = I, 2), 
définissent dans cet espace un faisceau |F'| d’hypersurfaces d’équation 

Ay f+ def, = 9 
admettant comme base la variété & r — 2 dimensions représentée par le sy- 
stéme (8). Supposons qu’en tout point-base de |F|, propre ou impropre, 
la multiplicité de F, soit supérieure & celle de F,. Sous cette condition, toute 
hypersurface F, distincte de F, et F,, passe par tout point-base de |F'| avec une 
multiplicité égale a celle de Fy. 

La proposition est évidente pour les points-base propres de |F|, en vertu 
de la propriété distributive de la dérivation. 

Supposons que le point fondamental O de la transformation I construite 
au n. précédent soit un point-base propre de |F|, s,-uple pour F,, 8,-wple-pour 
F,, avec 8, — 8 = o et que les autres éléments de cette transformation soient 
en position générique par rapport 4 ¥, et F,: Dans 8}, -il correspond a ces 
hypersurfaces des hypersurfaces Fj, F et l'image |F’| du faisceau |F| est 
définie par Fj + o IT’ et Fo. ‘ 

Soit Oj un point-base de |F’| situé sur JJ’ et supposons-le en position 
générique par rapport aux autres éléments définissant la transformation fT, 
ce,qui n’est pas restrictif d’aprés les hypothéses faites sur celle-ci. F3 présente 
en ce point une multiplicité inférieure a celle présentée par Fj + o JT’. Par la 
propriété distributive de la dérivation, une variété F’ générique présente en 
O{ une multiplicité égale a celle de F; et il n’y a exception que pour Fj + a JT’. 
La proposition est done démontrée pour les points infiniment voisins du pre- 
mier ordre de O, car O; est l’image d’un tel point. 

Pour démontrer la proposition pour les points infiniments voisins du second 
ordre de O, il suffira de la démontrer pour les points infiniment voisins du 
premier ordre de 0}, ce qui revient 4 répéter le raisonnement qui précéde, 
et ainsi de suite: La proposition est donc complétement démontrée. 

12. Propriété des premiéres polaires. — Soit, dans l’espace S, considéré dans 
les deux numéros précédents, une hypersurface G pour laquelle le point O 
est s-uple. Supposons que P soit un point générique par rapport a G et dé- 
signons par H sa premiére polaire. D’aprés le n- 1, H passe exactement s — 1 
fois par O. De plus, si g et A désignent les sections de G et H par un plan « 
générique passant par 0 P, h est la premiére polaire de P par rapport a g. 

Appliquons la transformation £ et désignons par G’ et H’ les images de G 
et H, par g’ et h’ les images de g et h dans le plan «’ homologue de a. g’ et h’ 
restent les sections de «’ par G’ et H’ et on a vu ci-dessus que les plans « et «’ 
se correspondent dans une transformation quadratique ordinaire de points 
fohdamentaux O, P, Q dans « et 0’, P’, Q’ dans «’. Désignons nar A, la pre- 
miére polaire de P’ par rapport a g’ et par p’ la droite 0’ Q’. On sait, par 
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un raisonnement di 4 M. Severt, que la courbe h’ appartient au faisceau 
défini par g’ et par. la courbe h, + p’*). Mais le lieu de h, est la premiére po- 
laire H, de P’ par rapport a G’. H’ appartient donc également au faisceau dé- 
fini par @’ et par H, + Q’. D’aprés le n- 1, H, passe en général s, — 1 fois 
par un singulier s,-wple 0; de G’ situé dans lhyperplan JZ’, mais distinct 
de P’ et extérieur 4 2’. Il en est donc de méme de H’. Mieux, par le n. qui 
précéde, H’ passe par tout point infiniment voisin de Oj, commun a G’ et a H,, 
avec la méme multiplicité que H,, pourvu que celle-ci soit < a celle de @’. 

Comme le point P a été supposé en position générique par rapport a G, 
il est donc démontré que les premiéres polaires de G passent en général 8, — | 
fois par tout point singulier impropre s,-wple de G, appartenant au domaine 
du premier ordre de 0. 

Faisons maintenant jouer 4 0} le réle du point O dans une transformation T’ 
analogue 4 {, faisant passer de S; 4 un troisiéme espace S;’. Désignons par 
P;,, 2}, IT, «; les éléments qui, dans S;, jouent ie réle de P, Q, IT, « et par P”, 
Q”, IT”, x les éléments qui, dans S?’, jouent le réle de P’, Q’, IT’, «’. Appelons 
?’, H”, Hy’ les images de G’, H’, H, et considérons la premiére polaire H, 
de P’’ par rapport 4G”. D’aprés ce qui précéde, Hj’ appartient au faisceau 
défini par @” et H, + 2”. Si OF est un point de J/” distinct de P” et ex- 
térieur & 2”, 8,-wple pour G’’, il est donc (s, — 1)-uple pour H, et pour Hj’; 
en outre, Hj’ passe par tout point infiniment voisin de 03’, commun a @”’ et 
& H,, avec la méme multiplicité que H,, pourvu que celle-ci soit < & celle de G’’. 
Comme alors H” passe par Oy et par tout point infiniment voisin de O27, 
commun & G” et 4 Hj’, avec la méme multiplicité que H;', H’’ passe également 
par Og et par tout point infiniment voisin de 03’ commun a @” et 4 H, avec la 
méme multiplicité que H,. Il est donc démontré que H passe en général s, — 1 
fois par tout point singulier s,-uple impropre de G appartenant au domaine 
du second ordre de O. 

Ce raisonnement peut évidemment se répéter de proche en proche. Il 
conduit ainsi au théoréme suivant, qui est d’une importance capitale pour 
la suite: 

Les premiéres polaires génériques de G passent s—1 fois par tout point 
singulier s-uple propre ou impropre de G, en entendant, que, par définition, 
un point singulier impropre de G appartient 4 un domaine infinitésimal d’ordre 
fini d’un point singulier propre de @. 

Cet énoncé reste exact lorsque G est une variété & k < r — 1 dimensions 
de S,, comme cela résulte directement de la définition des premiéres polaires 
d’une telle variété (voir la fin du n - 1). 


§ 2. Les définitions essentielles et le raisonnement fondamental. 


13. Les variétés singuliéres polaires. - La notion de variété singuliére po- 
laire que nous allons introduire est capitale pour tous les raisonnements qui 
vont suivre et constitue, avec les transformations élémentaires, |’élément 
nouveau le plus important dans |’étude des singularités. Il est impossible 
de comprendre la suite de notre exposé sans avoir au préalable assimilé 
correctement cette notion. 

Désignons par la variété & k dimensions, douée de singularités quel- 
conques, que nous désirons étudier et supposons-la située sur une variété 
irréductible 8 a q dimensions, privée de singularités, ce qui n’est évidemment 
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pas restrictif pourvu que l’on ait g2>k+ 1. Les premiéres polaires de } 
découpent sur 8 un systéme algébrique de variétés 4 g — 1 dimensions, que 
nous désignerons par [®], passant, comme ces premiéres polaires, s — 1. fois 
par tout point singulier s-wple propre ou impropre de % et ne présentant pas 
d’autres points-base que les points singuliers de § (en entendant évidemment 
par la base de [®] l’ensemble des points communs & toutes les variétés ®). 
En dehors des composantes 4 k — 1 dimensions de sa base, le systéme [®] 
découpe sur } un systéme algébrique de variétés 4 k —1 dimensions que 
nous désignerons par [g] et qu’on appelle parfois systéme des polaires pures 
de %. En dehors des composantes 4 k — 2 dimensions de la base de [q] et 
des composantes & k — 1 dimensions de la base de [®], le systéme [©] découpe 
sur une variété  générique un systéme algébrique de variétés & k — 2 di- 
mensions qui, lorsque @ décrit [gy], engendre sur un systéme que nous 
désignerons par [g']. Pour rappeler que [g"] est l’ensemble des variétés ca- 
ractéristiques du systéme des polaires pures de #}, nous ]’appellerons le systéme 
caractéristique polaire de }, ou mieux encore, le systéme 1 - caractéristique 
polaire de %. Par extension, nous donnerons 4 [gy] le nom de systéme 0- 
caractéristique polaire de §. Les composantes 4 k — 3 dimensions de la base 
de [g'], comptées chacune une fois, seront appelées variétés singuliéres polaires 
l-caractéristiques de et par extension, les composantes & k — 2 dimensions, 
comptées chacune une fois, de la base de [gq], ainsi que les composantes & k — | 
dimensions, comptées chacune une fois, de la base de [®] seront appelées 
respectivement variétés singuliéres polaires (-caractéristiques et (— 1)- 
caractéristiques de %. 

De proche en proche, on pourra ainsi définir en général le systéme + - 
caractéristique polaire [g*] de } comme |’ensemble des variétés découpées par 
[®], en dehors des variétés singuliéres polaires de § d’indices caractéristiques 
<i-—1, sur les variétés du systéme (i — 1)-caractéristique polaire [g‘—*]. 
Les composantes 4 k — i + 2 dimensions, comptées chacune une fois, de la 
base de [g*] seront appelées variétés singuliéres polaires i-caractéristiques de 3. 
i peut atteindre la valeur maximum k — 2. Insistons sur le fait que les va- 
riétés g* ont la dimension k — i — 1 et sont les parties variables des inter- 
sections des g*~—! et des ®, les parties fixes et semi-fixes de ces intersections 
étant les variétés singuliéres polaires (i — 1)-caractéristiques et les inter- 
sections 4 k—i—1 dimensions des variétés gy‘! avec les variétés singu- 
liéres polaires de % d’indices caractéristiques < i — 1. 

14. Les variétés singuliéres polaires liées. — Cette notion est tout-a-fait 
analogue & celle de variété singuliére polaire et compleéte celle-ci. 

Désignons par y*, l’indice étant situé dans le coin supérieur droit de y, 
ensemble des points des variétés singuliéres polaires i-caractéristiques de %, 
comptées chacune une fois, ou encore, la variété singuliére polaire t-caracté- 
ristique totale de §. yy‘ peut présenter des singularités qui n’appartiennent a la 
base d’aucun systéme caractéristique polaire de § d’indice > i et qu’il n’est 
done pas possible de distinguer par la seule considération des premiéres po- 
laires de }. Mais on peut les distinguer par la considération des premiéres 
polaires de y*. On est ainsi amené a définir, sur y* méme, des variétés sin- 
guliéres polaires de divers indices caractéristiques liés a y'. Soit y*’ la variété 
singuliére polaire j-caractéristique totale de y'. Sur cette variété, il peut a 
nouveau exister des singularités qui conservent |’indice caractéristique i par 
rapport a % et l’indice caractéristique j par rapport A y‘; on les distinguera 
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en considérant les premiéres polaires de y*/ et ainsi de suite. On obtiendra 
ainsi, et cela, pour la premiére fois dans l’histoire de la Géométrie algébrique, 
une classification projective compléte des singularités d’une variété algébrique. 


Revenons maintenant au n. qui précéde. On trouvera sur une variété 
singuliére polaire totale d’indice caractéristique le plus élevé; désignons-la 
par 79, en plagant cette fois l’indice dans le coin inférieur droit de y. Sur yo, 
on trouvera une variété singuliére polaire totale d’indice caractéristique, lié 
& Yo, le plus élevé; désignons-la par y,; et ainsi de suite: Il existe donc sur § 
une suite bien définie et terminée de variétés singuliéres yo, y;, Ya, --- + ¥oe—w» Vor 
telle que y, soit la variété singuliére totale d’indice caractéristique le plus élevé de 
VYi-1, Yo Gant elle-méme la variété singuliére totale d’indice caractéristique le plus 
elévé de §. y, est privée de singularités et peut avoir la dimension zéro. En 
général, nous désignerons par h, la dimension de ¥;. 


15. Les systémes associés. — Afin de simplifier autant que possible l’exposé, 
nous admettrons dans la suite que la dimension q de la variété B est égale 
a &k+ 1. La dimension des variétés ® deviendra donc k, comme celle de ¥. 


Sur une variété ® générique, le systéme [®] découpe, en dehors des va- 
riétés singuliéres polaires (— 1)-caractéristiques de #}, un systéme de variétés 
& k — 1 dimensions qui, lorsque ® décrit [®], engendre sur 8 un systéme que 
nous désignerons par [®'] et que nous appellerons systéme I-associé a %. Sur 
une variété ®', [®] découpe, en dehors des variétés singuliéres polaires (— 1) 
et 0-caractéristiques de , un systéme algébrique de variétés 4 k — 2 di- 
mensions qui, lorsque ®' décrit [®'], engendre sur 8 un systéme que nous 
désignerons par [®*] et que nous appellerons systéme 2-associé 4 . De proche 
en proche, on peut ainsi définir sur 8 le systéme [®*], i-associé & F, découpé 
par [®], en dehors des variétés singuliéres polaires de %, d’indices caracté- 
ristiques < i — 2, sur le systéme [®‘~'], (i — 1)-associé & %. Les variétés D' 
ont la dimension k — i, passent par les variétés singuliéres de § d’indices 
= i— 1 et découpent sur § les variétés gy. Par extension, nous appellerons [®] 
le systéme 0-associé a ¥. 

Nous pouvons de méme associer 4 chaque variété y, (l= 0, 1,..., 9), 
définie au n.14, le systéme [®,] que ses premiéres polaires découpent 
sur %. Sur une variété ®, générique, k—h,+1 autres variétés D, géné- 
riques découpent une variété ®/, & h, dimensions, continuant A passer par 
toutes les variétés singuliéres de y,; lorsque les variétés ®, considérées décri- 
vent [®,], ®f décrit sur 8 un systéme que nous désignerons par [®/] et que 
nous appellerons systéme 0-associé ad y,. Sur une variété ®? générique, le 
systéme [@,] découpe, en dehors des variétés singuliéres (— 1)-caracté- 
ristiques de y,, des variétés ®} & h, — 1 dimensions, formant sur %, lorsque 
@} décrit [®?], un systéme [®}] que nous appellerons systéme 1-associé a +;. 
De proche en proche, on définit ainsi les systémes [®], . . ., [®j], respective- 
ment 2— associé,..., i-associé & y,, l'un quelconque d’entr’eux étant dé- 
coupé sur le précédent par [®,}], en dehors des variétés singuliéres polaires 
de y, d’indices caractéristiques respectifs (-- 1),0; (— 1),0,1;...; (—J), 
| Wate): i — 2. L’indice inférieur droit de [©;] indique qu’il s’agit d’un systéme 
associé & y,, tandis que l’indice supérieur droit rappelle que [®j] découpe 
sur y, le systéme i-caractéristique polaire de celle-ci (en dehors des variétés 
singuli¢res indices < i — 1 de y,). 
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La dimension d’une variété ®} est h, — i, h, désignant, comme nous !’avons 
dit plus haut, la dimension de y;. Lorsque le systéme [®j] a pour base la 
seule variété y;, , la valeur maximum de son indice i est donc donnée par 
la relation 

h,-—t= hiai. + om d’ou t= h, — hyai — & 
Pour toute valeur de i > h, — hy; 41 — 1, [®j] est privé de base. 

Lorsque |’on transforme & au moyen d’une transformation élémentaire 
de base y,, on obtient une variété B’, privée de singularités, en correspondance 
birationnelle sans exceptions avec %, sauf qu’a y, correspond une variété J“, 
4 k dimensions, privée de singularités, lieu de Si_—n, ponctuels dont chacun 
correspond projectivement au domaine du premier ordre d’un point de y, 
(voir n. 3). B’ contient les images }’, yo, i, .-., y--1 des variétés J, yo, yy, -- -, 
Ye—1, ainsi que les images [(®j)’] des systémes [®}]. Poyr 1 < o — 2, il est 
clair que yj+, reste la variété-base de (mp + 1” ), Il est également clair 
que pour t > h, — hj4,—1, [(®})’] est encore privé de base quelle que soit 
la valeur de /, sinon, & un point-base de [(®})’] correspondrait un point-base 
de [®;], contrairement a l’hypothése que ce dernier en est dépourvu. Afin 
de simplifier les notations, posons h,_,— h,—1=y. Il est évident que le 
systéme [(®))’] reste le systéme i-caractéristique de [(@f)’] quel que soit i, 
sil<o—2 et pour is», si l=oa—1. Cette propriété est encore vraie 
pour 1= o—1, i>», car l’intersection variable d’une (®,_;)' générique 
avec J ne peut appartenir A toutes les variétés ©, _,, méme lorsque i > v. 
Enfin, il est important d’observer que si le systéme [(®)_,)'] présente 
une base, celle-ci a nécessairement la méme dimension h, que y,, car les 
(®; _,)’ ont la dimension h, + 1, et par ce qui précéde, les systémes carac- 
téristiques de [(®)_;)'] sont tous privés de base. 

Nous exprimerons les proprietés qui se rapportent a %’, yo, vi, - - -, yo—1 em 
disant que ces variétés sont les images isomorphes de %, V9, V1, - - +» Yo—1- 

16. Le raisonnement fondamental. — Nous allons démontrer que chaque 
composante de la base de [{(®;_,)'] intervient dans l’intersection d’une varidté 
(D1) et d'une varidté D,_, génériques avec une multiplicité moindre que la 
composante homologue de y, dans l’intersection des variétés Dj, et D,-4 
homologues. 

Afin de simplifier l’exposé, nous supposerons que y, est irréductible. (Si y, 
était réductible, il nous suffirait de considérer une de ses composantes irré- 
ductibles.) 

Considérons sur 8, en méme temps que les variétés ®,_,, une variété ¥, 
passant par y, avec la méme multiplicité que les ®, _,, mais pour laquelle y, 
soit singuliére ordinaire. Supposons en outre que ¥’ soit privée de toute autre 
singularité et soit l’intersection compléte de 8 par une hypersurface de l’espace 
ambiant dont l’ordre est suffisamment. élevé pour que les conditions précé- 
dentes puissent étre réalisées et que l’on puisse passer de cette hypersurface 
& l'une quelconque des premiéres polaires de y, 1, découpant les ®,_1, éven- 
tuellement complétée par quelques hyperplans génériques, par particulari- 
sation de ses coefficients. 
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Désignons par a une variété ©; _, générique, par A une variété ®, _ , égale- 
ment générique, éventuellement complétée par les sections hyperplanes de B 
qui lui font acquérir le méme ordre que ¥’, par s la multiplicité de y, pour a 
et par ¢ la multiplicité de y, & la fois pour A et pour Y. D’aprés les hypo- 
théses faites, l’ordre de l’intersection compléte de a avec A est le méme que 
l’ordre de l’intersection compléte de a avec ¥ et il est possible de faire tendre 
la seconde intersection vers la premiére. On peut également supposer que le 
céne tangent 4 Y en un point générique de y, ne contient aucune composante 
a h,+ 1 dimensions du céne tangent 4 @ en ce point. Dés lors, dans |’inter- 
section de Y avec a, y, intervient avec la multiplicité st, comme cela résulte 
du n.5. Par contre, dans |’intersection de A avec a, y, intervient avec la 
multiplicité st+ 1, t étant un nombre que nous ne connaissons pas, mais 
qui est certainement = 0 et fini. 

Appliquons 4 % la transformation élémentaire de base y, considérée a la 
fin du n. précédent. Appelons Y’’ et A’ les images de Y et de A, a’ celle de a. 
a’ rencontre chaque S;_,, engendrant J"; en s points non nécessairement tous 


distincts dont le lieu est une variété q’ 4 4, dimensions. Y’ et A’ coupent I"; 
suivant des variétés R’ et Q’ A k —1 dimensions. R’ ne contient aucune 
composante 4 h, dimensions de gq’, puisqu’en un point générique de y,, le céne 
tangent & Y ne contient aucune composante du céne tangent 4 a. L/’inter- 
section de Y”’ et de a’ représente par ailleurs |’intersection de Y et de a en 
dehors de y,, puisque la correspondance entre & et B’ est birationnelle sans 
exception, sauf en ce qui concerne y, et I"; 

Faisons maintenant tendre Y vers A comme il est expliqué plus haut. 
Y" tendra vers A’ et R’ vers Q’. Une partie de l’intersection de Y et de a 
tendra vers y, et interviendra a la limite avec la multiplicité rt dans l’inter- 
section de A et de a. C’est l’image de cette partie qui tendra vers |’inter- 
section de a’ avec A’ située sur J. t représente donc la somme des inter- 
sections d’un espace S;_,, générique de J”, avec |’intersection totale de a’ 
et de A’ située sur [";, chaque composante de cette intersection étant comptée 
avec sa multiplicité. La multiplicité des composantes de cette intersection 
est donc au plus rt et n’atteint cette valeur que dans le seul cas ou |’intersection 
considérée ne rencontre les S;—a», qu’en un seul point. En d’autres termes, 
par rapport a la multiplicité d’intersection de a et de A absorbée par y,, cette 
multiplicité a diminué d’au moins st unités. C’est précisément ce qu’il fallait 
démontrer, car il est clair que les multiplicités d’intersection considérées ne 
changent pas lorsqu’on remplace A par une variété ®,_, générique. 

17. Remarques. — 1. Le fait, pour les variétés ®,_,, d’étre les intersections 
complétes de 8 avec les premiéres polaires de y,_1, ne conditionne pas le 
raisonnement qui précéde. On a en effet le théoréme plus général suivant: 

Soient, sur B, une variété irréductible y al dimensions, privée de singularités, 
une variété A a k dimensions passant s fois par y et une varidé Qa1+ 1 di 
mensions passant t fois par y, telles que y intervienne dans V’intersection de Q 
et de A avec la multiplicité m. Appliquons 4 & une transformation élémentaire 
de base +y et désignons par B’ , 2’ les images de B, Q, par I” la variété fondamen- 
tale associée & y et par A’ Vimage de A de laquelle on a défalqué I’ comptée s fois. 
Si A’ passe encore par une composante a | dimensions de l’intersection de 2’ 
et de I”, cette composante intervient dans l’intersection de A’ et de Q’ avec une 
multiplicité au plus égale 4 m — st. 
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La démonstration de ce théoréme se raméne a celle du n. précédent en 
observant que A peut toujours étre considérée comme découpée partielle- 
ment sur ¥ par une hypersurface D de l’espace ambiant passant s fois par y, 
le reste de l’intersection étant une variété 4 k dimensions ne passant pas par y. 
Il suffit en effet d’associer 4 D une hypersurface D de méme ordre passant s 
fois par y, n’ayant pas d’autres singularités et découpant sur 8 une variété 
4 k dimensions’ pour laquelle y est s-uple ordinaire, les cénes tangents en les 
points de y a cette variété étant génériques. Pourvu que l’ordre de D soit suffi- 
samment élevé, toutes ces conditions pourront étre réalisées et on pourra faire 
tendre D vers D par particularisation de ses coefficients. On obtiendra ainsi 
des circonstances initiales pratiquement les mémes que celles du n. précédent 
et on pourra les exploiter de la méme maniére. 

II. Dans le n. précédent, nous désignerons par y; la variété formant la base 


totale du systéme [(®)_.,)’], en supposant que cette variété existe, et nous 
rappellerons que ses composantes ont la dimension h,, comme nous !’avons 
vu & la fin du n. 15. En général, y, présentera des singularités, alors que y, 
en était dépourvue. C’est la l’origine d’une difficulté qu’il ne nous sera possible 
de vaincre que par’un raisonnement par récurrence finie. Mais avant de passer 
& l’exposé de celui-ci, nous allons préciser rapidement le but que nous nous 
proposons d’atteindre; puis, afin de familiariser le lecteur avec la méthode 
employée, nous appliquerons Jes considérations qui précédent aux problémes 
particuliers de la rédu@tion des singularités d’une surface et d’une variété 
algébrique a trois dimensions. 

18. Position du probléme. — Les raisonnements qui vont suivre sont 
fondés sur les deux propositions suivantes: 

1. Si le systéme [D] est privé de base, la variété § est privée de singularités 
et réciproquement. 

Cette proposition est évidente. 

2. Si, au moyen d’un nombre fini N de transformations élémentaires directes 
appliquées 4 & et a ses images successives, on réussit a obtenir une image B* 
de B, évidemment encore privée de singularités, sur laquelle Vimage [®*] du 
systéme [PD] est privée de base, l'image §* de F sera privée de singularités. 

Cette proposition se démontre trés simplement par réduction a l’absurde. 
Supposons que %}* puisse présenter un point singulier propre P*. Par les 
propriétés des transformations élémentaires directes exposées aux nn. 7, 8 
et 9, P* serait l’image d’au moins un point impropre P appartenant 4 un 
domaine d’ordre < N d’un point propre unique P, de %; de plus, P serait 
singulier pour § et par suite, P, également. Mais alors, en vertu du n. 12, 
P serait un point-base de [®]; en conséquence, P* serait un point base 
de [®*], contrairement 4 l’hypothése que [®*] est privé de base. 

Il résulte de cette proposition que le probléme de la transformation de § 
en une variété * privée de singularités sera résolu si nous parvenons 4 éli- 
miner la base du systéme [®] au mc jen d’un nombre fini de transformations 
élémentaires directes. C’est ce but que nous allons poursuivre, d’abord dans 
les deux cas particuliers annoncés, puis, dans le cas général. 


§ 3. Réduction des singularités d’une surface. 


19. Le cas le plus simple du probléme de la réduction des singularités 
d’une variété algébrique est celui ot k= 1, c’est-d-dire ob la variété  con- 
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sidérée dans le § précédent est une courbe. II est peu instructif et d’ailleurs, 
nous aurons l'occasion de le traiter plusieurs fois dans la suite. C’est pourquoi 
nous abordons directement le cas od § est une surface, que nous supposerons, 
afin de conserver les hypothéses précédentes, située sur une variété ¥% A trois 
dimensions, privée de singularités. 

En général, } présentera une courbe singuli¢re réductible, qui formera 
sa variété singuliére (— 1)-caractéristique, et des points singuliers de deux 
sortes: 1) des points singuliers 0-caractéristiques, formant la base du systéme 
des polaires pures de 9}; 2) des points singuliers (— })-caractéristiques pour f, 
singuliers (— 1)-caractéristiques pour la courbe singuliére totale de §. Le 
systéme des premiéres polaires de § découpe sur B le systéme [®], 0-associé 
& %; le systéme [®'] des courbes variables communes a4 deux surfaces ® forme 
le systéme |-associé 4%} et admet comme base les points 0-caractéristiques de #. 
Ce sont momentanément les seuls éléments que nous avons a considérer, car 
les points 0-caractéristiques de § forment A la fois les variétés que nous avons 
désignées au n. 14 par yp et y,. 

20. Désignons par A,,..., A, les points singuliers 0-caractéristiques de 
et appliquons 4 8 une transformation élémentaire directe ayant ces points- 
base. Soient ’, B’, [®’], [(@")’] les images de , B, [®], [O'], obtenues. La 
variété que nous avons appelée antérieurement /” est maintenant formée 
de n plans ne se rencontrant pas deux a deux, que nous désignerons par 
“j,..+,% et a; représente projectivement le domaine du premier ordre de 
A; situé sur %. Si le systéme [(@")’] présente encore une base, celle-ci est formée 
de points Aj; appartenant nécessairement aux plans <j et il résulte du raison- 
nement fondamental, qu’un point Aj; intervient dans l’intersection d’une 
courbe (@)' et d'une surface ®’ génériques avec une multiplicité moindre 
que le pomt A; dans l’intersection de la courbe © et de la surface ® homo- 
logues. 

Plagons-nous dans le cas général oi il existe des points Aj; et appliquons 
& B’ une transformation élémentaire directe ayant ces points-base. Désignons 
par ’, B’’, [®”}, [(@")"] les images de }’, B’, [®'!, [(@")’] obtenues et par 
aj; les plans représentant le domaine du premier ordre des points A;;. Si le 
systéme [(®!)’’] présente encore une base, celle-ci est 4 nouveau formée de 
points Aj}, appartenant aux plans «jj. Par la remarque I du n-17, Ajj, 
intervient dans l’intersection d’une courbe (@')” et d’une surface ®” géné- 
riques avec une multiplicité inférieure 4 celle du point Aj; dans |’jntersection 
de la courbe (@')’ et de la surface ®’ homologues. 

Cette opération pourra étre répétée aussi longtemps que |’on obtiendra 
un transformé du systéme [®'] doué de points-base. I] ne pourra toutefois étre 
répété qu’un nombre fini de fois, car la multiplicité d’intersection des images 
successives d’une courbe ®' et d’une surface ® génériques, absorbée en un 
point-base de ]’image correspondante de [®'], diminue 4 chaque étape et était 
initialement finie. Au moyen d’un nombre fini de transformations élémentaires 
directes dont les bases sont formées de points isolés, nous parviendrons donc 
& une image B* de B sur laquelle l'image [(@')*] de [®'] sera privée de base. 
Désignons par [®*] et }* les images de [®] et %. [(®*] présentera comme 
base la courbe singuliére totale de §*. Désignons celle-ci par y*. 

21. Dans le cas général, y* présentera des points singuliers A;,.. ., . Ann. 
Ces points formeront la base du systéme des premiéres polaires de y*, lequel 
découpe sur 8* un systéme que nous désignerons par [®, ]. Nous désignerons 
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en outre par [(®?)*] le systéme formé des courbes communes a deux sur- 
faces Of; d’aprés le n - 15, c’est le systéme 0-associé A y* et sa base est éga- 
lement formée des points Af, ..., An. 

Appliquons 4 8* une transformation élémentaire directe ayant pour base 
les points Aj, ..., Ay, et soient B*’, F*’, [(O*’], [(G')*’], [Pf"], [(@°)*’] les 
images obtenues de B*, }*, [®*], [(D")*], [@F], [(@2)*]. Au domaine du pre- 
mier ordre de chaque Af, corréspondent projectivement les points d’un plan 
af’ et si [((®°)*’] présente encore des points-base A};’, ceux-ci appartiennent 
& ces plans. Il découle 4 nouveau du raisonnement fondamental qu’un point 
Aj,’ intervient dans l’intersection d’une courbe (®@°)*’ et d’une surface ©*’ 
génériques avec une multiplicité moindre que le point A? dans |’intersection 
de la courbe (®$)* et de la surface ®* homologues. En outre, il est clair que 
[(®")*’] reste privé de base au méme titre que [(®")*]. 

On pourra appliquer 4 8*’ une nouvelle transformation élémentaire dont 
la base est formée des points Aj}’, et ainsi de suite. Comme ci-dessus, en un 
nombre fini de telles opérations, on parviendra nécessairement 4 une image 
B** de B*, sur laquelle l'image [(®°)**] de [(@°)*] sera privée de base. Soient 
y**, [O**), [(D")**] les images de *, [O*], [(@")*]. [(@")**] restera privé 
de base et la base de [®**] sera une courbe y**, éventuellement réductible, 
privée de singularités, puisque les systémes [®**] et [(@°)**] associés a cette 
courbe sont privés de base [Cf. n. 18, 2)]. 

22. Appliquons 4 8** une transformation élémentuire ayant pour base la 
courbe y**. Sur l'image B**’ de B**, il correspond 4 y** une surface réglée 
[**’, privée de singularités. Soient }**’, [®**’] et [(@')**’] les images de F**, 
[D**]} et [(@)**]. [(D')**’] reste privé de base. Mais [®**’] peut encore 
présenter une courbe-base que nous désignerons par y**’, laquelle peut 4 nou- 
veau présenter des singularités A**’,..., Aj*’. Par la remarque I du » - 17, 
chaque composante de y**’ interviendra dans |’intersection de deux surfaces 
@**’ avec une multiplicité moindre que la composante correspondante de y** 
dans |’intersection des deux surfaces ®** homologues. 

Il faudra & nouveau considérer le systéme [@**’] découpé sur B**’ par les 
premiéres polaires de y**’ et le systéme [(®$)**’] formé des courbes communes 
& deux surfaces ®*'. Ces deux systémes ont pour base les points Aj*’,.. ., 
A;,*’. En procédant comme au n- 21, en un nombre fini de transformations 
élémentaires directes dont la base est formée de points isolés, on parviendra 
& une image B*** de B** sur laquelle l'image y*** de y**’ sera privée de 
singularités. On trouvera sur B*** les images }}***, [O***] et [(@")***] de F, 
[D] et [@']. [(@)***] restera privé de base, tandis que [®***] admettra 
la courbe-base y***, privée de singularités, de telle sorte que chacune de ses 
composantes intervienne dans l’intersection de deux surfaces ®*** génériques 
avec la méme multiplicité que la composante correspondante de y**’ dans 
l'intersection des surfaces O**’ homologues. 

La suite des opérations décrites dans ce n . pourra ainsi étre répétée jusqu’a 
ce que l’on parvienne 4 une image B**** de B, sur laquelle l'image [®****] 
de [®] sera privée de base. Cela se fera en un nombre fini de transformations 
élémentaires, puisqu’aprés chaque suite d’opérations, la multiplicité avec la- 
quelle les courbes-base de l'image de [®] interviennent dans |’intersection 
de deux surfaces génériques de ce systéme, diminue et était initialement finie. 
En vertu du .- 18, l'image }**** de § sera privée de singularités. II est 
done démontré yu'au moyen d’un nombre fini de transformations élémentaires 
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appropriées, on peut transformer birationnellement une surface algébrique en une 
surface algébrique privée de singularités. 

Nous observerons que ci-dessus, nous avons été amené plusieurs fois 4 trans- 
former birationnellement une courbe en une courbe privée de singularités. 
L’opinion exprimée au début de ce § au sujet de la réduction des singularités 
d’une courbe algébrique était donc justifiée. . 


Nous observerons aussi que nous aurions pu nous placer dans un cas plus 
simple que celui traité ci-dessus. I] nous suffisait de faire l’hypothése initiale 
que ¥ était privée de points singuliers 0-caractéristiques. La courbe singuliére 
totale y eut alors joué le réle des variétés y, et y,; dans la théorie générale, 
tandis que les points singuliers de y eussent joué le réle de y,. Pour traiter 
ce cas, il suffirait de reprendre le raisonnement qui précéde a partir du n - 21. 


§ 4. Réduction des singularités d’une variété algébrique 4 trois dimensions. 


23. L’étude de ce cas particulier est un sujet & peu prés neuf, puisqu’il 
n’a jamais été abordé avant nous que par M. Zarisk1’). Nous continuerons 
& employer les notations du § 2. § désignera donc la variété & trois dimensions 
dont nous voulons réduire les singularités, et B, la variété 4 quatre dimensions, 
privée de singularités, qui la contient. Il y a ici trois systémes associés 4 %: 
le systéme 0-associé [®], découpé sur B par les premiéres polaires de }; le 
systéme l-associé [®'], lieu des surfaces communes 4 deux variétés ® en 
dehors des surfaces singuliéres (—:1)-caractéristiques de %}; enfin, le systéme 
2-associé [®?], lieu des courbes communes 4 trois variétés ® en dehors 
des variétés singuliéres (— 1) et 0-caractéristiques de %. Le cas le plus 
compliqué est celui ou les systémes associés présentent tous trois une base. 
Alors, les variétés y, et 7, du n- 14 sont & nouveau identiques et se confon- 
dent avec les points singuliers 1-caractéristiques de %. C’est celui que nous 
étudierons, parce qu’il comprend implicitement les cas plus simples ot [®?] 
est privé de base et ot (©?) et [®'] sont tous deux privés de base. Dans le 
cas ot: [®*] seul est privé de base, la variété y, du n- 14 est identique a la 
variété y,_, et se confond avec la courbe-base totale de [®'], tandis que la 
variété y, est représentée par les points singuliers de cette courbe-base totale; 
si ces points singuliers n’existent pas, on a encore y,g= y,. Dans le cas ot 
[®?} et [D'} sont privées de base, y, est représentée par la surface singuliére 
totale de }; y, est identique 4 y,—; si cette surface singuliére totale est privée 
de points singuliers 0-caractéristiques, et alors, y, = y, représente l’ensemble 
des points singuliers de y, = y,—; qui est une courbe; au contraire, y, = y, 
si_ la surface singuliére totale de § présente des points singuliers 0-caracté- 
ristiques; enfin, si la surface singuliére totale de } existe et est privée de 
singularités, on a 7) = y,- 

Plagons-nous donc -dans le cas le plus compliqué ot [®?] présente une 
base. Nous nous proposons d’éliminer la base de [®?], puis, celle de [®*], 
enfin, celle de [®}. En d’autres termes, nous nous proposons de transformer 8 
en une variété @* sur laquelle l'image [(®*)*] de [®*] soit privée de base; 
puis, de transformer 8* en une variété B** sur laquelle l'image [(®')**] de 
[®'} soit également privée de base; enfin, de transformer 8** en une variété 
¥*** sur laquelle l'image (®***] de [®] soit privée de base. II résulte du 
n- 18 que l'image }*** de } sera privée de singularités. 
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24. Désignons par A), . . ., A, les points-base de [®*], ou encore, les points 
singuliers l-caractéristiques de §. Appliquons & 8 une transformation élé- 
mentaire directe ayant ces points-base. Soient B’, %’, {(®)’] les images de B, 
7, [®*]. Aux points infiniment voisins du premier ordre de A,, . . ., A,, corre- 
spondent projectivement les points d’espaces a trois dimensions ne se ren- 
contrant pas deux a deux, que nous désignerons par aj, .. ., a. Si le systéme 
[()'] présente encore une base, celle-ci est formée de points isolés Aj; apparte- 
nant aux espaces aj, et il résulte du raisonnement fondamental (n - 16) qu’un 
point Aj; intervient dans l’intersection d’une courbe (®*)’ et d’une variété ®’ 
génériques avec une multiplicité inférieure 4 celle du point A; dans |’inter- 
section de la courbe ©? et de la variété ® homologues. 

Plagons-nous dans le cas général ot il existe des points Aj; et appliquons 
& B’ une transformation élémentaire directe ayant ces points-base; répétons 
cette opération aussi longtemps que nous rencontrerons une image du systéme 
[®?] douée de points-base. Par un raisonnement enti¢rement semblable a celui du 
n- 20, cette opération ne pourra étre répétée qu’un nombre fini de fois. On 
obtiendra ainsi l'image B* de ¥ sur laquelle l'image [(®?)*] de [®*] est privée 
de base. Désignons par *, [®*] et [(@")*] les images de %, [®] et [@']. 

25. La base totale de [(®")*] est une courbe que nous désignerons par y* 
et qui présente en général des points singuliers Af, ..., A%,.. Les premiéres 
polaires de y* découpent sur 8* un systéme [Df] et les courbes communes 
& trois variétés Of forment le systéme [(®{)*] 0-associé a y*, dont la base 
est formée de Af, ..., A},. Appliquons 4 8* une transformation élémentaire 
directe ayant ces points-base. Nous obtiendrons les images B*’, }*’, [®f’]. 
[(Oo)*’] de B*, F*, [GT], [((G2)*] et par le raisonnement fondamental, la 
multiplicité d’intersection d’une courbe (®9)*’ et d’une variété Of’ génériques, 
absorbée en un point-base de [(®°)*’], sera moindre que celle absorbée par le 
point-base homologue de [(®?)*] dans l’intersection dé la courbe (®°)* et 
de la variété ®{ correspondantes. Si [(®@°%)*’] présente encore des points- 
base, on les fera servir de base a une nouvelle transformation élémentaire 
directe appliquée 4 B*’, et ainsi de suite. En un nombre fini de telles opé- 
rations, on parviendra 4 une image @*° de B* sur laquelle l'image [(®9)*"] 
de [(®9)*] est privée de base. La base y*° du systéme [(®')*°], image de 
[(®')*], sera done privée de singularités et on pourra appliquer 4 S*° une 
transformation élémentaire directe ayant y*” comme courbe-base. Sur l’image 
B*O’ de B*lobtenue, chaque composante de la base y*%’ de l’image [(®")*°’)} 
de {(@')*°] interviendra dans l’intersection d’une surface (®')*°’ et d’une 
variété ®*°’ génériques avec une multiplicité moindre que la composante 
homologue de y*° dans l’intersection de la surface (®')*° et de la variété 
©*° homologues, toujours en vertu de la remarque I du n- 17. Si y*°’ existe, 
elle sera en général douée de points singuliers et il y aura lieu de recommencer 
& son sujet la méme suite d’opérations que pour passer de B* 4 B*o’. Et 
ainsi de suite. Comme aprés chaque suite d’opérations, chaque composante 
de la base de l’image de [(®")*] intervient dans l’intersection des images d’une 
surface (®')* et d’une variété ®* génériques avec une multiplicité moindre 
que la composante homologue de y* dans |’intersection de (®')* et de O*, 
en un nombre fini de telles opérations, on parviendra 4 une image B** de B 
sur laquelle l'image [(®')**] de [®'] sera privée de base. 

26. La base totale de l’image [®**] de [®] se réduit done 4 une surface 
que nous désignerons par F**. Cette surface est généralement réductible et 


21* 
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douée de singularités et il faudra tout d’abord procéder a la réduction de ces 
singularités. 

Pour réduire les singularités de F**, on considére le systéme [®**] que 
ses premiéres polaires découpent sur B**; puis, le systéme [(®?)**], 0-associé 
& F**, formé des surfaces communes 4 deux variétés ®**; enfin, le systéme 
[(@!)**], l-associé & F**, formé des courbes variables communes 4 trois va- 
riétés @**, en dehors de la courbe singuliére (— 1)-caractéristique totale 
de F**. La base de [(@})**] est formée des points singuliers 0-caractéristiques 
de F** et on l’éliminera att moyen d’un nombre fini de transformations élé- 
mentaires directes appliquées 4 B** et a ses images successives, dont les bases 
sont formées de ces points et des points-base des images successives de [(®! )**]. 
Puis, on éliminera la courbe-base de l'image du systéme [(®@°)**] au moyen 
d’un nombre fini de transformations élémentaires directes dont les bases sont 
formées alternativement d’un nombre fini de points ou d’un nombre fini de 
courbes. Ces opérations ne présentent aucune difficulté nouvelle et leur des- 
cription peut étre calquée sur l’exposé du § 3, sauf que la dimension de 8 
est quatre au lieu de trois. Sur l'image 8**’ obtenue, l'image [®**'] du 
systéme [®**] sera également privée de base; en vertu du n - 18, image F**’ 
de F** sera privée de singularités et elle pourra servir de base & une trans- 
formation élémentaire appliquée a4 B**’. 

27. Appliquons donc 4 &**’ une transformation élémentaire ayant pour 
base F**’. Sur limage B**” de B**’ obtenue, il correspond 4 F**’ une va- 
riété réglée [**’’ & trois dimensions, privée de singularités. Soient }**’’, 
[D**’'], [(D')**’’], [(O?)**’’] les images de %, [©], [®'], [O?]. En général, 
[**’’} présentera une surface-base F'**’’, douée de singularités, dont chaque 
composante intervient dans l’intersection de deux variétés ®**’’ génériques 
avec une multiplicité moindre que la composante homologue de F**” dans 
l'intersection des variétés ®**’ homologues sur B**’; en outre, [(®')**’’] et 
|(@?)**’’] resteront privés de base 

Il faudra 4 nouveau procéder a |’élimination des singularités de F**” 
comme nous |’avons fait dans le n. précédent. En un nombre fini d’opérations, 
on parviendra ainsi 4 une image 8**’” de ¥ sur laquelle l'image [O**’’’ } de [®] 
présentera comme hase une surface F**’’’, éventuellement réductible, mais 
privée de singularités, dont chaque composante interviendra dans intersection 
de deux variétés O**'" génériques e vec la méme multiplicité que la composante 
homologue de F**’ dans |’intersection des deux variétés ®**’’ homologues. 

On pourra done appliquer une nouvelle fois 4-8**’’ une transformation 
élémentaire ayant pour base F**’’’, ce qui nous conduira & une variété B**’’"”’, 
privée de singularités, sur laquelle chaque composante de la surface-base 
Fe*’’’’ de Vimage [®**’’’’] de [®] interviendra dans l’intersection de deux 
variétés @**’’”’ génériques avec une multiplicité momdre que la composante 
homologue de F**’”’ dans l’intersection des deux variétés ®**’’’ homologues 
I! faudra 4 nouveau éliminer les singularités éventuelles de F**’’’’, et ainsi 
de suite. Ce processus d’opérations ne pourra se répéter qu’un nombre fini 
de fois; quand il prendra fin, cela signifiera que, sur image B*** de B ob- 
tenue, l'image [{®***] de [®] est privée de base. D’aprés le n - 18, il en résul- 
tera done que l'image }*** de § sera privée de singularités. Il est donc 
démontré qu’au moyen d'un nombre fini de transformations élémentaires appro- 
priées, on peut transformer birationnellement une variété algébrique a trois di- 
mensians en une variété algébrique a trois dimensions privée de singularités. 
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§ 5. Cas général. 


28. Préliminaires. — Les deux exemples que nous avons donnés dans les 
§§ 3 et 4 permettent déja d’entrevoir clairement la marche 4a suivre pour éli- 
miner les singularités 4’une variété algébrique 4 quatre dimensions, puis 4 cing 
dimensions, et ainsi de suite. Il n’est done plus possible de douter de la vali- 
dité du thégréme de la réduction des singularités d’une variété algébrique 
dans le cas général et au fonds nous pourrions nous borner A dire qu'il peut 
se démontrer de la méme maniére pour toute valeur finie donnée de la di- 
mension de la variété. Nous désirons cependant étre plus complet et achever 
notre exposé par une démonstration par récurrence finie. Cette démonstration 
est assez ardue et consiste en principe 4 montrer qu’au moyen de trans- 
formations élémentaires en nombre fini, on peut élever progressivement la 
dimension de la variété-base du dernier des systémes associés successifs qui 
en est pourvu. Comme toutes les démonstrations récurrentes, elle comporte 
une premiére étape et une étape générique. Dans la premiére étape, nous 
supposerons que la dimension de y, est zéro et nous montrerons qu’on peut 
transformer 8 de maniére que l'image du dernier systéme associé a y, — ; cesse 
d’avoir une base et que l'image de |’avant dernier systéme associé 4 y, _; soit 
pourvu d’une courbe-base privée de singularités. C’est le cas le plus complet 
que l’on puisse imaginer et tout autre cas peut s’en déduire par élimination 
de variétés singuliéres des dimensions les plus petites. 

Dans l’étape générique, nous supposerons qu’on a réussi & transformer pro- 
gressivement % de maniére que la dimension de la base du dernier systéme, 
pourvu de base, associé a l'image de y, _;, soit un nombre entier queleonque 
compris entre zéro et la dimension h,_, de y, 1, et nous montrerons que cette 
dimension peut étre augmentée d’une unité. Cette étape s’accomplira en deux 
phases. 

29. Premiére éape. — Supposons en premier lieu que la dimension h, de 
y, soit zéro, c’est-a-dire que y, soit formée d’un nombre fini de points A,,..., A,. 
La variété J", se réduit 4 un nombre fini de S, que nous désignerons par a’, .. ., 
a, et qui ne se rencontrent pas deux & deux. D’aprés le n - 15, 7, est formée 
d’un nombre fini de points Aj,,,..., Aj.n, appartenant 4 aj (i= 1.2 ..., 2); 
les variétés (®)_)’ sont des courbes passant par les points precedents et y 
rencontrant les variétés ®;_, avec une -aultiplicité d’intersection inférieure 
a celle d’une courbe ®)_, et d’une. variété ®,_, génériques aux points A; 
homologues. ' 

En appliquant 4 8’ une nouvelle transformation élémentaire dont la base 
est formée de tous les points A;;. On obtient ainsi une image ¥’’, privée de 


singularités, de ¥’, sur laquelle on trouve les images %’, [(®)—1)'’], [®4’_1] 
de }’, [(®5_,)'], [©;—]. Par la remarque I du »- 17, la multiplicité d’inter- 
section d’une courbe (®)_,)” et d’une variété ®;’_, génériques, absorbée en 
un point-base A;;, de [(®;_,)’’], si de tels points-base existent encore, est 
moindre que celle des variétés (®}_,) et ©, homologues absorbée au point 
A;,; correspondant. Aprés un nombre fini de telles opérations, nous parvien- 
drons nécessairement 4 une image B* de B, toujours privée de singularités, 
sur laquelle l’image [(®;_ ,)*] de [© _,] sera privée de base. En effet, le con- 
traire signifierait que sur 8, un point A; absorberait une infinité d’intersections 
d’une ®,_, et d’une ®;_, génériques. 
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Ainsi, sur 8*, la valeur minimum de i pour laquelle le transformé ((@5 _1)*] 
du systéme [®,_,] est privé de base, satisfait 4 la relation i<h,_,—h,—1. 
Nous nous placerons dans le cas le plus compliqué en supposant que l’on 

. > e-1—4,-2 id 

a exactement i= h,_, —h,— 1. Le systéme [(® = )*) = [(®—1)*] ad- 
mettra donc comme base une courbe qui, dans le cas général, présentera des 
points singuliers. Désignons cette courbe par y> et par §*, yb, ..., y3—1 les 
images de J, yo. ---; Yo—1, qui leur sont évidemment isomorphes. Par des 
opérations entiérement analogues a celles que nous venons de décrire, il nous 
sera possible de transformer B* en une variété B**, encore privée de singu- 
larités, sur laquelle on trouvera les images isomorphes §f*, y}*, yi*, .. ., y3* 
de #; 3: Ye tees y:, mais de telle sorte que Ye* soit privée de points sin- 
guliers. La dimension de la derniére variété de la suite y**, y**,..., yo* aura 
done augmenté d'une unité par rapport a la dimension de la uerniére variété 
de la suite correspondante sur B. 

30. Etape générique. - Admettons que, par des transformations élémen- 


taires directes en nombre fini dont les bases ont des dimensions < A, — 1, nous 


~ 


puissons transformer progressivement 8 en une variété B sur laquelle on 
trouve les images isomorphes }, 79, ;,---, Yo—1 UF, Yo Vy -- +> Yo—1- Ad- 
mettons également que les images [®! _ ,] des systémes [®,_,] cessent d’avoir 
; ~ - w~he-y—-h,—-1) fess 
une base pour 4 > h,_; — h, — 1, que la base y, de Caer ig soit privée 
de singularités et que sa dimension h, soit un nombre entier positif quelconque 


compris entre zéro et h,_,. Cette hypothése implique donc la possibilité de 
transformer birationnellement 8 de maniére a éliminer la base du systéme 


des premiéres polaires de toute variété de dimension < h., située sur &%, et 
par conséquent, en vertu du 2m - 18, de transformer birationnellement toute 
variété de dimension < h,, appartenant 4 %, en une variété de méme dimen- 
sion, privée de singularités. 

Nous allons d’abord montrer, dans une premiére phase de notre raisonne- 
ment, qu’au moyen d'un nombre fini de nouvelles transformations élémentaires 
directes, dont les bases ont des dimensions < h., on peut obtenir une nouvelle 
image de B, évidemment toujours privée de singularités, sur laquelle la dimension 
minimum des variétés-base du transformé du systéme [®,_ ,] est supérieure a h,. 

Transformons 8 au moyen d’une transformation élémentaire de base 7,. 
Nous obtenons une variété %’, privée de singularités, sur laquelle le domaine 
du premier ordre d’un point de 7, est représenté projectivement par un S;_ k, 
ponctuel engendrant une variété J”, a k dimensions, privée de singularités. Les 
images ¥', yo, Vie en ae - 5, ¥. Ju---: Ye—1, leur restent isomorphes. 
Désignons par [(®})’] les transformés des systémes [®}). La variété }, de- 
vient la variété 4 h,_; — 1 dimensions formant |’intersection de +y,_ , et de 
r >» & laquelle peut encore appartenir la variété-base de dimension minimum 
du systéme [®; _,], cette dimension étant nécessairement supérieure ou égale 
& la dimension h, de y,, en vertu du n- 15. Si cette dimension est supérieure 
ah,, la proposition que nous avons en vue est démontrée. Si, au contraire, l’égalité 
a lieu, la variété-base de dimension minimum de [®;_ 1] appartient nécessaire- 
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ment a J”. Désignons-la par 7;. Par la remarque I du n - 17, les composantes 
de 7; interviennent un nombre moindre de fois, dans l’intersection d’une ®; _ ; 


et d’une (e-) *e ’) génériques, que ne le font les composantes homolo- 
gues de y, dans |’intersection des deux variétés homologues. 

Il peut arriver, comme nous l’avons dit dans la remarque II du 2-17, 
que ¥, présente & son tour des singularités _polaires qui lui sont liées. Comme 


ces singularités ont au plus la dimension h, — 1, par l’hypothése d’induction 
faite ci-dessus, elles pourront étre Gliminées au moyen d’un nombre fini de 
transformations élémentaires dont les bases ont des dimensions inférieures 


a h,. Afin de ne pas compliquer les notations sans profit, nous admettrons 
que cette élimination est déja effectuée et que, par conséquent, 7; est privée 
de singularités. 

On appliquera & B’ une nouvelle transformation élémentaire de base ¥;. 
Si, sur l'image 8” de B’ que |’on obtient ainsi, la dimension minimum des 
variétés-base de l’image [®;'_ ,] du systéme [®/_ ,] est encore h,, les variétés- 
base de cette dimension appartiendront nécessairement & la variété J’ a k 
dimensions, fondamentale associée & 7}, et il y aura lieu de répéter une nou- 
velle fois l’opération précédente, et ainsi de suite. Puisque l’ordre de multi- 
plicité avec lequel les composantes des variétés };, ,’,... ainsi construites, 


interviennent dans l’intersection des transformées d’une ®,_; et d’une 
5 a"? génériques, diminue & chaque opération et était initialement fini, 
en un nombre fini de telles opérations, on parviendra nécessairement 4 une 
image B* de ¥ sur laquelle la dimension minimum des variétés-base de |’image 
[O*_,] du systéme [@, _ ,] sera supérieure & h,. C'est ce qu’il fallait démontrer. 

31. Seconde phase. — Dans lhypothése la plus désavantageuse qui puisse 
alors se présenter, la dimension minimum des variétés-base du systéme [Ot_ 1] 
sera h, + 1 et la variété-base totale de cette dimension sera douée de sin- 
gularités. Désignons-la par yz. Tl est clair que par Fhypothéee d’induction, 
on pourra transformer B* de maniére que image ys de 72 soit privée de 
singularités de dimensions inférieures ou égales 4 h, — 1; par le raisonnement 
qui précéde, on pourra en outre éliminer les variétés singuliéres @ h, dimensions 
de x. Au moyen d’un nombre fini de transformations élémentaires dont les 
bases ont des dimensions < h,, on pourra donc obtenir une image Rr* de B 
sur laquelle on trouvera les images isomorphes §**, 7$*, >7*,..., 72%1 de 
> Yoo Yay ++ +> Yo—1s mais la dimension minimum des variétés-base du trans- 
formé (ort i] du systéme [®,_,] sera égale a h, + 1 et la variété-base totale 
de dimension h, + 1 de [®@**.,] sera privée de singularités. 

Il peut également arriver que la dimension minimum des variétés-bas> du 


systéme [®%_,] soit h, + u, avec > 1. Désignons la variété-base totale de 
eette dimension par 7. Par l’hypothése d’induction et par le raisonnement 
du n - 30 il est & nouveau clair ig pourra transformer R* en une variété 
B** sur laquelle la suite Yee, Y Yc, fila Ye, associée & l’image 7** de Ye, se 


termine par une variété de dimension > h, + 1. 
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32. Conclusion. — Par les trois nn. qui précédent, il est done possible: 

1. D’éliminer les points-base isolés du systéme [®,_,] lorsque ceux-ci 
existent, de maniére que si la base totale de dimension minimum du trans- 
formé [®}_,] est une courbe, celle-ci soit privée de singularités; 

2. D’éliminer les variétés-base de dimension quelconque h,. 0< h, + See 
du systéme (®,_1], pourvu que l’on sache éliminer au préalable toutes les va- 
riétés-base de [®, _ ,] de dimensions inférieures ; 

3. D’éliminer toutes les vari¢tés singuliéres de la base totale 73 de dimension 
minimum du systéme ([O*_,] de maniére que la dimension de la derniére 
variété-base 7>* de l'image 73" de 77, ait une dimension > h, + 1, Yz* étant 
par définition privée de singularités. 

Il est done possible d’élever de proche en proche la dimension de la der- 
niére des variétés-base que nous venons de définir sur les images successives 
de y,—1, de sorte qu’en un nombre fini d’opérations, on parviendra nécessaire- 
ment a une image B*** de B sur laquelle l'image y**, de y,_, sera privée 
de telles variétés-base de dimensions < h,_, — 1. Il en résultera que |’image 
[®5**,] du systéme (®,_,] sera elle-méme privée de base, donc, en vertu 
du n- 18, que image y3**, de y,—_, sera privée de singularités. 

Il est dés lors évident qu’on pourra entreprendre un nouveau cycle d’opéra- 
tions semblables aux précédentes, ayant pour objet |’élimination des singularités 
de y3**",. Cet objet pourra étre réalisé en un nombre fini d’opérations sans 
altérer les relations initiales entre les images des variétés §, yo, 7, ---, Ye—2 
et des systémes [©], [®,], .. ., [®,— 3] et ainsi de suite. Comme les variétés 
singuliéres polaires de } étaient initialement en nombre fini, il suffira donc 
d’un nombre fini d’opérations pour éliminer toutes les singularités de §. II 
est done bien démontré qu’on peut toujovrs transformer birationellement une 
variété algébrique &@ k dimensions quelconque en une varidté algébrique a k 
dimensions privée de singularités. 


§ 6. Généralisation. 


33. Dans l’espace linéaire S, & r dimensions, nous appellerons collection 
de variétés algébriques la réunion d’un nombre fini de variétés algébriques 
E,. E,, .. ., E, irréductibles, qui n’appartiennent pas l'une 4 l’autre, comptées 
chacune une seule fois, de dimensions respectives d,,d,,...,d,, douées de 
singularités quelconques et ayant les unes avec les autres des intersections 
quelconques. Si les variétés E£,,..., £2, sont toutes privées de singularités, 
nous dirons que la collection est privée de singularités. Si la variété EH; ne 
rencontre aucune des variétés restantes Z,, .. ., Hj, Ej41,..., Z, quelle que 
soit la valeur i= 1,2,..., » nous dirons que la collection est disjointe. Enfin, 
une collection disjointe, dont toutes les variétés sont privées de singularités, 
sera dite collection normalisée. 

Nous nous proposons de démontrer qu'une collection quelconquve peut étre 
transformée birationnellement 4 volonté en une collection disjointe, une collection 
privée de singularités ou une collection normalisée. 

Nous dirons encore qu’un point propre ou impropre commun a u = 2 
variétés E; est un point d’intersection de la collection et que l’ensemble de tous 
ces points forme |’intersection de la collection. 

34. Considérons les cénes & r— 1 dimensions projetant la variété £; 
(i= ] ,¥) a partir des S,—a,-2 de S,. Nous obtenons ainsi vy systémes 

















Réduction des singularités d’une variété algébrique. 329 


algébriques [€;]. Nous appellerons variété associée a la collection des E;, 
toute somme ©, + €,+ ---+ €, comprenant un et un seul des cénes &; 
correspondant 4 chaque valeur de i. Désignons une telle somme par € et 
ensemble de toutes ces sommes par [€]. Cet ensemble sera appelé systéme 
associé & la collection. 


Toute variété € présente un point s-uple au moins, en tout point s-uple 
propre ou impropre d’une FE; quelconque et un point singulier double au 
moins en tout point d’intersection de la collection. Il en résulte que la base du 
systéme [e] des premiéres polaires de toutes les variétés € est formée exclu- 
sivement par les variétés singuliéres des Z; et par |’intersection de la collection. 
Le probléme de la transformation birationelle d’une collection en une collection 
normalisée se présente donc d’une maniére enti¢rement identique au probléme 
de la réduction des singularités d’une variété algébrique, tel que nous |’avons 
posé au n- 18, et consiste dans |’élimination de la base de [¢]. Ainsi, nous 
sommes ramené & la description de cette base et pour cela, il nous suffit 
d’adapter & la question actuelle les définitions des nn - 13, 14 et 15. 


35. Nous dirons que les composantes 4 r — 2 dimensions de la base de [e], 
si elles existent, forment la variété (— 1)-caractéristique polaire totale de la 
collection. En dehors de cette variété, [¢] découpe sur une variété ¢ générique, 
des variétés ec! & r — 2 dimensions, qui, lorsque e décrit [e}, engendrent un 
systéme que nous désignerons par [e'] et que nous appellerons systéme 1- 
caractéristique polaire de la collection. Nous dirons que les variétés-base 4 r—3 
dimensions de [e"], si elles existent, forment la variété 0-caractéristique polaire 
totale de la collection. Et ainsi de suite. En général, le systéme [e] découpe 
sur les variétés ec‘! & r —i dimensions, formant le systéme [e‘~*], (i — 1) - 
caractéristique polaire de la collection, en dehors des variétés d’indices caracté- 
ristiques < i — 2, des variétés e' 4 r — i — 1 dimensions, formant le systéme 
{e*], i-caractéristique polaire de la collection, et les variétés-base 4 r — i — 2 
dimensions de ce systéme forment la variété (i — 1)-caractéristique polaire 
totale de la collection. i peut atteindre la valeur maximum r — 3. - 


Cette description doit étre complétée par la description des singularités 
de la variété i-caractéristique polaire totale de la collection, pour toutes 
les valeurs de i, comme nous |’avons fait au n- 14. On sera ainsi conduit 4 
attacher a la collection, comme a une variété algébrique formée de compo- 
santes simples de méme dimension, une suite bien définie et terminée de 
variétés Yo, Y;,---, Yo—1, Yq telle que y; soit la variété singuliére totale d’in- 
dice caractéristique le plus élevé de y;~;, y, étant la variété caractéristique 
totale d’indice maximum de la collection. La variété y, est privée de singu- 
larités et sa dimension peut étre nuille. 

36. Désignons la collection des Z,,..., 2, par zy. Pour transformer bi- 
rationnellement y en une collection normalisée, on voit done qu’il faut pro- 
céder 4 |’élimination progressive de la base du systéme des premiéres polaires 
de y, —1; puis, de celle de l'image du systéme des premiéres polaires de y, — 2; . - -; 
puis, de celle de l’image du systéme des premiéres polaires de y,; puis, de celle 
de l'image du systéme des premiéres polaires de y,; enfin, de celle de l’image 
du systéme des premiéres polaires de y elle-méme. 

Pour transformer une collection quelconque en une collection disjointe, 
il suffit, dans ce qui précéde, de procéder a |’élimination de la partie de la 
base de [¢] qui coincide avec l’intersection de y. 
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Pour démontrer qu’une collection quelconque peut toujours étre trans- 
formée en une collection privée de singularités, il suffit d’observer qu’on peut 
transformer S, de maniére a résoudre les singularités de chacune des com- 
posantes de la collection, considérée isolément. Comme dans une telle trans- 
formation, les autres composantes n’acquiérent aucune singularité nouvelle, 
on parviendra donc au résultat voulu au moyen d’un nombre fini de réductions 
des singularités d’une variété algébrique irréductible. 

L’énoncé du n - 33 est donc complément démontré. 
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Uber endliche Mengen. 
Von 
Pavut LoreENZEN in Bonn. 


Im Unterschied zur naiven und axiomatischen Mengenlehre laBt sich ein — 
z. B. fiir die Analysis ausreichender — Mengenbegriff konstruktiv definieren, 
indem man zuniachst den Begriff Aussage (als eines endlichen Zeichens, das 
nach gewissen Regeln zusammengesetzt ist) definiert und dann durch Ab- 
straktion fiir iquivalente Aussagen A (x) -- B(x) die Redeweise einfihrt, daB 
A (x) und B (x) dieselbe Menge der x definieren*). Entsprechend kénnen durch 
mehrstellige Aussagen, z. B. A (x, y), mehrstellige Mengen (Beziehungen) de- 
finiert werden. Unter diesen finden sich die eineindeutigen Zuordnungen. 
Nach dem Vorbild der naiven und axiomatischen Mengenlehre lieBe sich dann 
der Begriff der endlichen Menge herausheben, indem man etwa nach DEDEKIND 
eine Menge M endlich nennt, wenn es keine eineindeutige Zuordnung von M 
auf eine echte Untermenge von M gibt, oder — mit Benutzung der Zahlen k, | 
(wir benutzen hier nur die sog. natiirlichen Zahlen) — wenn es eine eineindeutige 
Zuordnung auf eine Menge {1, 2, .. . , k} gibt. 

Dieses Kunststiick, den Begriff der endlichen Menge erst nach dem ali- 
gemeinen Mengenbegriff einzufiihren — das, solange man keine andere Grund- 
lage als die naive oder axiomatische Mengenlehre hat, allenfalls gerechtfertigt 
erscheinen mag — verliert jedoch fiir eine konstruktive Begriindung jegliches 
Interesse. Da man in der konstruktiven Begriindung schon vor der Definition 
von Aussage— also auch vor Definition des Mengenbegriffes — mit Zeichen 
beliebiger (endlicher) Lange operiert, wird man den Begriff der endlichen 
Menge nicht von einer erst zu wahlenden Definition von Aussage, d. h. von 
einer zu wahlenden Sprache abhangig machen wollen. Es ist ja nur der um- 
gangssprachliche Name ,,endliche Menge“, der zu der Meinung verfihrt, es 
miisse zunachst ,,Menge“ als Gattungsbegriff definiert werden und dann ,,end- 
lich* als spezifische Differenz. 

Sind die Individuen z, y, die als Elemente der zu definierenden endlichen 
Mengen fungieren sollen, gegeben, so l4Bt sich zunichst konstruktiv der Be- 
griff des Systems (oft “Tupel’ oder ‘k-tupel fiir beliebiges k’ genannt) auf ein- 
fachste Weise definieren durch 

I. x sei ein System, 

II. wenn ¢ ein System ist, dann sei x, x ein System; 
formalisiert I. x 

i. 2, &. 
Nach Definition von x ¢ {x} (x kommt in ¢ vor) und {x} = {y} (in ¢ und 9 
kommen dieselben Individuen vor) entsteht durch Abstraktion der Begriff der 
endlichen Menge. Indem trivialer Weise jedem System eine Ordinalzahl zu- 
geordnet werden kann — die axiomatische Theorie von Ordnungen und Wohl- 
ordnungen ist hier véllig entbehrlich —, kommt auch jeder endlichen Menge 


*) Vgl. Lorenzen, P.: Math. Z. 54, 1 (1951). 
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eine Kardinalzahl zu. Auf Grund des Zusammenhanges von Summe und 
Produkt fiir Zahlen einerseits, fiir Systeme bzw. Mengen andererseits, lassen 
sich die bekannten elementaren Wherlegungen (z. B. die Betrachtung eines 
Rechtecks zum Beweis der Kommutativitaét der Multiplikation) formalisieren, 
und diese kénnen die schwierigeren GrassmaNNschen Induktionsbeweise er- 
setzen. Die Invarianz der Kardinalzahl gegeniiber umkehrbaren Abbildungen 


muB hier — im Gegensatz zur naiven und axiomatischen Mengenlehre — be- 
wiesen werden (dafiir fallt der Endlichkeitsbeweis fiir {1, 2,..., k} weg). Das 
Invarianzprinzip, nach dem es keine eineindeutige Zuordnung von {1,.. . , k 
ee 1} gibt fiir k 4-1, ist interessanterweise ein Satz der fiir ‘alle még- 


lichen’ Zuordnungen gilt — mit Hilfe welcher Sprache auch immer diese de- 
finiert seien. Die Existenz solcher Satze ist sicherlich eine Verfiihrung dazu, 
auch an die Existenz einer ‘allumfassenden’ Sprache zu glauben, was ja so- 
wohl den naiven wie auch den axiomatischen Standpunkt kennzeichnet. Der 
Beweis in § 5 zeigt demgegeniiber, daB es sich bei dem Invarianzprinzip nur 
um einen einfachen finit-kombinatorischen Sachverhalt handelt, der nur in- 
sofern etwas iiber ‘alle méglichen’ Sprachen aussagt, als die Aussagen jeder 
Sprache (endliche) Zeichen sind. 


§ 1. Die Ordnung der Zahlen. 


Wir setzen die Theorie der Zahlen |, ||. lll, . . ., fiir die wir hier die Variablen 
k und | verwenden, soweit als bekannt voraus, wie sie in der konstruktiven 
Begriindung der Mathematik!) entwickelt ist, insbesondere die Relationen =, 
+ und das Identitatsprinzip 


k=1A A(k) > A(). 


Fiir die Relationen < und > geben wir folgende induktive Definitionen: 


(D,) Isk 
(D,) kxl-+kisll 
(D,) kli>l 


(D,) k>l+ki>l. 
Als Inversionen’) gelten 


(*D,) kisll+ksxl 
(*D,) kl> ll + k>l. 


Es ergibt sich ferner leicht die Unableitbarkeit!) von k, <I (denn &, I<! = 
l= k wegen kyl#l und kI< ll #&k, I<! wegen /|+1) und von |> k, (denn 
ki>|+#1> &, und kIl> ll = |>>y wegen k | I). 

Damit haben wir 


(S) 1 kI<I 
(S,) ll> k, 


indem wir hier |] fiir die Negation schreiben. 


*) Lorenzen, P.: Math. Z. 58, 162 (1950). 
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Wir schreiben k = 1 fiir 1< k und k <1 fiir 1> k. Die Beweise der fol- 
genden Satze mit Hilfe des Induktionsprinzips 


A (I), Ag(A (k) + A (Bl) > A (o)*) 
bzw. des abgeleiteten Prinzips der Paar-Induktion 
A (La Aga (FLD a Ag A (L RD a Agr (A (2) > A (AI, UM) + A (he, by) 
sind analog zu (S,), (S,) und (S,,) aus’) zu fiihren. 


(S:) ksSlyk>l 

(3) T(e<I,k>D. 
S,, 8, ergeben zusammen 

ksl+)]k>l. 

(S;) kek 

(S,) k<lyk2l 

(8S) kselak2zl+k= 

(S,) k<kjAk sk > ky ks. 
Bei S, beweist man k, < |/A |< k, > k, < k, aus D,, S, und beweist 

kixkiIAkIlsk + kk, 
durch Paar-Induktion nach k,, ks. 


(S,) k>&l 
(Sy) k<ll+k<l 
(S,,) k<l-kslAk+1. 


Aus dem Induktionsprinzip ergibt sich anschlieBend das ordnungstheoretische 
Induktionsprinzip 


Aul Ax A (k) + A (ko) + A (2) 
k<ke 


und durch Kontraposition das Minimalprinzip 


A (!) + \/x, (A (ho) A Ae (A (h) + & = ))- 
Indem wir den Gebrauch von Termen!) als bekannt voraussetzen, schreiben 
wir die Definition von Addition und Multiplikation: 
(D;) k+1=4&l 
(De) & + ke l= (&, + &,)I 
(D,) k-l=k 
(Ds) hy hg l= ky het hy. 


*) Ag bzw.- /Ax,, statt ,,fiir alle k“ bzw. ,,fiir alle k und 1“. A bzw. y statt ,,und“ 
bzw. ,,oder. \z statt ,,fiir ein k“ (es gibt ein &). 








334 P. LORENZEN: 


Von den iiber Addition und Multiplikation geltenden Sitzen brauchen wir 
im folgenden nur den — leicht durch Induktion zu gewinnenden — 


(S,) I+ k= kl. 
Wir schreiben im folgenden 1 statt |, 2 statt ||. 


§ 2. Systeme. 


Als Variable fiir die Individuen (z. B. die Zahlen) nehmen wir x und y. 
Wir definieren Systeme — fiir die wir die Variablen ¢ und » benutzen — durch 


a x 
II. t>t,s 
Hiernach sind alle Systeme von der Form 2,, 2, ..., 2 — wir werden diese 


Schreibweise aber zu Beweiszwecken nur verwenden, wenn sie sich ersichtlich 
eliminieren 14Bt. Analog zur Semiotik') definieren wir Gleichheit = und Un- 
gleichheit + fiir Systeme — indem z= y und x + y als schon definiert an- 
genommen wird — durch 


(Di) t=HAet—y-2t,z=—d,y 


(D3, 1) EFU>+ET+HDY 
(D2 2) rHy>trc+y,y, 
d.h. 2,...,%,= ¥,---,y¥ genau dann, wenn k=/1 und z= y%A.---A 


te= Y- Wir definieren die (geordnete) Addition und die (antilexikalisch ge- 
ordnete) Multiplikation von Systemen durch 

(D3) Ey, (La 2) = (Ly a), 2 

(Di) (t,2)oy=foy,roy 

(D§) ro(v,y)= FON, roy, 


d. h. (aq, - « op Meo (Hay - - +2 He) = By - > 25 Gan Ban « s 
und (2, - - «5 Zp) O (Hy - - +» H) = 
= 2,0 %;...; Spy O Has Fy O Pa» - «+» BHO Mgr ~- -» 2O Mp» ~~ +> BOM: 


Hierbei ist zo y undefiniert, es gelte 
OW = Ze Ye? B= WAR Ys- 


Die Beweise fiir die Ausfihrbarkeit und Eindeutigkeit der Operationen sind 
analog zur Arithmetik leicht zu ergiinzen. Von den Siatzen iiber Addition 


und Multiplikation von Systemen brauchen wir zuniichst nur die Assoziativitat 
der Addition. 


(Sz) Ea» (Ler Ls) = (Ly Ee) ds 


Beweis durch Systeminduktion’), d. h. durch 


Az A (2) A Agoz (A (8) +A (8, 2) + A (9) - 
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Denn es gilt t,, (Z2, %) = (1, £2), Z und aus f,, (£), 3) = (Ly, Le), Fy folgt 
Tis (Ze» (Ea. %)) = Ex ((Le» Es), 2) = (La» (Le» Ea), = ((Ea» Le), Es), T= (La Ee),(Ea» 2)- 
Wir definieren. jetzt zu-jedem System r eine Ordinalzahl | r| durch 
‘ (De) z\=1 
(D7) |g, 2,/=|¢,+1 
und beweisen zunachst 


(S23) |x, 9) =| y 
(83) roy) = [z/-/y! 


I 
rt 
+ 


durch Systeminduktion. 


Beweis von S83: 1) |x, z| = |r\+1={zr\/4+/\2! nach D,, D,, 
2) aus |r,9|= |r| + |p| folgt 
t,(0,y)|=|(x,0),9| =| t-9|+ 1 = (le| + |o))+1=iz]+ (jo, + l)=|z\+|0,¥:. 
Beweis von §,: 1) |roy|=|z|,denn|zoy| = 1 =|2| undaus| roy! =| z| folgt 
(x, z)Oy|=|roy,roy;=|t+1= (4,2 
2) aus |roy|=|z|-|9| folgt |ro(b, y)| = |rov, roy = 
=|r09|+|roy|=(z|-|y|+ |z)=[ze]-(o +1)=|z\- ley. 


Aus diesem Beweis ist zu sehen, warum wir — nachdem die Multiplikation 
fiir Zahlen durch D,, D, definiert war — fiir Systeme die antilexikalische 
Multiplikation gewahlt haben. Aus S? und 83 folgt selbstverstandlich 


(Sis) hy + (hy + by) = (ky + hy) + be. 


§ 3. Endliche Mengen. 


Zur formalen Vereinfachung lassen wir jetzt auch ein leeres System @ zu — 
und dementsprechend unter den Ordinalzahlen von Systemen ebenfalls die 0. 
Wir setzen 

@|=0 


2@,~=%,09= 


| 
Q wo 


SOL=1T0S 


Jetzt definieren wir 


(D3) rE {rt} -Ve,,1 ty 2% Ee= E> 


d. h. es gilt x € {x,,..., 2} genau dann, wenn z= 4,y t= %ay...vVU= xX. 
Fiir die Zeichen {¢} verwenden wir die Variablen M und N und setzen 


(Dj) McN-A,(4€M+2z€N) 
(Dfo) M=N-+-MCNANCM. 
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Wir nennen {{} die aus ¢ erzeugte Menge. Unter den Systemen, die dieselbe 
Menge erzeugen, sind die einfachen Systeme ausgezeichnet, die definiert sind 
durch 


(Djii) einfach + /,, 5,2 (fy te= E> 1 TE {Up Ea})- 
Mit Hilfe von Sj folgt leicht, daB mit z,, r,, £, auch x, und 4,, ¢, einfach sind. 


(S83) x einfach , 9 einfach , {r} = {yp} +| £| = |p]. 
Beweis durch Induktion nach | r 


1. fiir leere Systeme ist Sj trivial, 


2. es sei + @ und t= fo, x. Aus {x} = {py} folgt y = M» z, H, und {r,} = 

{t),,1)2} wegen der Einfachheit von x und p. Wegem |x| =|t9\+ 1> | £o| folgt 
ma. Induktionsvoraussetzung | tf»! = |),, 92! = || + |Del und daher mit Sie 
Sis 


lz] = |to + 1= || + [De] + 1 = |o,! + 1+ | 92] = |m,, y, 0] = |]. 


Fiir jede Menge M definieren wir jetzt die — nach dem Minimalprinzip exi- 
stierende — kleinste Ordinalzahl |r| mit M = {x} als Kardinalzahl | ¥|. 
Nach dieser Definition ist |{r}| < |r 


(S3) {x}| = 4 > x einfach. 


Beweis: Ware z nicht einfach, d.h. ¢ = £,, 2, £2 und x €{f,, £,}, so ware 
{x}= {ty Xa} und daher |{x}| = |{t, t2}| S| fy Fe] = |G + | Ee! <|t- 


Nach S8§ gibt es zu jeder Menge M ein einfaches System ¢ mit M = {x} und fiir 
dieses gilt {rt} = r|'. Wegen 8S? gilt also auch 


(S8) einfach + |{z}| = 
Definiert man fiir jede Zahl k das System [k] = 1, 2, ..., & durch 
{lj=1 
[e+ 1] = [k], e+ 1, 


so ist stets [k] ein einfaches System. Aus der Definition folgt |(k]| = k, also 
gilt auch {[k]}| = &. 


§ 4. Abbildungen von Systemen und endlichen Mengen. 


Unter einer Abbildung f von ¢ = 2,,..., 2 in ) verstehen wir ein System 
von Paaren 
OY» +++» OM, Mit {y,, He, ~~ +» Ye} C {y}. 
Die induktive Definition von ‘f ist Abbildung von x in ty’ lautet: 
1. @ ist Abbildung von g@ in b, 


2. y €{y} Af ist Abbildung von ¢ in) > 


> 7, roy ist Abbildung von rf, z in p. 
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Eine Abbildung f == 2,0y,,..., 2,04, heiBt umkehrbar, wenn das System 
Y,,-- +> Ye einfach ist. (Die Zwischenpunkte . . . lieBen sich selbstverstindlich 

auch fiir diese Definition vermeiden. ) 
Schubfachsatz: Eine Abbildung von ¢ in p ist fiir |x| > | nicht umkehrbar. 

Beweis durch Induktion nach | r| 

P 1. fir r= @ trivial; 
2. es sei £= fy, 2 und f eine umkehrbare Abbildung von 
t in y. Es ist f =f’, roy mit y¢€{n}. Streichen wir in 
y alle Elemente y, so bleibt ein System , iibrig mit 
'o| + 1 << || — und wegen der Umkebrbarkeit von f ist 
auch f’ eine umkehrbare Abbildung VON fp in ty. Nach 
Induktionsvorauseetzung gilt |r,| << |p) d.h. |x! == | r9!/+ 
+15 |p| + 1S |p}. 


Ist ¢ einfach, dann heiBt fiir eine (umkehrbare) Abbildung f = 2,0 y,,.. ., 
1,0 yy die Menge {f} eine (umkehrbare) Abbildung von {rz} auf {y,,..., yg}. 
Aus dieser Definition folgt mit S83 aus dem Schubfachsatz sofort der 

Invarianzsatz: Gibt es eine umkehrbare Abbildung von M auf N, dann ist 
M|\='\N\. 


Die Umkehrung dieses Satzes ist trivial, denn, wenn |M|= N| gilt, dann 
gibt es einfache Systeme r¢ und mit M = {zr}, N = {py} und |r = |p). Fir 
f= f..5% und § =: Yys ++ +> Ye St {TO Y,, Te OYo,-.-, T~O Yy} die gesuchite 
Abbildung. 


Als Anwendung des Invarianzsatzes ergibt sich z. B. sofort die Kommutati- 
vitét der Multiplikation von Zahlen durch Konstruktion einer umkehrbaren 
Abbildung {f} von {x0} auf {yor}. Bei einfachem ¢ = 2, ..., a4. und 


D = Y>-+ +> Yig Geniigt {f} = {..., (zeOy,)O(ypOm%),...} mitk<s kundls h. 


§ 5. Das Invarianzprinzip. 


Wir stellen uns — allerdings nur ironisch — auf den naiven Standpunkt 
und betrachten eine Zuordnung 9 zwischen Zahlen Wir schreiben k ol wenn 
die Zuordnung o der Zahl k die Zah! | zuordnet. 

Wir nennen die Zuordnung eindeutig, wenn 


kol,Akol, +l, =1, 
gilt. Wir nennen die Zuordnung eine Zuordnung aus [k,] auf [/,], wenn 
Ar Vekol gilt. 
Isl, kSke 
Dann gilt zuniachst das 


Verallgemeinerte Schubfachprinzip: Eine Zuordnung aus [k,] auf [/,] ist fiir 
k, < |, nicht eindeutig, d. h. 

Ar Vek ol-Vi Vin ohn kol,). 

ish kak, L+h 


Zum Beweis benutzen wir von g nur, daB es ein Zeichen ist. Von den mit 
diesem Zeichen als Primaussagen'!) zusammensetzbaren Aussagen bilden wir 


(1), Nu Vi kol. 
is tsk 


Mathematische Aunalen. 12% ms 4 
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Die Aussage VE kol ist aquivalent mit loly2oly...ykol und, da 


/\, A ()) aquiv e5 ‘ist mit A (1), A (2),...,aA (Ig), erhalten wir als weitere 
ish 
aquivalente Umformung von (1): 


(loaly...yvhala(lo2y..-vheo2a---natleby---vheok)- 


(Wir verzichten hier auf die etwas miihsame Eliminierung der Zwischenpunkte. ) 
Dies ist nach den distributiven Gesetzen fiir A. und \V &quivalent mit 


(2) (lola...,s lol)y.--yv(keala .--Akol,). 


Ersetzen wir k ol durch lok, so liefert jedes Disjunktionsglied von (2) 
ein System 


LOY, - ++» lO Yq mit {y;,.--, Yigt C {ho} - 


Wir erhalten also eine Abbildung von [J,] in [k,]. Diese ist nach dem Schub- 
fachsatz unter Voraussetzung von k, <1, nicht umkehrbar, d.h. jedes Dis- 
junktionsglied von (2) enthalt zwei Glieder mit y, = y, und l,+1,. Jedes 
Disjunktionsglied von (2) impliziert also zunichst eine Aussage k ol,,k ol, 
mit 1, + 1, und daher auch \/; \/i,1, (kKohakol,) q. e. d. 
Ll, 

Durch zweifache Anwendung dieses Prinzips folgt das 

Invarianzprinzip: Gibt es eine eineindeutige Zuordnung von [k,} auf [J]. 
dann ist 


b=. 


Das Invarianzprinzip ist hiernach nichts anderes als eine Anwendung des In- 
varianzsatzes auf die Logik, d. h. die Syntax beliebiger Kalkiile. 


(Eingegangen am 10. Dezember 1950.) 








Berichtigung. 


Corrections to my paper ,,New proof of two theorems concerning tauberian reduction of 
integrale by I. S. Gat in Paris. Math. Ann. 122, 390—399 (1951). 


This paper, which was recently published in Math. Annalen, Vol. 122, pp. 
390—399 (1951), contains the following misprints: 


p. 391, 1. 15 above, p. 393, 1.8 and 10, p. 394, 1. 2 twice, p. 397, 1. 10 and 
|. 13 above, p. 398, 1. 14 and p. 399, |. 16: should be fe -++ instead of [G. 


p. 391, 1. 8 above: almost everywhere on the set © should be in italics. 
n—A n—A 


mn ae ” 2 —19i—n 
i=1 D»,-0 24—® instead of 2191 5,00 * . 


p. 391, 1. 4 above: 


s 
p. 392, 1. 15: equality (4) instead of equality (5). 


p. 392, 1. 19: y"—! instead of Pay oe 


aa=l 
p. 393, 1. 11: Denote by EZ, instead of Denote by £,. 
p. 393, 1. 14: fz, ++ instead of f E,,--- (twice) . 


p. 395, 1.3: the denominator of the formula should be written as follows: 
4p 
R ?—? H (2") o (2") 
1—p 


p. 395, 1. 4: the last factor of the formula should be written thus, n !*+?. 


_— 


p. 395, 1.3 above: the right hand side of the inequality should start 
Se+8 
with <20 7-!. 
p. 397, 1.4: only repeat instead of only the repeat. 
p. 397, 
p. 397, 


— 


. 14 above: for every couple (0, VY) and (M, N) should be in italics. 


. 2 above:  (N) instead of yp (N). 
p. 398, 1.9: depending only on y instead of depending only y. 
p. 398, 1. 14: @ (2") instead of yp (2"). 


_ (yaya (a—y)Aa 


p. 399, 1.7: 2 P instead of 2 P 


p. 399, 1.20: and let « : instead of and let y = 1, and 


choose 7 (N) = 8 N instead of choose y (N) = 41. 


p. 399, 1. 6 above: ...2¢-=(+),,, instead of ... 24-MU+”,,,, 


p. 399, 1. 5 above: the estimation should be 
n—A ae n) A—mn 
~n 2 -—-loe* gn +i1 nm ‘ » -ont+3 — 4s 
a i=1 DL m=0 2* = 2 vanities = <2 = p (2"). 


p. 399, 1.2 above: 8 N instead of 4N. 





Berichtigung 


zur Arbeit von L. Réper, Math. Ann. 122, 127—130 (1950). 


Der Titel sollte richtig so lauten: Die endlichen Gruppen ohne direkt 
zerlegbare Untergruppen. 


Herr SzEKERES machte mich freundlich aufmerksam, daB durch die 
Gleichungen (2), (2’) zufolge der Assoziativititsbedingungen nur die verall- 
gemeinerten Quaternionengruppen (Fall e = 0) definiert werden. 

















Math. Annalen, Bd. 123, 8. 341—344 (1951). 


Zur Begriindung der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. 


e Von 
Frieprich BacHMANN in Kiel. 


Bei der Entwicklung der ebenen metrischen Geometrie aus dem Spiege- 
lungsbegriff, welche auf Untersuchungen von HEssENBERG') und HJELMSLEV?) 
zuriickgeht, wird ein Gruppenkalkiil verwendet, dessen Gegenstand Spiege- 
lungsprodukte sind ; geometrische Begriffe werden durch Spiegelungsrelationen 
ausgedriickt und geometrische Satze durch Aussagen tiber die Gleichheit von 
Spiegelungsprodukten wiedergegeben. Als ein wichtiges Beweismittel erweist 
sich, wie z. B. der Hess—nNBERGsche Beweis des Pascatschen Satzes zeigt, der 
,, Satz von den drei Spiegelungen“, d. h. die Aussage, daB das Produkt von 
drei Spiegelungen, deren Achsen durch einen Punkt gehen bzw. auf einer 
Geraden senkrecht stehen, wiederum eine Spiegelung ist. 

Ein Axiomensystem, welches den spiegelungsgeometrischen Standpunkt 
rein zur Geltung bringt und, von den Spiegelungen und ihrer Verkniipfung 
ausgehend, die Begriindung der ebenen absoluten Geometrie (mit EinschluB 
der elliptischen) vorzunehmen gestattet, hat ARNoLD Scumipt angegeben*). 
Im folgenden wird eine reduzierte Fassung dieses Axiomensystems vorge- 
schlagen und gezeigt, daB die weiteren, von ARNoLtD Scumipt als Axiome 
aufgestellten Tatsachen beweisbar sind*). Man erkennt so, daB es fiir die 
Begriindung der ebenen absoluten Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff*) 
geniigt, als geometrische Axiome die Existenz und Eindeutigkeit der Verbin- 
dungsgeraden, die Existenz der Senkrechten und den Satz von den drei 
Spiegelungen anzunehmen. — 

Das reduzierte Axiomensystem lautet: 

Grundannahme. Zs sei ein System von involutorischen Erzeugenden einer 
Gruppe gegeben®). Die Elemente des Erzeugendensystems werden Geraden- 
spiegelungen, kurz auch Geraden genannt und mit kleinen lateinischen Buch- 
steben bezeichnet. 

Def. 1. a heiBe senkrecht zu b, in Zeichen a |. b, wenn ab = ba und a + bd. 

Def. 2. Ein Produkt ab mit a | 6 heiBe eine Punktspiegelung, kurz ein 
Punkt. Punkte werden mit ygroBen lateinischen Buchstaben bezeichnet. 

Def. 3. P heiBe inzident mit g, in Zeichen P T g oder g T P, wenn Pg = 
gP und P +. 

1) HessenBERG, G.: Neue Begriindung der Spharik. Sitzgsber. Berliner math. Ges. 4, 
69—77 (1905). Grundlagen der Geometrie. §§ 36—39. Berlin 1930. 

*) Hsetmstev, J.: Einleitung in die allgemeine Kongruenzlehre. Math.-fys. Medd. 
kgl. danske Videnskabernes Selskab 8, 11 (1929); 10, i (1929); 19, 12 (1942); 22, 6 (1945); 
22, 13 (1945); 25, 10 (1949). 

*) Scumipt, ARNOLD: Die Dualitaét von Inzidenz und Senkrechtstehen in der abso- 
luten Geometrie, Math. Ann. 118, 609—625 (1943). 

*) ARNOLD ScumipT hatte die Frage der Unabhangigkeit der Axiome hinter gewissen 
anderen, beweistechnischen Gesichtspunkten, darunter dem der Dualitat, zuriickgestellt. 

5) Wie sie yon ARNOLD Scumipt a. a. O. §3 durchgefiihrt ist. 

*) Involutorisch bedeute Ordnung 2. — Den Inhalt der Grundannahme kénnte man 


etwas sparsamer ohne Verwendung des Gruppenbegriffs aussprechen, ahnlich wie ARNOLD 
Scumipt a. a. O. S. 611. . wie 
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Durch die Schreibweise g I P, Q sofen die Aussagen gT P und gT Q, 
durch g,h T P, Q die Aussageng T P, g TQ, ATP, hTQ, durcha,b,cig 
die Aussagen a | g, b | g, c | g zusammengefaBt werden usf. 

Axiom 1. Wenn P + Q, gibt es ein g, so daB g T P, Q. 

Axiom 2. Aus P+ Q und g,hT P, Q folgt g =: h. 

Axiom 3. Zu P,g gibt es stets ein l, so daBl IP undl g. 

Axiom 4. Wenn a,b,c I P, gibt es ein d, so daB abc = d. 

Axiom 5. Wenn a,b,c | g, gibt es ein d, so daB abc = d. 

Axiom 6. Es gibt g, h, 7; sodaBg | hund wederj | gnochj | hnochj T gh. 

Die Axiome besagen: 1. Zu zwei verschiedenen Punkten gibt es stets eine 
Gerade, die mit beiden inzidiert. 2. Mit zwei verschiedenen Punkten inzidiert 
héchstens eine Gerade. 3. Durch jeden Punkt gibt es zu jeder Geraden eine 
Senkrechte’). 4. Das Produkt von drei Geraden, die mit einem Punkt inzi- 
dieren, ist eine Gerade. 5. Das Produkt von drei Geraden, die auf einer Geraden 
senkrecht stehen, ist eine Gerade. 6. Es gibt zwei senkrechte Geraden g, h 
und eine Gerade j, die weder zu g noch zu h senkrecht ist und nicht mit dem 
Punkt gh inzidiert. 

rilt fiir einen Punkt P und eine Gerade g die Gleichung P = g, so heiBen P 
und g zueinander polar. Existiert ein Pol-Polaren-Element P, g, so gibt es zu 
jedem Punkt eine Polare und zu jeder Geraden einen Pol*); die Geometrie ist 
dann elliptisch. 

Wir geben nun auf Grund des reduzierten Axiomensystems einen Beweis®) 
fiir die ,, Umkehrung des Satzes von den drei Spiegelungen“, welche gleichfulls 
ein wichtiges Hilfsmittel des spiegelunysgeometrischen SchlieBens’ ist und 
besagt, daB das Produkt von drei Geraden, wenn die beiden ersten durch einen 
Punkt P gehen bzw. auf einer Geraden g senkrecht stehen, nur danneine 
Gerade ist, wenn auch die dritte Gerade durch P geht bzw. auf g senkrecht 
steht (Satz 5, 11). 

1. (Erginzung zu Def. 2) Aus P = ab folgt a | b und PT a,b. 

Da P nach Definition 2 involutorisch ist, folgt aus P = ab, daB ab involu- 
torisch ist, also a | 6. Aus P = ab folgt ferner a P = 5; also ist a P involu- 
torisch, also P T a. Entsprechend PT b. 


” 


2. (Eindeutigkeit des Orthogonalenschnitts) Aus aj b und PT a,b 
folgt P = ab. 

Wegen a | b ist ab nach Definition 2 ein Punkt, und nach 1 gilt ab T a, b. 
Da nach Voraussetzung auch P T a, b und a + 3, gilt nach Axiom 2 P= ab. 

3. Wenn P T g, yibt es ein h, so daB h= gP. 

Nach Axiom 3 gibt es ein h mit h | g, h I P. Hieraus folgt wegen PT g 
nach 2 h=gP. 

4. (Ergiinzung zu Axiom 4) Aus a,b,c [ P und abc = d folgt dT P. 

Von den behaupteten Beziehungen dP = Pd und d+ P folgt die erste 
unmittelbar aus den Voraussetzungen. Wire nun d= P, also abc= P, so 
wire bc =aP. Da hierin die rechte Seite nach Voraussetzung involutorisch 
ist, muB dies auch die linke, also b | c sein. Da zudem b,c [ P, folgt nach 2 


”) Es wiirde nebenbei geniigen, Axiom 3 fiir nicht-inzidierende P, g zu postulieren. 
Inzidiert P mit g, so folgt die Existenz einer Senkrechten aus Axiom 4. 

*) ARNOLD ScumrnT a. a. O., Satz 4 (2). 

*) Bemerkenswert ist, daB hierbei die Existenz einer Verbindungsgeraden, also 
Axiom 1, nicht benutzt wird. Auch die Verwendung von Axiom 4 lieBe sich vermeiden. 

















Zur Begrindung der Geometrie. 343 
P= be. Man hitte also bc = aP und bc = P, daher aP = P, was unméglich, 
da a vom Einselement der Gruppe verschieden ist. 

5. (Umkehrung von Axiom 4) Aus a,b T P, a+b, abc=d folgt cTP. 

Nach Axiom 3 gibt es ein b’, so daB b’ T P, 6’ | c. Nach Axiom 4 gibt es 
ein a’, so daB ab = a’b’; nach 4 ist a’ T P, und es ist a’ + b’, daa +b. Wegen 
b’ 1 ¢ ist nach Definition 2 b’c ein Punkt P’; da a’b’c=d, ist dann auch 
a’d= P’ und nach 1 P’ [ a’, bd’. Es gilt also a’, 6’ T P, P’ und a’ + 0’, also 
nach Axiom 2 P= P’. Hieraus folgt die Behauptung,’ da b’c= P’ nach 1 
cet FP’ zur Folge hat. 

6. (Erginzung zu Axiom 5) Aus a,b,c | g und abc = d folgt d | g. 

Von den behaupteten Beziehungen dg= gd und d+ gq folgt die epste 
unmittelbar aus den Voraussetzungen. Wire nun d = g, also abc = g, so wire 
be=ag. Setzt man nach Definition 2 ag= P, bg = Q, so wire zugleich 
bc = P. Nach 1 wiirde dann b, g T P, Q, also da b + g, nach Axiom 2 P= Q, 
also bc = bg, c= g gelten, im Widerspruch zur Voraussetzung. 

7. (Existenz des Spiegelpunktes) g Pg ist stets ein Punkt. 

Nach Axiom 3 gibt es ein 1, so daB 1 | g, 1 P, und nach 3 ein p, so daB 
p= Pl; nach 1 gilt hierbei/ | p. Aus! | g, p folgt nach Axiom 5, daB gpg 
= p’, und nach 6 gilt p’ | 1. Es ist nun g Pg = gplg = p'l und p'l ein Punkt, 
da p’ | 1. 

8. Aus PT lundl! g folgt gPgT l. 

Aus Pl=I1P und gl= lg folgt:zunichst g Pgl=1gPg; und da wegen 
PT 1 auBerdem P + lI, folgt g Pg + glg, also g Pg + I. 

9. (Eindeutigkeit der Senkrechten) Aus P+g, a,b IP, a,b1 9 folgt 
a= b. 

1. Fall P+g Pg: Nach 8 folgt aus PTa, a |g: g Pg 1a, und entsprechend 
aus PTb, big: gPg1b. Also kann nach Axiom 2 auf a = b geschlossen 
werden, da nach Voraussetzung P T a,b und g Pg + P. 

2. Fall P= g Pg: Aus P = g Pg folgt P I g, da nach Voraussetzung P + g. 
Aus PT g,a und g | a folgt nach 2 P= ga, und entsprechend aus PT g, } 
und g | 6: P=gb. Also ga= gb, a=b. 

10. Zu jedem c gibt es ein P mit PT c. 

Betrachte den Grundpunkt gh aus Axiom 6. Nach Axiom 3 gibt es ein 
l,sodaB lt gh, 14 c. Nach Definition 2 ist lc ein Punkt, welcher nach 1 mit c 
inzidiert. 

11. (Umkehrung von Axiom 5) Aus a,b | g, a+b, abc=d folgt c | g. 

Sei P ein beliebiger Punkt mit PT c¢ (existiert nach 10). Falls P = g, 
sog 1c. Sei alsco P+g. Nach Axiom 3 gibt es ein c’, so daB c’ T P, ce’ 1 g. 
Ist c = c’, so iste | g. Ich zeige nun, daB c + c’ unméglich ist: Daa, b,c’ | g, 
gibt es nach Axiom 5 ein d’, so daB ab = d' c’; nach 6 ist d’ | g, und es ist 
c +d’, daa+b. Aus ab=dc, ab=d'c’ folgt dc=d'c’, cc’=dd’. Aus 
c,c’ | P, cc’ = dd’ wiirde, falls c + c’ wiire, nach 5 d’ I P folgen. Man hitte 
also P+, c’,d’TP, c,d’ 1g, ¢e’+d' — im Widerspruch zu 9. 

Mit dem Beweis dieser Sitze ist der AnschluB an den Aufbau der absoluten 
Geometrie, wie ARNOLD Scumipt ihn gegeben hat, hergestellt. Von seinen 
Axiomen la, b bis 5a, b entsprechen die Axiome la, 3a, 1b, 4a, 4b unseren 
Axiomen 1, 2, 3, 4, 5 und die Axiome 2a, 5a, 3b, 5b unseren Sitzen 3, 5, 9, 11; 
das Axiom 2b ist eine unmittelbare Folge unserer Definition 2. Fiir den 
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Nachweis, daB alle Axiome von ARNOLD ScumIptT aus dem reduzierten Axio- 
mensystem folgen, bleibt nur zu zeigen, daB seine Axiome 6b und 6a, die die 
notwendige Reichhaltigkeit an axiomatisch gegebenen Elementen sichern, 
aus unserem Axiom 6, der Existenz eines ,,Grunddreiseits“ g,h,j gefolgert 
werden kénnen. Dies ist mit einfachen Schliissen zu sehen, sei aber der Voll- 
staindigkeit halber doch ausgefiihrt (Satz 12, 13). 

12. Zu jedem a gibt es ein b, so daB a + b und nicht a | b. 

Die gesuchte Gerade kann bereits unter den Geraden g, h, 7 des Grund- 
dreiseits gefunden werden. «Diese sind voneinander verschieden (g +h, da 
g 1 h;j7+9,dajag | A, nicht; | h; und entsprechend j + A), und es ist auch 
j + gh (denn gh=j wiirde gj = jg und, wegen g + 7, g 1 j zur Folge haben). 
Daher kann, falls a = g oder a = h ist, b= 7 gewahlt werden und, falls a = j 
ist, b= g. Sei nun a+g,h,j. Es kann nicht gleichzeitig a | g,h,j sein; 
denn hieraus wiirde nach Axiom 5 ghj = d, also ghj = jhg und, wegen j + gh, 
j 1 gh folgen. Unter den Geraden g, h, j gibt es also mindestens eine, die nicht 
zu a senkrecht ist. Diese kann dann ais 6 gewahlt werden. 

13. Zu jedem A gibt es ein b, so daB A + b und nicht AT b. 

Das gesuchte 6 kann wieder unter den Geraden g, h,7 des Grunddreiseits 
gefunden werden. DaB gleichzeitig A T g, h,j gilt, ist nicht méglich; denn aus 
Atg,h folgt nach 2 A=gh, und wire noch AT j, so wiirde sich j IT gh 
ergeben. Ist A T g,h, also A = gh, so kann, da gh +j und nicht gh T j gilt, 
b = j gewahlt werden. Ist A T g,j, so ist A + h (denn A J j und A = hk hitte 
h ij j zur Folge) und nicht A T h; also kann 6 = h gewahit werden. Entspre- 
chend kann, falls A T h,j gilt, b = g gewahlit werden. Falls A nicht mit zweien 
der Geraden g,h,j inzidiert, gibt es unter den beiden, mit denen A nicht 
inzidiert, wenigstens eine, welche ungleich A ist. Diese kann dann als 6 gewahlt 
werden. 

Hiermit ist gezeigt: Ist eine Menge von Geradenspiegelungen gegeben, die 
dem reduzierten Axiomensystem geniigt, so geniigen diese Geradenspiegelungen 
und die durch Definition 2 eingefiihrten Punktspiegelungen dem Axiomen- 
system von ARNOLD Scumipr. Ist nun umgekehrt eine Menge von Punkt- und 
Geradenspiegelungen gegeben, die dem Axiomensystem von ARNOLD SCHMIDT 
geniigt, so gilt fiir sie Definition 2 als Satz (folgt unmittelbar aus Axiom la, 
2a, 2b), Axiom 1 his 5 und auch Axiom 6. Um die Existenz von Geraden 
g, h,j einzusehen, die Axiom 6 erfiillen, bestatigt man etwa zunichst, daB es 
einen Punkt P gibt, durch den zwei nicht-orthogonale Geraden gehen; wahlt 
man dann nach Axiom 6a j als eine Gerade, fiir die 7 + P und nicht j T P gilt, 
so gibt es also durch P zwei orthogonale Geraden, die beide von dem von P 
auf j gefillten Lot verschieden sind; diese wihle man als g und h. 

Das reduzierte Axiomensystem ist also dem Axiomensystem von ARNOLD 
Scumipt dquivalent. 


(Bingegangen am 31. Oktober 1950). 














Math. Annalen, Bd. 123, 8S. 345—378 (1951). 


Uber die Beugung elektromagnetischer Schwingungen 
‘ an endlichen homogenen Kérpern’). 


Von 
Ciaus MOLLER in Bonn. 


Das Problem der Beugung elektromagnetischer Schwingungen an endlichen 
homogenen KG6rpern lautet folgendermaBen : 

Es sind zwei Paare von Feldern €, § zu bestimmen, die auBerhalb und 
innerhalb des reflektierenden Kérpers jeweils den Maxwetuschen Gleichungen 
geniigen, wobei diese Gleichungen im Inneren und AuBeren des Kérpers mit 
verschiedenen Dielektrizitaétskonstanten und Permeabilitaéten zu formulieren 
sind. Die Felder haben dabei die Randbedingung zu erfiillen, daB ihre Tan- 
gentialkomponenten an der Grenze des beugenden Korpers iibereinstimmen. 

Mathematisch gesehen stellt dieses Problem eine Art Randwertproblem 
aus dem Gebiet der partiellen Differentialgleichung mit eigentiimlichen 
Schwierigkeiten dar. Bisher liegen meines Wissens explizite Lésungen erst 
fiir Spezialfialle vor, in denen der reflektierende Kérper einfache geometrische 
Gestalt hat [10]*). Das vielfach benutzte Verfahren der Separation der MaxWELL- 
schen Gleichungen durch Einfiihrung krummliniger Koordinaten von Brom- 
wicH kann nicht mehr verallgemeinert werden, wie in einer friiheren Arbeit 
gezeigt wurde [12]. 

Um eine allgemeine Behandlung dieses Fragenkreises zu erméglichen, wurde 
in einer kiirzlich erschienenen Abhandlung [1] eine Mathematische Theorie 
elektromagnetischer Schwingungen in inhomogenen Medien entwickelt, die 
weitgehend unabhangig von Voraussetzungen iiber die Natur der Inhomogeni- 
tiiten ist. Diese Theorie benutzt als zentralen Begriff das HuyeEnssche Prin- 
zip, wie es wohl zuerst von Lamor und KorrLer mathematisch formuliert 
worden ist. Um das Auftreten von Eigenschwingungen (stehenden Wellen) 
zu verhindern, muBten Ausstrahlungsbedingungen eingefiihrt werden, auf 
deren Notwendigkeit auch W. Macnus hingewiesen hat [11]. Die von A. Som- 
MERFELD fiir die Schwingungsgleichung benutzten Ausstrahlungsbedingungen 
wurden fiir die Maxwe.tisclien Gleichungen durch andere ersetzt, mit deren 
Hilfe unter Benutzung eines Satzes von F. Retiicu der Beweis der Eindeutig- 
keit des Beugungsproblems gelang. Aus dem Huyeensschen Prinzip laBt 
sich dann ein Ansatz zur Bestimmung der gebrochenen und reflektierten Felder 
herleiten, der die Lésung des Beugungsproblems auf die Bestimmung der 
von Grenzflichenstrémen erzeugten Felder zuriickfiihrt. Unter Grenzflichen- 
strémen werden dabei Flaichenstromdichten verstanden, die sich an der Grenze 


1) Die vorliegende Arbeit wurde bereits im Mai 1948 von der Wolfenbiitteler Verlags- 
anstalt als Teil einer Darstellung ,,Mathematische Theorie elektromagnetischer Schwingun- 
gen“ in Druck gegeben. Da die Verlagsanstalt inzwischen ihre Tatigkeit einstellen muBte, 
konnte diese Arbeit nicht mehr erscheinen. 


*) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf den Literaturnachweis. 








346 Ciaus MéLier: 


Die Lésung dieses Fragenkreises kann mit Hilfe der Theorie der Integral- 
gleichungen erfolgen, -wobei wesentlich benutzt wird, daB die Integralglei- 
chungen nach dem Eindeutigkeitgsatz keine Eigenlésungen besitzen kénnen. 
Es wird damit ebenfalls bei diesen Problemen eine auch bei der Schwingungs- 
gleichung bestehende Beziehung zwischen Eindeutigkeit und Existenz heraus- 
gearbeitet. 

Die Hauptschwierigkeit besteht dabei in einer Untersuchung der Singu- 
laritéten der auftretenden Integralgleichungen. In diesem Zusammenhang 
erscheint es wichtig, daB es gelingt, die Integralgleichungen auf den Frep- 
HOLM-HiLBERTschen Typ zuriickzufihren. Damit wird der Existenzbeweis 
des allgemeinen Beugungsproblems unter der .Voraussetzung, daB der reflek- 
tierende Kérper von einer analytischen Randfliche begrenzt wird, gewonnen. 

In einer kurzen Note wurden die Grundziige der obigen Theorie bereits 
mitgeteilt. Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit dem noch ausstehenden 
Existenzbeweis. 


1, Einfiihrung. 

Wir werden das Beugungsproblem in der folgenden Formulierung unter- 
suchen: 

Es seien V und % zwei endliche, regulire punktfremde Gebiete, die von 
den Flichen F und § berandet werden. Die Fliche F sei analytisch. Im abge- 
schlossenen Gebiet 8 werden die zweimal stetig differenzierbaren elektrischen 
und magnetischen Stromdichten j und j’ vorgegeben. 


Im AuBeren von V sei das elektromagnetische Verhalten durch ¢, und jig, 
im Inneren von V durch e; und yu; beschrieben. 
Wir wollen annehmen, daB ein rationelles MaBsystem eingefiihrt wurde und 
alle Felder den Zeitanteil in der Form e~‘®‘ enthalten. Dann sind zwei Felder 
€,, H, und €;, H; so zu bestimmen, 
daB in V 
Vx G& —tio pu; 9; = 0; 


auBerhalb V und auBerhalb 8 


Vx € +i we, Ge =0; 
Vx €, —iw 4 H,=9° 


auBerhalb V und innerhalb 8 


Vx De tie, €, =i: 

Vx €, —t@ pa Da = —f 

ist. Die Tangentialkomponenten von 
€,, H, und &;, H; miissen auf F iiber- 
einstimmen. Es muB dariiber hinaus 
€,, H, den Ausstrahlungsbedingungen 


lim R[we, (nx €,) — ky Ha] = 
(4) R-> co 
lim R[@ pg ("X Hq) + & E,] = 0 


R--+c 


(1) 


(2) 


(3) 





Fig. 1. 
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— beliebiger Wahl von P gleichmaBig fiir alle Richtungen geniigen, wihrend 
R &, und R §, gleichmaBig beschrinkt bleiben*) (vgl. Fig. 1). 

Einen Grenzfall dieses Problems stellt die sog. vollkommene Reflexion 
(e; = 00) dar. Hier reduziert sich das Beugungsproblem auf die Bestimmung 
eines Feldes €,, $,, das den Bedingungen (2), (3) und den Ausstrahlungs- 
bedingungen geniigt, waihrend die "Obanindiimacibils der Tangentialkompo- 
nenten durch n x ©, = 0 ersetzt wird, wo n die Flachennormale auf der Rand- 
fliche F von V ist. 

In einer friiheren Arbeit [1] wurden vorbereitende Siatze bewiesen, die 
wir hier kurz zusammenstellen wollen. 

Unter der Voraussetzung, daB 


(5) J m(w)=0 und Re(w) >0 fir Jm() = 


ist, die e und « mit Hilfe der reellen Konstanten «, und o, sowie jy. und o’ 
in der Form 


(6) =et 2s u= pe + <= ©; fy>0; &>0; 6>0; 0’ =0 
dargestellt werden und 


(7) k= Ve = Vwreu 


so bestimmt wird, daB 
(8) Jm(k)=0 und Re(k)>0 fiir J m(k) = 


ist, wurde die Eindeutigkeit der Lésung des Beugungsproblems bewiesen [2]. 

Bevor wir uns dem Beweis der Existenz der Lésung zuwenden kénnen, 
mu8 noch eine mit dem Beugungsproblem dquivalente Fragestellung ent- 
wickelt werden. Wir nehmen dazu an, das Beugungsproblem wiire geldst, 
und die Tangentialkomponenten der Lésung €,, ,; &;, H; seien auf F diffe- 
renzierbar, und ihre Ableitungen geniigten H6LDER-Bedingungen. Die Flache 
F wollen wir als analytisch annehmen. Dann fiihren wir das einfallende Feld 
g,=—_ tz {io moive - i X V Pa + . Oa V gala V + rT4 ou] OV edF 
(9) ‘ 


f (i'n) Voad F 


l . 7 4 
0-7, lio PatiXVGat = ~ 06 Geld V+ 4 irons, 
B 


ein, wobei n auf § ins AuBere von % weist, 


(10) Vi=iwo; Vj’ =two’ 
ist, und 

ite” 
(11) Pa = —— 3 ki =a eg fe 


gesetzt wurde. Mit Hilfe der scheinbaren Stréme 


(12) =i (eq — EES YF =F (ua — 4) Di 
1a8t sich dann das Feld €,, §, in der Form 
(13) €,= €,+ G: $.= 9. + Da 


*) Von W.K. Saunpers [13] wurde fiir reelle w, ¢ und yu ein Eindeutigkeitsbeweis 
angegeben, der nur eine der beiden Bedingungen (4) benétigt (Anm. b. d. Korrektur). 
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mit 
- l y* 
&; = 4x [|i fa S Pa - 
(14) Y scx 
or 7 , v7 7 : . , 
—¥XVgpet ee (VD 7 $a |a¥ we J ($n) Vo.dF 
F 
— 
a= of limes Yat 
(15) . 


' wi , wAe ih wA y ‘ : ’ 
+ 3X Vout Go (V9) 74] a¥ + gxoag | O'") VoudF 
F 


darstellen, wo (4, $4 iiblicherweise als reflektiertes Feld bezeichnet wird. 
Es geniigt ©, $3 im AuBeren von V den Maxwetischen Gleichungen und 
den Ausstrahlungsbedingungen. Ist n die ins AuBere von V gerichtete Nor- 
male auf F’, so ergibt sich mit den auf F gebildeten Flachenstrémen 


(16) ie = -- 1X Oa; jg =n x & 
und deren Flachendivergenzen 
(17) Vr ie = i W 04; Vria = 1 @ 04 


nach dem Huycensschen Prinzip, daB im AuBeren von V 








(18) °c / 4 fq la* Pa ~ ia X Ta + 7 Oa V pa|aF =—G, 

(19) asf lime, ia* Pat iaX VPa+ 05 V7 o.|dF =— Da 

ist. Da (18) beim Durchgang durch F von innen nach auBen den Sprung 
(20) nXj,g=nxnx & = — (G) tang 

und (19) den Sprung 

(21) —~nXj,=n<nX Ho= — (Ha) tang 


erleidet, verschwinden die Tangentialkomponenten des Feldes (18), (19) an 
der Innenseite von F*). Daraus ergibt sich aber, daB dieses Feld im Inneren 
von V identisch verschwindet. 

Aus.dem Hvuycensschen Prinzip folgt weiterhin, daB mit den Flachen- 
stromen, 
(22) 


: k=—nxO;; K=nxG, 
und deren Divergenzen 

(23) Vr i=too;; Vr hi =too; 
im AuBeren von V 


s* , — 1 
[ |i@ mie pe - ix Veet oT olaF =0 
ae * j 
(24) 1 rr 1 ] 
iw &; if i> ‘VgijdF=0 
ix [iw ecit ge + ii x Veit 7.01 V wild 


. 8) Wir meinen mit dieser Ausdrucksweise, daB die Grenzwerte der Komponenten in 
Tangentialrichtung bei Approximation von innen her verschwinden. 
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mit 


(25) 


tkjr 


R= —— 3 B= ore 





ist. Setzen wir noch 

‘ i= —uXH,; C= ux E, 

(26) a oe tes 
Vr ie=1®Q, Vrie=to, 

so ergibt sich aus der Ubereinstimmung der Tangentialkomponenten von &,, &; 

und Da; 9; 

(27) ja+ ie= iss is + ie = ii. 

Da j, und j, aus den Komponenten des einfallenden Feldes bestimmt 
werden, also als bekannt angesehen werden kénnen, geniigt es, zur Lésung 
des Beugungsproblems j;, jj zu bestimmen. 

Durch die Symbole { und f wollen wir nun die Grenzwerte der Inte- 

P; FP, 
grale (18), (19) und (24), (25) bezeichnen, die bei Annaiherung des Aufpunktes 
auf der inneren bzw. auBeren Normalen an F erhalten werden. Dann ist, 
wenn n die Normale im Aufpunkt bezeichnet, 


. 1 : jo 1 Z 
(28) nx gig | [0 baie te — BX Vine + GeV pel dP i 
1 ; " , cy , 
(29) “9x gig | [Fmeeiewe + iex Toe t feet Vol aF Je- 
Da weiterhin wegen (18), (19) und der Sprungrelationen (20), (21) 
1 , . - 1 
(30) ze fi ® fa ia ~— ja X V Pa + z 0Y ve] dF =0 
1 “ hs 1, 
(31) da | |? sii + nx Voe+ 708 Vee] dP =0 
ist, erhalten wir nach (27) 
1 , ‘ a l sy 
(32) nx ix | [om li Pa — 1 X Va + = eV ga] a F = je 
i 
1 . ™ , , ‘ 
(33) —unx ia | [tei to iexVoe+ ap Oh Ve] dF = ji. 
‘ 


Andererseits ist nach (24), (25) 


1 . . * 1 
(34) nx ix | [Pom m-iixVar Zave|ar =o 


1 , . . Bs 
(35) nx gy | [Posi wt ivr ei Velar = 0. 
*a 
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Geniigen 0; und 9; H6LpER-Bedingungen, so ist auf Grund bekannter Siatze 
der Potentialtheorie 


nx [ oT pened vgs 
(36) 2 


aaah 0 i a dF, 


wobei hier und im folgénden V' den peaiiglich der Aufpunktskoordinaten 
angewandten \7-Operator bezeichnet, waihrend ‘7 auf die Quellpunktskoordi- 
naten angewandt wird. Da ¥(¢.— =) und Y( Pi — ~) beim Grenziibergang 
gleichmaBig beschrankt bleiben, ist 
(37) ux faVoedF—nx faVedF =x [eV (a—p4F, 

i a 


— — 


wobei im letzten Integral auch der Aufpunkt auf F liegt. Nun ist 


(38) n> [eV e— pd P=—nx V' [oi(Ge— ak. 
Wegen 
(39) Vr ki == § @ 05 
ergibt sich 

F 1 . wer 

| 0: (Ge — 9) dF = of Vr [is (Ge — gi) 4F + “J Vr (Pa — i) dF 
(40) * 7 

Bhs pi))aF + wf KV (t- pi aF 

mit 


(41) Velga— Yi) = V(Ga— Pi) —0 = (Pa- Pi) i’ Ve (Pa — Pi) =i V (Pa — Y;)- 


Da F geschlossen ist, verschwindet das erste Integral der rechten Seite von (40), 
und wir erhalten 


(42) nx [aVeedF —nx [Ved = Sux | GV og) aF. 


é a 
mal —-s 


Im letzten Integral ist es erlaubt, den Aufpunkt auf F anzunehmen, da die 
zweiten Ableitungen von gy,— @; héchstens von der Ordnung + singular 
werden. Weiterhin ist 

Om EEN Saye ae {ii pad F 


“v6 


(43) ey 


- [an 4 F — aw | i 0.4 F 


i 
> 


4 a ' 
(44) jn’ Pam (NV) Ge=nV Pa- 
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Es ist folglich 5 die Normalableitung hinsichtlich der Aufpunktskoordinaten 
Nun ist nach bekannten Siatzen der Potentialtheorie [2] 
se ss if 
(45) iw [mar 2nii+ [in Ztear, 
F; 

so daB ° 
(46) nx [iiXVoedF =—2xji+ [[nx lGixVo)] dF 

B 

+ 
wird. Analog erhalten wir 
(47) UX [EX VGdP =2 xii + [[nx Gx Ved] aF. 

Py 
Da A 
(48) SicPadF = fi gadF 

F; . 


+ 


ist, ergibt sich aus (32) und (34) 


l 
unde | 


‘ 





. : - 1 
1D Ug hi Pa — Ji X V a+ fa 0: gal aF 


(49) — 90x gy | lim mime — ix V+ LoVe ar 
a 
& + fa ” Y 


= Mt py tra ™®/ (iV) V(ga— i) dF 


+ 7 [|< (n X ji) (KE a — Mi) — 0X XV’ (a Da — & y)|aF 
(50) # 


=€,4)e- 
Daraus folgt die Integralgleichung 


ae 2 fa 1 l - , 
do =f + an aaa | (8 ii XV" (€a Pa — €4 Pi) AF 
(51) 
1 1 . ° . 
~s5 mares | jd) (HS Ge — Hi gi) + 0X (iV) (Ge — PP. 


Aus (33) bzw. (35) erhalten wir durch Multiplikation mit u, bzw. yu; «nd nach- 
folgender Substraktion analog 
— ee ae avi iene 
i i+ we *~ 22 wath | OXI oe Hi gi)\aP 
gp Mee 
2% w (uit fa) 





(52) 
/ [(1 x jf) (Kb ge HE 9) + 0X (iT) T(Ge— pola. 
Diese letzten Umformungen werden notwendig, damit aus den Gleichungen 


(32) bis (35) ein System von Integralgleichungen vom FREDHOLM-HILBERTschen 
Typ gebildet werden kann. 








352 Ciaus MULLER: 


Den Spezialfall 2; = co wollen wir spiiter behandeln und wenden uns zu- 
nachst dem Studium der Singularitaten von (51) und (52) zu. 


2. Die Singularititen der Integralgleichungen. 


Unsere Aufgabe besteht nun darin, zu zeigen daB- das System von In- 
tegralgleichungen (51), (52) von bekanntem Typus ist. Dazu ist die Ordnung 
der Singularitaéten der Kernmatrix zu untersuchen. 

Wir schreiben statt j;, jj einfacher j, j'. Die Flache F zerlegen wir in 
endlich viele regulire Oberflachenelemente, die in der Form 


(1) r= (6, &) 


dargestellt werden, wobei wir zur Beschreibung der Gesamtflaiche endlich 
viele punktfremde Parameterbereiche benutzen, die einzeln jeweils ein Ober- 
flachenelement in der Form (1) darstellen. Die Wahl der Parameterdarstellung 
und der Parametefbereiche ist weitgehend willkiirlich. Wir kénnen aber zu 
jedem Punkt P von F eine Parameterdarstellung der angegebenen Art so 
finden, daB 

a) P den Parametern (0,0) entspricht, 


b) x (é, &) in einer Umgebung des Nullpunktes analytisch ist. 
Den Vektor j stellen wir mit Hilfe seiner Komponenten j', j? in der Form 


(2) i=futP te 
dar, wobei 

a 
(3) i= Fat 


ist. Vereinbaren wir noch, daB alle Indizes nur die Werte 1, 2 annehmen und 
iiber gleiche obere und untere Indizes von | bis 2 zu summieren ist, so ergibt 
sich 


(4) i=*Q; i =7* &. 

Setzen wir, wie iiblich 

(5) Jiz = bi ly» 

so kénnen wir unser Koordinatensystem noch so vereinfachen, daB in P 
(6) Jizx = Six; Te= 0 


ist. Fir eingehendere Rechnungen empfiehlt sich die Benutzung des Tangenten- 
Normalensystems. Darunter wird ein kartesisches dreidimensionales Koordi- 
natensystem verstanden, dessen Ursprung P ist und dessen Achsen so liegen, 
daB F in einer Umgebung von P in der Form 

(8) & = F (f, &) 

dargestellt werden kann, wobei im Punkte # = = 0 

a C7) 

gn f= gn Yr =0 

ist. Sind ¢,, ¢,¢, die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen, 
so wird in, (1) 


(9) F=0; 
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und es ist in P 


(11) Jig = Ti ee = C1 = Oy 
sowie wegen (11) 
; ar 
(12) bin ty = Tie ory = Te = petage 1ce= 9 


so daB das Tangenten-Normalensystem nach (10) ein spezielles, in P geoditi- 
sches Koordinatensystem der Flache F liefert. 

Wir wollen das Integralgleichungssystem (51), (52) nun als System von 
vier Integralgleichungen fiir die vier Funktionen j', j?, 7,7’? auffassen. Be- 
zeichnen wir durch (zx) die Abhangigkeit von den Aufpunktskoordinaten 
(z}, z*), so lautet (51) dann z. B. 

#4 2 st 
i*(2) =~ i'e(2) + 
‘we he v3 — 
+35575 J gf (x) £p (x) [m(x) x 7" (E) £6(8) XT’ (Ca Ga — ec PII AF 
(13) 1 i ' ; 
~ sat ra] (2) x (x) (m (x) x 7*(E) te (E)) (Ga — Ki ge dP, 


- = ware | (x) £y (x) [m (x) x (7° (€) £4 (E) VY) V (pa — gil dF, 


wobei g** die zu g;, inverse Matrix darstellt und genau wie n von (z) abhangt. 
Die Integralgleichung (52) zerfallt entsprechend in zwei Gleichungen, die da- 
durch entstehen, daB wir beide Seiten skalar mit g‘* z, multiplizieren. 


Wir setzen nun 


(14) Vix (%, €) = Oy (2) Ee (E) 
und denken uns die Koordinaten so bezeichnet, daB 
(15) n= _o%h 

Xb 

ist. 


In der Umgebung. von (x) = (&) wird 
Vin (2, &) = Ei (x) (Eq (2) + Ler (x) (EF — 2") + °°) 
(16) = Giz (2) + Tir gui (8 — 2°) + °° 
Viz (0, €) = 0+ °°*; 
wobei die Restfunktionen mindestens quadratisch in den (& — 2") bzw. & 


sind. Wir wollen fiir die weiteren Rechnungen noch vereinbaren, daB alle 
differentialgeometrischen GréBen*) nur von (x) abhaingen. Es verhilt sich 


(17) £ (x) (m (x) X ty (E)) = — 0 (x) (44 (x) X Be (E)) = Ain (@, &) 
in der Umgebung von (z) =: (&) wie 

(18) — n(x) [t5 (2) X (Le + Bes (GF — +--+). 
Fihren wir qj, = — «, durch 

(19) mi (2) (4; (2) x tp (2) = V9 oe 


ein, so wird aus (11) 








*) Wir meinen damit die in den folgenden Formeln auftretenden GréBen g, giz, Liz usw. 
Mathematische Annalen. 123. 23 
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(20) Ay (2, €) = — Vo (ain + ir Ab; (Gi — 2) + ++) 
Aj, (0, &) = —ayp+--:, 
wobei auch hier die héheren Glieder mindestens quadratisch in den & bzw. 
: (& — 2?) sind. 
Wir untersuchen weiterhin 











Pies a BER EE 

(21) VY wel t(z)—r6)P 
Hier ist 
(22) |e (z) — 2 (&)|*=gig (& — 2) ( — 2*) 4+ --- 
und es wird auf F 

a: 1. sg —s@)) 
(23) an r "V+ ~ =e —E@P 
y - a” — = saa 

= Tree ep (a (— 2) (FF — 24) +--+). 
In der Umgebung von P ist 
(24) |g (0) — x (E)|® = (E)? + (&)? + ---, 
80 daB dort 
a 1 Lx & &* 
yr an rene + eny* 
wird, Die Glieder 
, i 

(26) (n (2) a4(65) (2 (2) V’ =) 


liefern auf Grund der gleichen Rechnungen 
l ; 
— (n(z) t:(€)) Te@—-t®F lee (x) (g(z)—t (é))] 


= Tee aay (Les ee (6 - a) (& — af) +---), 
so daB fiir (x) = (0) 
,1)\ Ly; # g* 

28 0) x; 0) V’ —) = — 
(28) (n (0) & (@)) (4) 7’) at + 
wird. SchlieBlich untersuchen wir noch die Ausdriicke 
ti (x) {m (z) x (ty (6) Y) Vl (z) — £ (8) |} = 

= — u(x) {m (x) x V(t (4) Vz (2) — £ ()))} 

1 
—Fe-re & (n (z).x g (6) 


= ype [es (@) (m2) x  — £(@))) © (FO — 
und erhalten fiir die Umgebung der Stelle (x) = (0) = (&) 

Ei (z) {m(z) x (x, (E) V) Ve (x) — £ CE) |} a 
“ ~ Tera ri (“> ert a +” ) 
Damit sind wir nun in der Lage, unser Integralgleichungssystem zu disku- 
tieren. Zur Abkiirzung schreiben wir fiir (1, 51) 


(27) 


(29) 
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(31) 7*(z)—= 4 go fix (2, 8) 77 (G+ Pola, 8) 7 lake. 
wobei 

K’; = gi (x) t; (2) (n(x) x 4, (8) x 7’ (€a Ga — & )) 
(32) P P= — Gi (2) & (x) (m (x) x 4, (6) (ki Ge — KE ge) 


- ~ gis (x) qj (z) [n (zx) x (t, (€) V) V (Pe — %;)) 
ist. In der Umgebung der Stelle (x) = (0) = (&) wird 


(33) K',(0,£) = (65 L;, (0) & & — L,3 (0) g + ++) 





j (3 re oy” 
sowie 
Pp’ (0 é) mt l (ki - k2) at 
Se OEP + ONT” 
(34) ‘ wheter 
é 
+—=— kK? — : = ? 
2 ( a) [(€2)® + (&%)*] ls 
wobei 
(35) as=8%a,,; al=1; af=—1; af =a? =0 
ist. 


Entsprechend wird aus (1,52) 





(36) j* (2) = PM (2) + po ge [LAO + Pree r lar, 


Hi + Ha 
PF 
mit 
(37) K; (x. &) = P’} (x. &) 
und 


(38) Py (x, €) = ~ gi (x) ay (z) [m (2) x (t, (6) x T' (uae i Pi))I; 
wobei wir in der Umgebung von (&) = (x) = (0) bis auf héhere Glieder 


é 


K; (x, §) = — 5— (Ht ks) —— 1)2 —. -3)2)'/s 
(39) we ) ee 4] 
Te ; (g3)y"* 
(40) P;(z, g) =-—S—"*___ (gL, (0) & & — L,; (0) & + =) 


((g*)* + (6*)*)"" 
erhalten. Nach Wahl einer beliebigen Einteilung unserer Fliche in endlich 
viele analytische Flichenelemente stellen daher (1,51) und (1,52) ein System 
von Integralgleichungen dar, dessen Kernmatrix héchstens wie 2 singular 


wird. Nach bekannten Sitzen kann dann noch FrEDHOLM-HILBERTsche Theorie 
angewandt werden, und 
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i (2) =F +s [uri £)j7(8) + Pt(z,8) 7 (Olek, 
(41) 
# (2) = PS 8 (2) + Tau F Re, fir (x, £) j" (0) + Pe(x, 7 (Qa F, 


besitzt demnach stets eine eindeutige Lésung, wenn es keine Eigenlésung 


je j’, des homogenen Systems 
i's (2) = rere | 8 j" (8) + Pre 7 Oak, 
(42) : 
82) = sara | (Ke O77 + Pees ler, 
P 
gibt. 


Zur eingehenden Untersuchung der Singularitéten benutzen wir nun zu 
einem beliebigen Punkt P das schon erwaihnte Tangenten-Normalensystem. Es 
bezeichne @ (z, £) eine der Funktionen P} (zx, &), P’} (x, &), K} (x, &), K’? (x, é). 
Ist K, eine Kugel vom Radiusc um P und 
(43) EP = (Sy + (P+ (BP; =F (eH, &), 


so ergibt sich aus den Entwicklungen (33), (34) und (39), (40), daB fiir die in 
K,. gelegenen Punkte (x) und (£) von F mit den Abkiirzungen (47) 


(44) (®(2,8)|< 2 
ist. Setzen wir 
(45)  O=%, 
az 
so wird gleichmaBig fiir (x) und (&) 
(46) (2, 8)| sas, 


wobei D in (44) und (46) sowie in allen Sieuiee Abschatzungen nicht die- 
selbe Konstante bezeichnen muB8. Ist 


(47) |e— %=(z!— &)? + (2* — 2)? + (x* - &3)2 
| z|* = (x)? + (z*)* +(2*)?, 
so wird 


(48) |® (2, )- 9 0,8|< 2 ( a +22). 


al z—é 


Zum Beweise dieser Ungleichung bemerken wir, da8 die Singularitaten von 
@ (zx, &) durch die Funktionen 














i (2 — #) (2 — &') 
(49) oT oder le—@P 
dargestellt werden kénnen. Nun ist 
Oo 1 1 z—é\*— |e)? 1 
hh Gata— tall hmonei tren! actor 
©) Tat \Te—a1 ~ Ter) “Tee let lele — 214160 | © Tee = 
Wir setzen 
i ; 
(51) (f9-#)(/-e) 1 BE (a ry 


jz — &/* |e 
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mit 
(52) |B (x, &)| <1. 
Nun wird 
(53) BY (x, 8) — BY (0, &) = ete ; 
wobei : | 
to _ (lel ge 
(54) . (8) =|) gp SF aiygl 


Jge—j2—ef Pe —(e — &)(2'- 8) 
la —el* (2? — 2) (2' - &') 


ist. Hieraus ergibt sich 








1 | D¥ (ze) | | +\2— 
(65) allele = er |<? Tee 
und wir erhalten 
Tar |Texay BY (= €) — yey BY 0. 8)| 
(56) 1 l 1 pit jl 8 1 1 
x st!" (z,6)— B00, &) + Ta] \Te—€1 ~ TeT| 
st oi 2 l 1 
(57) s 2 (+ jz—€] + (é 3) ° 


Da die restlichen Bestandteile von ® (x, &) samt ihren Ableitungen héchstens 


von der Ordnung — =~ singulair werden, erhalten wir (48). 


é | 
Da F analytisch vorausgesetzt wurde, ist 
(58) [ @(zx, &)dF, 
P* (ec) 


als Funktion von (x) betrachtet nach Siatzen der Potentialtheorie [3] in einer 
Umgebung von P analytisch, wenn F* (c) den in der Kugel K, enthaltenen 
Teil von F darstellt. 


Aus diesen Eigenschaften ergeben sicli nun einige Hilfssitze 


Lemma 1: Ist K (x, t) eine Kugel vom Radius t um (x) und F* (z, r) der in 
K (x,t) gelegene Teil von F, so gibt es eine Konstante A so, daB fir 
ljaj< A; ts A 
mit stetigem / (&) 
[\@(z,&|dF,<Dr 
, F* (z,r) 
ist. 


Dies ist eine unmittelbare Folgerung der Eigenschaft (44). 
Lemma 2: Ist f (£) in F stetig, so geniigt 


f[P(zx, E) f(a Fy 
in P einer H6LDER-Bedingung. 
Liegt naimlich (£) auBerhalb einer Kugel K (r) und ist 


(59) |jz) Sat<t, 
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so ergibt sich nach dem Mittelwertsatz aus der Darstellung der Elemente 
unserer Kernmatrix 
(9) |® (x, £) — © (0, )| < 
und es wird 

Lf? (= E) tC) dP, — [ P (w, &) (6) a P| 

P* (c) P* (ec) 
<A [|\@(zx, &) —@ (0, &)|dF, + Af\O(z,&)\dF,+Afl |, &\ dP. 

Fr) 


P* (c) — F*(r) P* (rt) 


D\z!| 


(61) 


Nun ist F, (t) ganz in Fx (x, 2 t) enthalten, so daB nach Lemma 1 


(62) f\@ (x, 8)\dF, < f|\O(z,1)\dF,<Dr 


P*(r) P* (z,2t) 
wird, und aus Gl. (61) wegen (60) 
() | [ Pmanmar,— [© 0,8) 4 aF,| = D( 2 +2) 


(c) *(c) 
entsteht. Setzen wir daher 


(64) t|=|2/", 

so ergibt sich fiir 

(65) z\<a" 

schlieBlich 

(66) [ D(x, &)f(Q)dF,—[O(0, 8) f(E)dF,| <D\x|". 
P* (ce) P*(c) 


Wir benétigen noch die Differenzierbarkeit des in Lemma 2 untersuchten 
Integrals und beweisen nun 


Lemma 3: Ist f (€) in F* (rt) stetig und geniigt in P einer H6tpER-Bedingung, 
so ist 
[ (x, &)f (8) dF; 


Fee) 
in P differenzierbar. 


Zum Beweise setzen wir 
(67) f@O(xz,é)f(é)dF, =f (0) [ O (x, f)d F, + f D(x, &) (7 (&) —f(0)) ad F;. 
F* (ec) F* (ce) FP* (ce) 


Nach den Ausfiihrungen zu (58) ist das erste Integral analytisch. Fiir das 
zweite Integral bilden wir mit 


(68) \zjSat<ts fol(&)=f(€) —f (0) 
*(e) (e) 
und wollen (x) auf einer fest gewahlten, analytischen Kurve durch P, die die 


&-Achse dort zur Tangente hat, gegen P gehen lassen. Es ist auf Grund des 
Mittelwertsatzes 


(70) [ [d(@.)-900,8)- 9.0, 5] @aF,| < 22. 


ie) — P* (x) 





aes 
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Wir nehmen 6 < 1 an). Wegen 


(71) If (€)| = D\é/" 

ergibt sich aus (45) dann 

(72) Lf Pic (0, &) fo(6) dF e| = Do? 

sowie < 

(73)| [ +. (@ (x, &) — © (0,8) fp(G)aF,| <D 8? (Gesagcait ren) aF 
a Bic, ‘ (r) |€]-|€—a| ° [ee 

Nun ist mit den a ete von Lemma | 

(74) et ~ oh < [ier cae 

und daraus wird wegen 6 < 1 und 

(75) \é|>||z-&|—|2|| 

e- § aF | f\ ' —T i 

(76) | lel erie=al lis—él-lelp lle é\-aF, 


2r 


<D' f\|\~—&|—|2|\°-*d,|2-&|< Dr’, 
0 


wobei sich die letzte Abschitzung durch Einfiihrung von Polarkoordinaten 
mit (x) als Ursprung ergibt. Es wird daher schlieBlich 


(77) | [E-(@ (x, ) - © (0, 8) fold Fe— f ,.(0, 8) fo(G) 4 F.| = D( +2). 


F* (c) P(e) 
Fir 
(78) t='2\" 
und 
(79) lzi<a'" 


ergibt sich daher 


@ |i 1 [@ (x, 8) — (0, 8) fold Fe — [ ,;(0, &) fo (Ga F,| <D|z/" 
*(c) *(c) 
rait y = 6/4, so daB auch das zweite Integral in (67) in P differenzierbar ist 
und sich Lemma 3 ergibt. : 
Wir kénnen iiber die Ableitung noch, mehr aussagen und fiihren zur Ab- 
kiirzung 


(81) ° 


g | Ot DAFi= Belain 
az 
(t) 


ein. Es wird in P nach (80) 


(82) + 5 [ oe, £) fo (€)d F; = [%.0. £) fo(é)d Fy. 


F*(r) y *(r) 
5) Dies ist keine Einschrankung der Allgemeinheit. Geniigt namlich /, (€) einer HOLDER- 
bedingung mit 5 => 1, so geniigt diese Funktion erst recht einer Hélderbedingung mit 6 < 1. 
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Mit (72) ergibt sich daher in P ((z) = (0)) 


a : 

sa) | fee £) fy (8) a F,| = [ %0. £) fy (8) a F,| < De. 
*(r) Pe (x) 

Wir beweisen nun 

Lemma 4: Geniigt f (€) in allen Punkten von F einer HOLDER-Bedingung, so 

geniigen auch die ersten Ableitungen von 


f[ P(x, 8) f(G)aF;, 


F*(c) 
H6LpDER-Beding:ngen. 
Zum Beweise setzen wir 
(84) zjsat<ct 
und 
(85) “7 [ O(we dF, = K,(y). 
P(e) 


Dann. ist an der Stelle (y) = (x) 


AS fo ys 8) {GaP e |= (2) K,(2) + [ (2,8 (1) -f@) ak, 
ey 


(86) P*(e) (z) = (y) Fe(e) — F(z) 
+ | D(z, )(f(E) —f (=) dF e, 
P*(r) 


und es ergibt sich fiir die Differenz der Ableitungen an den Stellen (x) und (0) 


f (x) K; (x) — f (0) K; (0) + [Pr (2,6) (f (&) — f(z) dF, 


*(e)— 


(87) — { ,, (0,8) (f( —/O) dF, + 
FP* (c) — F* (r) 
+ [|®,, (x, & (f( —f (2) - ) (f (8) ~ f()| a Fe. 
Ist nun oe 
(88) If (xz) —#(0)| < Dz)’, 
so ist auch 
(89) f (x) K; (xz) — f (0) K; (0) <D\z\’, 


da K; (x) analytisch ist. Andererseits ist nach (83) 


(90) fii x, &)-(f($) —f(z))dF\ < Dr; {%., &)(f(€)—{(0))dF,| <Dr’, 
da P keine Ausnahmestellung einnimmt ie wir (83) auch im Punkte (z) 
anwenden kénnen. Geniigt namlich / (é) iiberall in F* (c) einer H6LDER- 
Bedingung, su lat sich zu einer abgeschlossenen Umgebung von P auch eine 
HOvpER-Bedingung angeben, der / (&) gleichmaBig geniigt. 

Fiir (€) in F* (c) — F* (r) ist nach dem Mittelwertsatz 


(91) ®, , (x, 8) — ,, (0, 8| < 2/7! 
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so daB 
[LOule 8) (7 (€) — f(z) dF - £9108 cake 
(92) =| (Pu ( €) — - 6, (0,8))({@—N (a) aFy\ + + | f(x) — £(0)| [| P, (0, &) |aF 


. oe F* (r) a F* (c) — F* (tr) 
a\'* 
< pizl yplzl?° 
tT + Tt? 


wird. Setzen wir nun 


(93) t= = |x|", 
so wird der Betrag der Differenz der ee an den Stellen (x) und (0) fiir 
(94) a| <a’ 


kleiner als D |x|’ mit y = Min ( = :) > 0. 


Da wir diese Betrachtung in jedem Punkt von F durchfiihren kénnen, 
erhalten wir 


Satz 1: Jede’ Eigenlésung des Systems von Integralgleichungen (42) ist 
differenzierbar und ihre Ableitungen geniigen H6LpER- Bedingungen. 

Aus der FrepHotm-Hitpertschen Theorie ergibt sich niamlich, daB die 
Eigenlésungen stetig sind. Dann folgt aber nach Lemma 2, daB die Eigen- 
funktionen H6LpER-Bedingungen geniigen. Aus Lemma 4 folgt die Behauptung. 

Da die Ableitungen der Eigenlésungen in allen Punkten einer abgeschlosse- 
nen Punktmenge, der Fliche F, H6tpreR-Bedingungen geniigen, kénnen wir 
die Konstanten der H6LpER-Bedingung so wihlen, daB die mit ihnen formu- 
lierte Bedingung in allen Punkten von F gleichmaBig erfillt wird. 

Analog erhalten wir 

Satz 2: Sind j und j' stetige Lésungen des inhomogenen Systems (41) mit 
zweimal differenzierbaren j, und jz, 8o existieren auch ihre ersten Ableitungen, 
und diese gentigen auf F gleichméfBig HOLDER- Bedingungen. 

Nach Lemma 2 geniigt namlich 


= : 2 uw, Pe Zan 
(95) a -o — ates 
jeweils einer H6tpER-Bedingung. Da j, und j, zweimal differenzierbar sind, 
geniigen somit auch j und j’ H6LpER-Bedingungen. Aus Lemma 3 und Lemma 4 
folgt dann, daB die in (95) genannten Ausdriicke differenzierbar sind und ihre 
Ableitungen H6LpER-Bedingungen geniigen. Daraus folgt aber wegen der 
zweimaligen Differenzierbarkeit von j, und j, die Behauptung. 


3. Der Existenzbeweis. 
Wir beweisen 
Satz 3: Es gibt keine Eigenlésungen des Integralgleichungssystems 


ié (2) = aia fix (x, €) 7°") + Ph (x, 8) F OIGF, 


92) = S50 pap i [K's (x, €) 97 (6) + Pr (x, €) 7" (EAP; 


fiir endliche &;, &4; Mi, Ha- 
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Zum Beweise gehen wir zum Ausgangspunkt unseres Integralgleichangs- 
systems zuriick und setzen 


(1) io=f0 tes jo=70%s Verio=i weg; Vrio=iwoo. 
Dann kénnen wir auBerhalb V (in V,) ein Feld 
l Pits : +s OW _ 2 
(2) €= ix | [§ @ 4; Pio — io x VGit e, £0 Vilar 
0 1 Pes +s : r 1 ‘TT 
(3) 9a=7Z; | [i we; G jo + jp X V Pi + 7-00 Vv pildF 
P 
und in V ein Feld 
l tas , a ae _ 
(4) Gf = as | {i ® [Ma Palo — Jo X V Gat fa Co V Pa\ dF 
P 
= ™ ei "= 
(5) 9: = aa | [i W &q Palo + lo X V Pa + ie Go V Pal dF 
P 


bilden. Da die jg, jo differenzierbar sind und ihre Differentialquotienten gleich- 
maBig H6LpER-Bedingungen geniigen, sind die Felder e, D2 und , ; auf 
Grund der laufend benutzten Sitze der Potentialtheorie [4] stetig auf F, 
wenn sie dort durch den Grenziibergang auf der Normalen definiert werden. 
Unser Integralgleichungssystem ist dann gleichbedeutend mit 


(6) 4 (" X Ef)p = & (n X EQ) p 
(7) Ma (t X Hi) = u; (n X Oa)r, 


wobei durch den Index F angedeutet werden soll, da es sich um die Werte 
auf der Flaiche F handelt; n weist dabei ins AuBere von F. Es geniigt €j, 9; 
in V den Gleichungen 


(8) Vx Oitios,G=0; Vx @-ton, of =0 
sowie ©, $2 in V, 
(9) VX Oi{+ioveg,G=0; Vx B-ionmgs=0. 


Fiir €j, $2 gelten dariiber hinaus die Ausstrahlungsbedingungen mit ¢;, 14;. 
Fiir (8) kénnen wir auch schreiben 


(10) WX (a HF) + 4 pg (Eq ER) = 0; VX (€q Ei) — 8M ey (rq HP) = 0 
und fiir (9) 


(11) TX (ui O8) + to wy (eo; E) =O; Vx (e; G2) — tw e; (a; H3) = 0. 


In gleicher Weise lassen sich die Ausstrahlungsbedingungen fiir ©}, $2 in 
die Form 


(12) lim R{@ yi; (n x e; G) — k (uj H2)] = lim R[ we; (n X w;, HS) + & (e; Es)] = 0 
Rx Rc 


bringen. Unser Beweis lauft nun darauf hinaus, die Felder ce, €?, u, $2? in V 
und ¢; ©, 4; $2 in V, zu untersuchen. Bei dieser Betrachtungsweise werden 
jeweils die Permeabilitaten und Dielektrizitatskonstanten vertauscht. Weil 
nach unserem Aufbau Permeabilitaten. und Dielektrizitatskonstanten den 
gleichen Einschrankungen unterworfen sind, kénnen wir den Eindeutigkeits- 
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satz anwenden, da die Tangentialkomponenten der neu bestimmten Felder 
nach (6) auf F iibereinstimmen. Damit folgt 


(13) G=He=0; G=Hf=0. 


Dann verschwinden aber auch die Tangentialkomponenten von ©, $3 und 
G?, Sf auf F, Wir setzen das Feld &%, $s nun vermittels (4), (5) ins Innere 
von FV fort. Im AuBeren ist das Feld identisch Null. Auf Grund der Sprung- 
relationen muB dann aber 

(14) (x Gs) = mx jos im x 92) = — (1m x jg) 


s 
aa ae 


sein, wenn durch diese Schreibweise angedeutet wird, daB es sich um die 
Grenzwerte bei Annaherung an den Rand auf der inneren Normalen handelt. 
Eine entsprechende Beziehung gilt fiir €?, $7. Dies Feld wird vermittels 
(12), (13) ins AuBere von V fortgesetzt und geniigt dort vermége seiner Dar- 
stellung den Ausstrahlungsbedingungen mit ¢, und j,. Hier ist mit den Be- 
zeichnungen von (14) 


(15) (n x Ef?) =—(nX jo); nx H) =n X jo. 
F, “ Pa 


Bilden wir nun ein Feld dadurch, da8B wir (2) und (3) im Inneren von V 
ausrechnen und fiir das AuBere von V das Negative von (4) und (5) wahlen, 
so erhalten wir ein Feld, das im Auferen den Maxwettischen Gleichungen 
mit &4, @q und im Jnneren den MaAxwe ttschen Gleichungen mit ¢;, 4; geniigt. 
Im AuBeren gelten dabei auch die Ausstrahlungsbedingungen mit ¢,, 44. Es 
ist nach (14), (15) 


(16) n (EG? x Hf) =n (Es x H2), 
F, F; 


> > 


da sich die Vorzeichenunterschiede im Produkt aufheben. Die SchluBweise 
des Eindeutigkeitssatzes fordert auch hier 


(17) Cj=H7=—=O0in Vz; EJ =H2 =O in V. 


Aus den vorausgegangenen Uberlegungen ergab sich, daB auch in V, 
&3 = $3 =0 ist. Das Feld (2), (3) verschwindet demnach identisch. Dann 
mu wegen der Sprungrelationen auch j, = jo = 0 sein. 

Es gibt also unter den in Satz 2 genannten Bedingungen keine Eigen- 
lésungen des Integralgleichungssystems. 

Damit ist dann auch die Existenz der Lésung des Integralgleichungs- 
systems nach den FrEDHOLM-HILBERTschen Siatzen bewiesen. Es bleibt uns 
abschlieBend noch zu zeigen, daB damit unsere Aufgabe gelést ist. Das heiBt, 
wir zeigen, daB die vier Gleichungen (1,32), (1,33); und (1,34), (1,35) mit den 
beiden Gleichungen (1,51) und (1,52) aquivalent sind. Dazu bilden wir analog. 
zu den voraufgegangenen Uberlegungen zwei Felder 


l , : oe ” 1 af 
(18) Gay | Kominmi KV G+ = OV GaP 


 o' VyildF 


1 , ae 
(19) = iz [Fei p+ixT ats 
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sowie . 
(20) G=- G+ gy | Komive- ix VeetreVolar 


i” Pe Be ‘ Bi 
(21) %=-%+ 7 | [imei Pa tix VPat 7-0 V Gal aF, 


x . 
F 


wobei j und j’ die Lésungen jj, jj des Integralgleichungssystems (1,51); (1,52) 
sind. Nach (1,50) ist 


(22) £q (n X &;) =a (n x €,) 
F; F, 

und entsprechend 

(23) Ha (1 X Di) = 4 (1 X Ha)- 
F; F, 


Im AuBeren von V geniigen €, und §, den Gleichungen 
(24) Vx §,tiog€E,=0; Vx E,-—ionuw,9,=9, 


und im Infieren von V gilt 
(25) Vx OtiogE=0; Vx €&-—ionu, 9,=9. 


Dariiber hinaus geniigt €,, §, den Ausstrahlungsbedingungen mit e; und ;. 
Bilden wir nun wieder (vgl. 10ff.) 


(26) & = & €,; 5 iy Da; G? =, &;; 0? = Ha 9; 


so geniigen auch diese Felder Maxwettschen Gleichungen, Ausstrahlungs- 
bedingungen, und es ist 


nV: Vx §ft+ioun, @=Vx G -—iwe O73 =0 


(27) . = ; wy . 
inV,: Vx Sit+tion G= Vx G—iwe HF =0. 
Auf Grund der schon benutzten, an den Ejindeutigkeitsbeweis ange- 
schlossenen Uberlegungen kénnen wir wiederum 


(28) nx §,=nx € =nx H=nx E&=0 

fy s P; P; 
folgern. Dies sind aber die Gleichungen (1,32), (1,33) umd (1,34), (1,35). 
Es bleibt uns noch zu zeigen, daB wir durch die Bestimmung von j 
und j’ in der Lage sind, das reflektierte und gebrochene Feld anzugeben. 


Wir untersuchen zuniichst das Feld (18) und (19) im Inneren von V. Aus (28) 
ergibt sich 


nt > | [iw wiigi-ii x Veet ‘ oVpijdF=0 
F, ‘ 
(29) - 


ee - toe 8 en 

n x | towel m+ix Ve+—e VojdF=0. 

, Ki 
a 
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Auf Grund der Sprungrelationen ist daher 
1 , , " 1 + 
nx ax | [im wi m—i x Vote Volar =j 
‘ 


(30) a 1 
yx ix | [imei p+ix Ve+—e' VoeijldF = - j. 
wi 


Enteprechend ergibt sich aus (20), (21) und (28) 
I ’ : , ey l va 
teal [ (i wai pe 1X V@t eV Mlar=n x E=-; 


(31) 


l 


x 
" 4x 


[im cai’ Gat ix Vpe+ 0" Vp dF =n x 9. = i. 


joe doe 


und hieraus auf Grund der Sprungrelationen 


l “ ¥ i 1 a - 
nx =— [ (io pei Pai x Vat ev %,|\dF = —j,-j 


+o* 


(32) ; 
1 , " ‘ ae “Ts . 
nx 4x [iw eqji’ Pat jx VGet nae V Pal dF = je, +}: 


a 
—_> 


Damit erhalten wir 


Saiz 4: Sind j und j' die eindeutig bestimmten Lésungen des Integral- 
gleichungssystems 


aa 2ua — : j viv Oo = \y 
Bit Ma eT On wt he J mx [ix Vi Ha Pa— Mi PII AE 
1 ¢ l s - @ ® - 
, re ~- medi [(n x j’) (ka pa — KE) + nx (j’ WY) V (Ga — ga 
2&, ’ l 


; 1 * 
sell on a wre | nx [j' x V(ea Pa —- ai PII AF 





ao ate | [XD ge Kg) +x VV) V(ge— glaF 
mit 
i=—nxO; f=nx€,, 


wobei die Quellen des einfallenden Feldes ©,, , auferhalb des von der ana- 
lytischen Fliche F berandeten Gebietes V liegen, so ist das gebrochene Feld 
€,, H, (im Ineveren von V) gleich 


1 , , - l 
g, = iz | Fomine x Vpit eV pilaF 


] gr ad ; a oe 
9, = az [imei p+iVx a+ =e VedaF, 
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wiihrend das reflektierte Feld €,, H, (im Auferen von V) durch 
€ = 


S Of os ; l 
tx | WO miga—i XT Gat = eV pal aP 
F 


, - , er. 
§, = ix J [im ea’ Pat ix Vat 5-0’ VpalaF 


dargestellt wird. Die Ladungen 09 und 0’ ergeben sich dabei aus den Flichen- 
divergenzen von j und j' in der Form 
Vri=two; Vri =two’. 
Es folgt nimlich aus (30) und (32) 
nm xX (€, + €,) i’ = (n x &,) 
P F, 


a v 
a 


nx (e+ Or) = i= (nx G,). 


— —_ 


I 


(33) 


Es ist somit das Beugungsproblem durch die Berechnung der Tangential- 
komponenten des gebrochenen Feldes ©,, $, auf der Grenzflaiche der beiden 
Medien gelést worden, da auf Grund der Randbedingungen damit auch die 
Tangentialkomponenten des reflektierten Feldes bestimmt sind. Es lassen 
sich in dieser Weise auch die praktisch wichtigen Fille spezieller einfallender 
Felder behandeln, die in der eingangs formulierten Fassung des Beugungs- 
problems nicht enthalten sind. Wird das einfallende Feld etwa durch eine 
ebene Welle — die im Rahmen unserer Theorie als nicht zuliassige Ideali- 
sierung angesehen werden muB, da sie die Ausstrahlungsbedingungen nicht 
erfiillt — dargestellt, so kénnen die inhomogenen Bestandteile der Integral- 
sleichung, d. h. 


(34) i=-nx; p=ux &, 


aus den Tangentialkomponenten des einfallenden Feldes gebildet werden, 
und die reflektierten und gebrochenen Felder ergeben sich wieder aus den 
Lésungen der oben diskutierten Integralgleichungen. Hier werden die Aus- 
strahlungsbedingungen vom reflektierten Feld erfiillt. Ebenso lassen sich 
weitere Spezialfalle, wie die Beugung des Feldes Herrzscher Oszillatoren oder 
magnetischer Dipole behandeln. 

Eine Modifikation des Verfahrens ist notwendig, wenn sich die Quellen 
der Strahlung im Inneren von V befinden. 

Dann bilden wir naimlich 


, io ‘ sa 1 a ey ee ee 

&, ix | [iw migi—j x Tet eV Gilad + —~ ix | (jn) VgdF 
(35) — 
a 


» bd 2 ” ‘ _ , i 
$, = ix | [ime pt+ix Tet ae VpildV+ = (i'n) Vo,dF, 


wou; 4 
wobei j und j’ hier die vorgegebenen Volumenstréme darstellen und nicht mit 


den oben benutzten Flachenstrémen zu verwechseln sind. Wir bilden die 
Flachenstréme 


(36) i= —nxG,; t=nx &,. 











Beugung elektromagnetischer Schwingungen. 367 


Hier ist nun im Gegensatz zu (1,28) und 4 


1 7 . 
(37) nx as] [tm Mile Pi — je x VQit o, 7 vijdF = —j, 
(38) "as | [im ejeQitiexX VRit 5-0 V gi) dF =je, 


wahrend (1,30) und (1,31), sowie (1,34) und (1,35) mit den in Abschnitt 1 ein- 
gefiihrten Bezeichnungen erhalten bleiben. Der wesentliche Unterschied zu 
den oben durchgefiihrten Betrachtungen besteht also in der Bildung des ein- 
fallenden Feldes, das hier im Inneren von V mit ¢;, 4; gebildet wird. 
Dementsprechend setzen wir hier im Gegensatz zu (1,27) 


(39) la=Jet+ ii ia = jet ii, 
und es ergibt sich nach (31) und (32) wegen (1,34) und (1,35) 
1 , , me 1 
(40) nx aa | [5 © Hija Pi — ia X VP — 0a V MIF = — 
a 
es ae ' Be ; 
(41) nx Z J [§ me ja Git ia X VPit = 00 V Yi dF =j,, 
a My 
a 
so daB wir analog zu (1,50) mit von (zx) abhingigem n 
1 -— . a = = la 
&,n x 4n | [iw Hala Pa — la X V Pa T Ea Oa V Gal dF 
Py 
(42) ~enx - [ [iw min: —- ie X TH+ 0. Vo eF 
“ i Aa t Hi la Pi Ja Vv Qi e, £4 Pi 
¢ 


(1 X ja) (ka Pa — bP Yi) + 1X (ja VY) TV (Ga — Gi a 


75 ra) 


F 
~ ae fel x [ia x WV (a Pa — £1 Yi) | AF 


erhalten. 
Wir finden daher fiir j, und j, in Analogie zu (1,51) und (1,52) das Integral- 
gleichungssystem 
2% 9,1 1 fayeeg 
le ate bi 22 fi + €a | adi = Y (ea Pa — 1 O) EF 
(43) 7 os 1 q 
a a | L(t x a) (ha Pa — Hi G:) + (ja) V (Ga — Pi) dF 
—~7 @ & + &4 
und F 
2 My . 1 1 4 . =- 
- _— : ci x Vl a Si 
Ja Mat i J 22 Mit ia J eX te \Ha Pa 1 PAF 
(44) 7 ea 


| [( x ja) (3 Ga — Ki gi) +0 x (io Y) T (pa — PII EF. 
F 


2x wm Mit Ma 
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Da es keine Eigenlésung des Integralgleichungssystems gibt, existiert eine 
eindeutige bestimmte Lésung j,, jg. Um zu zeigen, daB damit das Beugungs- 
problem gelést ist, bilden wir im Inneren von V 

1 ; : - ] 
€,= 7 [§ © Ha ia Pa — ia X V Pa + = Oa V Pal dV 
(45) 


l ’ . *? 4 | 1 od 
9i=- [i @ &4 ja Pa + ia X V Pa t+ — 00 TV al dV 
4n Ha 


und auBerhalb 
€, = E+ dx | Bo mia 9 — ia» V Pa + ; 0. VgiladF 
(46) 1 ’ ; P 1 

%.=%& +7, [ Woorim ia» Vea 7,00 V ol aF. 


Dann ist in V 


(47) Vx §,+ioe€=0; Vx €—iwyu,9;=0 
und auBerhalb V 
(48) V x GH, + twe, E, =0; V x €,-—iwpu;,H.=9, 
wahrend €,;, $; den Ausstrahlungsbedingungen mit e; und yu, geniigt. 
(49) &_ (nN Xx €,) =e, (n x €,); Ma (n x $,) = uw, (n x Hq), 
F; F, F; F, 
so daB die Felder 
(50) G=2,€; OT=mO G=4 Gs HF =u; He 
die Voraussetzungen unseres Eindeutigkeitssatzes erfiiller und 
(51) nx €=nx §=nx €& =nx §,=0 
F; F; F, S. 
ist. Es wird daher 
1 Fee , - 1 
(52) "x aa | [§ @ fa ja Pa — ia X V Pa + [Oa V Pal dF = 0 
i 


und auf Grund der Sprungrelationen 


= 1 : " “a 1 wa 
(53) nx z- [ [io te ie Fe - ja X Va + — 0a V Pal dF = — ja. 
F, ' 
Entsprechend wird 
1 ee : 9 . l _— ' 
(54) hed ¥ [i w mu; ja Gi — ia X VE + = Ga V ¢;\dF =—nx &,, 


a 


+ 


. Fe P - l » 
(55) nx axl [iw Mj ja % -- ia X T+ ~ 0a VyjdF =—nx &, + ja 
‘ 
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ist. Analog erhalten wir 


1 - ™ . : so ‘ 
(56) nx ix | Vossingetiex Tet 700 V Pal dF = ja 


— 


und 


Lh. *L se. 9s : ls 
(57) nx ig | Coeingtinx Veet qoeeV mdak = —mx G6 — 
i 


Daraus folgt nun 
Satz 5: Die Lésungen j und j’ des Integralgleichungssystems 
pe ee ete, F _— 
1 a+ Ma le m+ Pa ga [8X UX WH 9 4 P| dF 
1 ¢ 1 
-¥ oe | [(n x i’) (BB pa — RF pe) +x (iY) V(ge — pl dF 


- - . 1 1 
>” o ei +a ts | ** li X Vea Pa— a PGF 
1 
—“es =x J (ex Dite.— it Yi) +n x (iV) V (Ga — pl aF 
mit 
i= —Nx Q,; j=nx &,, 


wobei die Quellen des einfallenden Feldes €,, , innerhalb des von der analyti- 
schen Flaiche F berandeten Gebietes V liegen, liefern das gebrochene Feld ©,, D, 


im Aupferen von V durch 
l . , - i 
g,= 42 / [i @ Hei Pa —i x V Ya + 2 V Pal dF 
P 


. 


1 . 7) . ] , 
lead | [imei Patix Vat 7-0 Veal aF, 
wihrend das reflektierte Feld €,, , im Inneren von V durch 
1 e , * 1 
g,= ax | [iomin-i x V+ —eVelaF 


1 


&=z | [imei o+ix V9,+—o' VojadF 
x uj 
dargestellt wird. 


Die Ladungen 0 und 9’ ergeben sich dabei aus den Flichendivergenzen von j 
und j’ in-der Form 


Vri=tiowo; Verj' =iwo’. 


Zum Beweise bemerken wir nach (53) und (54), daB 


(58) n x (€, + E,) =j' =(n x ,) 
F; F, 
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und nach (56) und (57) 


(59) n x (O.+ 9) = —i'=("x §,) 
F, F, 
ist = my 


Es lat sich nun auch die Reflexion im Rahmen des Huycensschen Prinzips 
diskutieren. Es werden namlich, wie friiher gezeigt wurde [5], das gebrochene 
und das reflektierte Feld durch die Stréme j, und j, erzeugt, die in der Grenze 
der beiden Medien flieBen. Die Berechnung der reflektierten und gebrochenen 
Felder lauft bei dieser Formulierung darauf hinaus, j, und j, in zwei Paare 
von Strémen j,, jj und j,, jg so aufzuteilen, daB 
(60) ht+is=ies t+ f= ie 
ist und j,, jj das reflektierte Feld, j,, jg das gebrochene Feld erzeugen. An- 
schaulich hatten wir uns den in Satz 4 formulierten Sachverhalt dann so vor- 
zustellen, daB sich j,, jj an der ,,AuBenseite“ von F und jj, jg an der ,,Innen- 
seite‘‘ von F befinden. 

Nehmen wir zunichst einmal an, der ganze Raum wire homogen und 
wiirde durch die Konstanten ¢, und yu, beschrieben, es wire also die Inhomo- 
genitaét beseitigt und der von ihr eingenommene Raum mit der Substanz des 
AuBenraumes gefiillt. Dann miissen j,, j; so beschaffen sein, daB nichts ins 
Innere von V gestrahlt wird. Denken wir uns andererseits im AuBenraum 
die Substanz des Innenraumes, so miissen j,, jg so beschaffen sein, daB nichts 
ins AuBere gestrahlt wird. Die Stréme j,, j, miissen also in zwei Summanden 
zerlegt werden, die sich bildlich gesprochen an der Innen- bzw. AuBenseite 
der Trennflache befinden und die Trennfliche nicht ,,durchstrahlen“. 

Wir kénnen diese Aufteilung aus Satz 2 sofort entnehmen. Es ist naimlich 
(61) h=—-jes ti=~—iss = hs ie = ik. 

DaB j,, jg nicht durch die Flache F strahlt, ergibt sich aus (29), denn das von 
j = j, und j' = jj erzeugte Feld verschwindet identisch in dem mit Substanz 
der Konstanten ¢;, u; gefiillten AuBenraum von V. 

Aus (1,30) und (1,31) entnehmen wir, daB j, = — j,; jj = — ig ebenfalls 
nicht durch die Flache F strahlen, da das von ihnen erzeugte Feld an der 
, nnenseite von F verschwindet. 

Durch (61) erklirt sich auch das negative Vorzeichen in der Dar- 
stellung des reflektierten Feldes nach Satz 2. Es ist naimlich auBerhalb V wegen 
(62) h=i--is th=e—i 


l ge . - 1 
(63) J [5 @ pois Pa — ii X VPat 3 a V Ga) dF 
1 f «e , - l 
=- x | [5m pei Ge— i x Veer =e Veal eF, 
7 a 


€ 


da das von j,, j, erzeugte Feld auBerhalb V verschwindet. Entsprechend 
erhalten wir e 


. ‘? 4 1 e 
tx | [i @ &g 11 Ga + iy X V Put 7-01 V Pal a F 
(64) l ‘ 1 
=— 7 [ Bos Patix VGqt+ me? V Pale F, 


so daB das reflektierte Feld durch j,, jj erzeugt wird. 
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Fiir den in Satz 5 behandelten Fall ergibt sich analog, wenn sich j,, jj 
wieder an der AuBenseite und j,, j2 an der Innenseite befinden, 


(65) h=--is h=-is —htis B= itis; 


wobei hier benutzt wird, daB das von j,, j, erzeugte Feld im Inneren von V, 
und folglich ‘auch an der ,,Innenseite“ von F verschwindet. 

Das Problem der Reflexion erscheint damit als Spezialfall einer allgemeinen 
Aufgabe, die wir als die Bestimmung des Feldes von Grenzflichenstrémen be- 
zeichnen kénnen. 

Wir geben uns dazu auf F beliebige zweimal differenzierbare j, und j, vor 
und wollen zwei Felder €,, , und €,, §; so bestimmen, daB auBerhalb V 


(66) Vx €, +iwe,9,=9; Vx §,—iwonu,€,=0 
und innerhalb V 


ist, wobei €,,°, den Ausstrahlungsbedingungen geniigt. Es soll weiterhin 


(n x €,) —(n x E&) = —-j 
F, F; 


a + 
68 — a ; 
( (n x $,) — (n x 9) =ie 
F, F; 
sein. Wir setzen 
(69) hi + je = ie; ji + ig = ie 
und 
F ne . fe l 
h. =n x a i [iw wie Pi — te X VR AZO V GIP 
a - & 
a 
(70) Be 


1 - Pe . i» 
b--nx gy | Foaietix Vat 92 VIF 
t 
a 


und verlangen, daB 


1 . , 1 
nx | [iw Hah Pa—hi * V Gat = 91 VPal dF = 0 


i 
(71) ae ee _" 
—nx ix | Voeit ee tinX Veet 4 ci Volar =0 
ist und 
1 ’ ; * l . 
nx gy | Komin “ix VOt—aVejdr=h, 
‘ 
a 
(72) * 


1 . : : - 
—UX Fe [ Goat WRrhx VH+ 701 V vila Fk =, 
B ‘ 


a 
+ 
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wird. Hieraus ergeben sich die Integralgleichungen 


ane —2e; ., 1 1 A m 
a= &j + €a be + 22 ate | **8 xX V(eaPa- & OOF 
- if v 
22 w &+ fa 


* [(n x iy) (3 pe — Eg) +0 * (iy T) TW (Ge— IAP 


(73) ~2 py; 1 1 p aF 
h= m+ Me 2a tm nm X iy X V (fa Pa — Hi Yi) 
> 1 


~ 22 wo Mitte 


J (nx i) (He pe — Hp) +0 x (15D) V(Ga— 9) AF 
mit deren eindeutig bestimmten Lésungen j, und j; die Felder 


l go : a 1 , 

&, a | [§@ oir Pa — 1X Vat =O V Gal oF 

(74) Se ; 

93-75 | [imecit Pati V Get a 01 V Pal dF 
*' 


im Inneren von V und 


- 


L . , sy 1 VU o.) 
€,={— | fiomig—ix Vat paler 
* Pp . 


se) 
(4/0) e 


l tes , - l . 
~ as [5m wie Pi— eX VEi+ Oe V Hak 
- 1 P es is , 1 
oe hr | imei g+inx Te%+ wei V Miler 
- P , 
v7 b af , l 
az [i wez ine tie x VO + 7 Oe V MOF 
im Auferen von V gebildet werden. Dann ist 


(77) e; (n x ©) =e,(n x E); a; (n x O,) =ua(n x G,), 
F F, 


a ‘ 
aad > 


so daB sich nach dem iiblichen Vorgang 


(78) (n x €,) = (n x E,) = (un x H,) = (n x H,) = 0 
‘a PF; Py PF; 


ergibt. Auf Grund der Sprungrelationen folgt dann 


(tx ©) =ji-ies (Wx $)=—i +i 
Py 


(79) Zz . - 
(n x &,) = — i; (nx 9) =i, 
F; P; 


und wir erhalten die Lésung des durch (6€) bis (68) formulierten Sprungwert- 
problems in der Form 
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1 , ' ‘, 1 
g,= x | [iw eis Pa — 1 X V Gat ag 1 VLE F 


(80) 1 ‘ : : 1 

Se= az | Korii ve tisX Voet pci Vader 
und mit 
(81) le=k—-ins ik =ie— it 

One / [iw Wings —i8 x Vout ea V oder 
(82) 


l . *% . l , . 
Oi 7y | Fonitmtinx Vat 2 VRdeF, 


wobei offensichtlich €;= — €,; $= — , und E, = E,; H, = Hz ist, so dab 
sich 


nx €=-ji; nx O=i 
a a 
83) Soa ee os nly 
( nx G=f—-iis nx Oi i 
P; FP; 


ergibt, woraus die Sprungrelationen (68) folgen. 

Es 1a4Bt sich die Reflexion elektromagnetischer Wellen an endlichen homo- 
genen Kérpern also auf die Berechnung der Felder von Grenzflichenstrémen 
zuriickfiihren, die mit Hilfe der Integralgleichungen durchgefiihrt werden kann. 

Ohne niher auf die Lésungen unserer Integralgleichungen einzugehen, 
kénnen wir die Frage nach der Abhangigkeit des reflektierten Feldes von 
den Konstanten ¢;, 4; bei festem V und ¢,, u,,w nicht beantworten. Wir 
miissen daher auch darauf verzichten, den Grenziibergang é; > oo in unseren 
Integralgleichungen streng durchzufiihren und formulieren den unter der 
Bezeichnung ,,vollkommene Reflexion“ bekannten Grenzfall ¢; = co gesondert. 


4. Die vollkommene Reflexion. 


Die vollkommene Reflexion erfordert die Lésung der folgenden Aufgabe: 


Es ist das Feld €, § zu bestimmen, das im AuBeren eines reguliren, von 
der analytischen Randfliche F berandeten Gebietes V den Ausstrahlungs- 
bedingungen und den Gleichungen 


Vx O+iwe E=j 
Vx €-twyug=—j’ 


geniigt, wobei j und j’ in einem reguléren, ganz auBerhalb V gelegenen Ge- 
biet 8 zweimal differenzierbar sind. AuBerhalb 8 verschwinden j und j’ iden- 
tisch. Auf der Randflache F von V mu8 


nx€=0 


sein. 
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Wir bilden wiederum das einfallende Feld 


l ee , ns l 4 1 

g, : 4n | [bouip-i KV p+ ~oV¢gi\daV + r iz J On) VodF 
Je ae - Ven a 

bax | Foci etix Vor peveler+ oy az | n) VgaF 


und setzen 

(2) €=-€+€E; 9=9.+ G,. 

wobei ©,, §, in der iiblichen Bezeichnungsweise das reflektierte Feld dar- 
stellt. Wir machen fiir dieses Feld den Ansatz*) 


ws 
panied 2 Mh nlataahaad 
$= ~ [| livecing+ oxVolaP 
. az J not —orV¢l4aF, 


stellen es also lediglich durch magnetische Flachenstréme dar. Die Rand- 
bedingung n x € = 0 ergibt dann 


(4) O='n x €,+nx €&=j.—nx i: [it x VodF. 
= > Fa 
Nun ist aber nach (1, 47) 7 
(5) n x fir x Ved F =2nin+ [ (nx Ginx Vola, 
a 
so daB aus (4) ds intnagltapitiibiions 
(6) in = — 2,- ga | "x inx Vo)aF 


, , . , , , ‘ Bin ‘ 
wird. Der Kern dieser Integralgleichung wird nicht starker als ; singular, 
wie sich aus den Untersuchungen des vorigen Abschnitts ergibt, so daB die 
FREDHOLM-HILBERTsche Theorie anwendbar ist. Wir haben daher zum Nach- 
weis der Existenz der Lésung dieser Integralgleichung die Eigenlésungen zu 
untersuchen. Es sei 


- - »; - 
(7) bom ga She Veal, 


Dies besagt, da jp als Eigenlésung stetig differenzierbar ist und die Ableitungen 
H6LpER-Bedingungen geniigen, daB 


(8) nx fiox Ved F=0 
Py 
ist. Dann ist aber 
(9) nx fjox VpdF =4zjo. 
P; 


*) Auf einem anderen Wege lést W.K.Saunpers die Fragestellung dieses Para- 
graphen [13], wahrend sich nach C. J. Bouwkamp [14] ein Ansatz von W. Mave [8] 
ebenfalls zu einem Existenzbeweis fiir das Problem der vollkommenen Reflexion aus- 
bauen l48t (Anm. b.d. Korrektur). 
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Es gibt Eigenlésungen dieser Art. Wir erhalten sie aus den ,,magnetischen 
Eigenschwingungen“ des Gebietes V und verstehen darunter ein Feld &, $p, 
das den Gleichungen 


(10) Vx OotiveE,=0; Vx €—iwonG=0 
im Inneren von V geniigt und so beschaffen ist, daB 
(11) n xX H,=0 


‘ 


wird. Felder dieser Art sind mehrfach angegeben worden [6]. Nach dem 
Huyeensschen Prinzip ist innerhalb V 


: l - l bho a 1 
(12) €&=- iz | bx Year: Do = is] (§wejopt+ Oo Ve)aF 


mit 


(13) jo = n x G. 

AuBerhalb V verschwindet (12) identisch, so daB 

(14) nx fjiox VodF=0 
Fa 

und folglich " 

(15) jo=nx &, 


Eigenlésung der Integralgleichung (7) ist. 
Wir beweisen nun 
Lemma 5: Ist 
Im (k*) = Im (w* ¢ uw) + 0, 
so gibt es keine Eigenlésungen von (7). 


Zunichst bemerken wir, daB zu jeder Eigenlésung von (7) auch eine 
,,magnetische Eigenschwingung ©, $, gehért, denn das Feld 


1 7 1 . - D is 
(16) G-—7y | ox Vea: bo~ ay | Goring + peo Voar 
erfillt (10) und (11), so daB es zu zeigen geniigt, daB nur zu reellen k* Eigen- 


schwingungen méglich sind. Aus (10) ergibt sich 
(17) VxVxOo-—-FO=9, 
und es wird 
{ (Go- Vx Vx Go— Go Vx 7x Hd V = 

(18) " iiaiale 

= J (n (Go Vx Do— Dox Vx Hy) dF. 
Wegen (11) verschwindet das Flachenintegral, ynd aus (8) folgt 
(19) (e — F) f Go God V =0. 


Wir wollen nun zu dem zu (7) transponierten System iibergehen. Dazu 
setzen wir 


(20) jo - jo” tr 
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und erhalten fiir (7) 

jo! (2) = — 3 J g'? (x) ty (2) tm (8) 0" (€) (n (2) Vy) a Fe 
(21) P 
+os J gf? (2) (tj (z=) Vp) (1 (2) tm (€)) 0” (E) a Fy. 


Setzen wir zur Abkirzung 
(22) F(z) ()=x(2); PH= 5, 
so wird aus (7) das Integralgleichungssystem 
3 (z)=-5- J | (E(x) - (€)) (n(x) Ve) - (e*(z) Ve) (n (2) z, (€)) |i0"(E) dF; 
(23) , 
4 1 | Fe 
i} (z)=—- 5— J | (x(x) te (E)) (m (x) Vy) —(z* (x) Yep) (m (x), ()) | 50") dP. 
F 
Bezeichnen wir mit 
(24) = 
die Eigenlésung des transponierten konjugiert komplexen Systems, so wird 


[ |(xs(z)x" (@) (n@) V'9) - (x" (€) 7°G) (n(€) x1 (x))| t, (€) dF; 


t, (2) 22 


(25) 


“hlz)=- - | (ea (x) x" (€)) (n(E) VG) —(z" () VG) (1 (€) £2(2)) 





t, (E) dF, 
wobei wir beide Gleichungen wegen (24) zu 
(26) = t(z) =— 7 i] it (€) (n (€) VF) —n E(t) VG) aF 


oder 


(27) t (x) = aa | V% x (nxt) dP 


zusammenfassen kénnen. Die hier auftretende Singularitaét ist nach (25) nur 
scheinbar, und wir kénnen sie durch Einfihrung von 


(28) h=nxt; t=—fixh 
formal beseitigen, denn dann wird aus (27) 

(29) § (z) = = i] n (2) x (VG x h()) dF 
oder 

(30) § (z) =- ax J n (2) x (x V@)aF. 


Damit beweisen wir ™ 
Lemma 6: Ist &,, $, ein Feld, das von ganz im AuBeren von V gelegenen 
Strémen erzeugt wird, und t eine Lésung von 


t= gy | VFX (n(@) x t@) dF, 
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so wird _ 
f(nx ©) tdF=0. 
Wir bilden das Feld ‘ 
Ga— ay [ox VodF; h=nxt; Veh=iwo 
(31) . 1 1 
So = ta | [imeho+ —o VDF, 


das den Gleichungen (10) und (11) geniigt, da wegen Im (k*) = 0 


(32) AG+FRG=0 
ist. Es wird 
(33) nx €& =§ 
F; 
und = 
(34) n&=0, 
?, 


da das Feld (31) im AuBeren von V identisch verschwindet und die Normal- 
komponenten von €, beim Durchgang durch F stetig sind. Es ist also auch 


(35) nxh= ~t=— ©, + (E,n)n=-,, 


‘ P; 
> 


wobei ©, die Werte auf F bezeichnet. Die Behauptung von Lemma 6 ist 
daher gleichbedeutend mit 


(36) { (nx €) G,dF = [n(x dF =0. 


Wir tragen nun auf den Normalen zu F ins Innere von V die Strecke A ab 
und erhalten fiir geniigend kleine A eine analytische Parallelfliche F, zu F. 
Das von ihr umschlossene Gebiet sei V,. Dann wird 


f (n(G, x Vx 9.) —n(, x Vx €)\ dF, 


P; 


(37) = J 18. 9x Vx E,- BV x Vx $27 
a 


= (+ 8)  §.E,aV =0. 
Vy; 
Daraus wird nach (10) 
(38) —twe fn(G, x C) dF, +i Op f n(He x Ho) dF =0. 
a a 
Bezeichnen wir durch den Index A die Werte auf der Flache F,, so gilt gleich- 
maBig in A 
lim (n x ©), =n x E; lim (n x E,), =n x E, 
A—>0 


(39) ert 
lim (n x Ho), = 0; lim (n x $.),=n x §,, 
a0 A—0 


da § und 9 in (31) gleichmaBig H6tpER-Bedingungen geniigen. Strebt namlich 
der Aufpunkt auf der Normalen von innen her gegen F, so folgt aus Sitzen 








378 Ciaus MULLER: Beugung elektromagnetischer Schwingungen. 


der Potentialtheorie, daB die zugehérigen Werte der Integrale (31) gleich- 
maBig (beziiglich 4) konvergieren. Durch den Grenziibergang A + 0 erhalten 
wir somit 


(40) lim fn(€, « ©) dF = {n(x €)dF=0. 
A—+0 FP, F 


Nach Lemma 6 ergibt sich daher, daB es stets eine Lésung der Integral- 
gleichung (6) gibt. Die Stréme jz sind dabei nicht eindeutig bestimmt, wohl 
aber das reflektierte Feld €,, $,, denn die Eigenlésungen jp strahlen nach (8) 
nichts ins AuBere von V. 
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Uber Ringe mit Poisson-Klammern *). 


. Von 


Gorrrriep Fak in Marburg. 


Klassische wie Quantenmechanik zeigen, daB die physikalischen GréBen — 
definiert durch MeBvorschriften — einen Ring im algebraischen Sinn bilden. 
In der klassischen Mechanik werden die GréBen durch Funktionen der kano- 
nischen Variablen, in der Quantenmechanik durch lineare Operatoren im 
Hilbert-Raum reprisentiert, wobei alle Operatoren sich aus den nichtver- 
tauschbaren (kanonischen) Operatoren, welche Impuls und Koordinate repri- 
sentieren, durch Anwendung von Multiplikationen und Additionen aufbauen 
lassen. In beiden Theorien handelt es sich also um einen Ring, welcher aus 
einem System von Grundvariablen aufgebaut werden kann. Beschrinkt man 
sich zunichst auf Ringe formaler Potenzreihen in den kanonischen Variablen, 
so lassen sich die durch die Bewegungsgleichungen definierten grundlegenden 
Beziehungen zwischen Elementen des Ringes im Fall der klassischen sowie 
der Quantenmechanik unter Verwendung der algebraischen Eigenschaften 
der Poisson-Klammern gleichartig fassen’). Dies fiihrt zu der mathematischen 
Aufgabe, Ringe mit einem derartigen KlammerbildungsprozeB axiomatisch 
zu untersuchen. Da die betrachteten Prozesse sich im Bereich der Polynome 
bereits véllig iibersehen lassen und dabei unnétige Komplikationen vermieden 
werden, ist es zweckmiBig, sich zunéchst auf Polynomringe zu. beschrinken. 


In § 1 werden Ringe mit Erzeugenden und definierenden Relationen be- 
trachtet. Sodann wird ein den Erfordernissen entsprechender freier Ring 
eingefiihrt und der Heisenberg-Ring als ein bestimmter Restklassenring des 
freien Ringes charakterisiert. § 2 enthalt eine axiomatische Untersuchung von 
Ringen mit einer Klammerbildung, welche die algebraischen Eigenschaften 
der Poisson-Klammern besitzt. Der kommutative sowie der Heisenberg-Ring 
kénnen als Ringe mit einer derartigen Klammerbildung axiomatisch gekenn- 
zeichnet werden; die Unabhingigkeit der hierbei benutzten Forderungen wird 
durch Konstruktionen im freien Ring mit Hilfe der durch F. Hausporrr 
eingefiihrten Differentialoperationen bewiesen. In § 3 wird die Aufgabe 
behandelt, Homomorphismen des freien Ringes aufzusuchen, bei denen be- 
stimmte Hausdorff-Operationen im homomorphen Bild Prozesse induzieren, 
welche wieder die Eigenschaften der Hausdorff-Operationen haben. Es wird 
nachgewiesen, daB der kommutative und der Heisenberg-Ring homomorphe 
Abbildungen des freien Ringes sind, bei welchen eine bestimmte, fiir die 


*) Herrn REIDEMEISTER, unter dessen Anleitung und standiger Teilnahme, insbesondere 
bei Behandlung der Differentiationshomomorphismen, die Arbeit ausgefiihrt wurde, bin 
ich zu gréBtem Dank verpflichtet. Mein Dank gilt ebenfalls der Notgemeinschaft der 
deutschen Wissenschaft fiir die mir erwiesene Hilfe. 

1) Die zeitliche Anderung einer GréBe wird dabei durch eine eingliedrige Schar von 
Automorphismen des Ringes beschrieben, die durch die Hamilton-Funktion des physi- 
kalischen Systems bestimmt ist. Vgl. G. Fatx: Axiomatik als Methode physikalischer 
Theorienbildung. Z. Physik 130, 51 (1951). 
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Mechanik charakteristische Hausdorff-Operation in die Poisson-Klammern 
iibergeht. Die entwickelte Methode gibt eine Méglichkeit, den algebraischen 
Inhalt von Systemen linearer Differentialgleichungen erster Ordnung von 
kommutativen in nichtkommutative Bereiche zu iibertragen. 


§ 1. 

Ist & ein Ring und m eine Klasse von Elementen aus G, aus denen sich alle 
Elemente von @ durch endlich oftmalige Anwendung der Ringoperationen — 
Additionén und Multiplikationen — aufbauen lassen, so heiBen die Elemente 
von mein System von Erzeugenden des Ringes G*). Dabei kann es vorkommen, 
da8 zwei aus den Erzeugenden formal verschieden aufgebaute Elemente trotz- 
dem dasselbe Element in & darstellen. Die Gesamtheit aller aus den Erzeu- 
genden formal gebildeten Elemente wollen wir mit  bezeichnen. Um die 
Verkniipfungseigenschaften der Elemente von & aus denen von § abzulesen, 
muB man also entscheiden, welche Elemente von # ein und dasselbe Element 
von & reprisentieren. Dies wieder ist aquivalent mit der Kenntnis aller der- 
jenigen Elemente aus %, welche das Nullelement von & darstellen. 

Jedes Element aus §, welches dem Nullelement von & entspricht, heiBe 
eine Relation. Die Gesamtheit aller Relationen werde mit R bezeichnet. Ist r 
eine Relation und / € G, so sind offenbar / und / + r dasselbe Element in @. 
Sind umgekehrt f und /' zwei verschiedene Elemente von f}, welche dasselbe 
Element von @ darstellen, so ist f — f’ = r eine Relation. Es gilt weiter: 


Mit r,r°€R ist auch r—7r’' eR (A) 
und ist /€%, r€R,soist f-reR und r-feR. (B) 


Aus (A) folgt, daB die Relationen eine additive Gruppe bilden. (B) laBt sich 
symbolisch in der Form schreiben 


FR=RF =R. 


Gibt es in R eine Klasse r von Relationen, aus denen sich alle Relationen 
von ® gewinnen lassen durch die Prozesse: a) Bildung des additiv Inversen, 
b) Addition, c) links- und rechtsseitige Multiplikation mit beliebigen Elemen- 
ten von %, so heiBe t ein System von definierenden Relationen. 

Im weiteren Verlauf werden Ringe & betrachtet, die folgenden Bedingungen 
geniigen: 1. @ hat ein Einselement, 2. @ enthalt den Kérper K der reellen 
Zahlen, 3. Jedes Element aus K ist mit jedem Element von @ vertauschbar, 
4. Die Elementé von K und 2,, 2, ..., Z, bilden ein System von Erzeugenden 
von &. Damit sind alle Elemente von @ darstellbar in der Form 


a+ > a,w;(z), 


wobei die a,a;€K und die w,(x) Potenzprodukte in den 2, 2..., 2%, 
bedeuten. Wir konstruieren nun einen Ring G, der frei ist von Relationen, 
den sog. freien Polynomring % ; er ist der allgemeinste Ring, welcher die Bedin- 
gungen 1.—4. erfiillt. 

Mit den Elementen z,, z,,...,2, bilden wir die nicht-kommutativen 
Potenzprodukte mit positiven Exponenten. Die Gesamtheit dieser bildet eine 

*) Terminologie und Aufbau wurden in Anlehnung an die Begriffsbildungen der 
Theorie der Gruppen mit Erzeugenden und definierenden Relationen gewahit. Vgl.: 


K. Reremeister: Einfihrung in die kombinatorische Topologie. Braunschweig 1932, 
II. Kap. 














Uber Ringe mit Poisson-Klammern. 381 


(freie) Halbgruppe mit den z,, z,,...,2, als Erzeugenden. Jedem Potenz- 
produkt 


e, as 4 + 
a, Xa," ** %_. 


14Bt sich eine positive Zahl, seine Dimension d zuordnen: 


k 
‘ d= J'¢,. 
i=—1 
d = 0 werde dem Einheitselement zugeordnet. Weiter heiBe die Exponenten- 
summe eines bestimmten Faktors z; 
=)’ ba 
bal =) 
die Ordnung des Potenzproduktes in z;. Es gilt stets w; < d. Es gibt nur endlich 
viele Potenzprodukte einer festen Dimension. 

Fiir die Potenzprodukte werde nun eine assoziative und kommutative 
Addition erklart, der gegeniiber die obige Multiplikation distributiv sei. Unter 
einem homogenen Polynom f, verstehen wir eine Linearkombination der Potenz- 
produkte der Dimension d mit reellen Koeffizienten, unter einem Polynom 


N 
vom Grade N eine Summe »' f,. 
d=0 


Seien mit g,q die in ‘einer festen Anordnung vorgegebenen Potenz- 
produkte der Dimension d bezeichnet, so folgt fiir zwei homogene Polynome 
fa, = ps a, 9», d,> fa —_ z b, J», d, 


fa,* ta, = (2 a, Jv, a.) (SY 5, Gv, a,) = DS ¢, Gv, a, +a, = fa, +4, + 


. ’ 


Ebenso folgt fiir die Multiplikation homogener Polynome das assoziative Goss, 
da dieses fiir die g,4 gilt. Die Multiplikation zweier Polynome 9 = Pr fa, 


y= ¥ » ist demnach gegeben durch 


a” He" 
N’ N” N’ +” a at: 
ge yp=(Lfe)(Lw)=L ha, fa=D fer fda 
qd’ a’ d=0 f=0 


Da fiir die homogenen Bestandteile das assoziative sowie das distributive 
Gesetz gelten, sind sie auch fiir Polynome giiltig. Die Polynome bilden also 
einen Ring, den freien Ring §. In § sind Elemente dann und nur dann gleich, 
wenn sie formal gleich aufgebaut sind. 

Konstruieren wir nun einen Polynomring, welcher wieder die Bedingungen 
1.—4. erfiillt. Er habe die definierenden Relationen 


5. 7, (@, 2), Tg (@, XZ), .. +5 Te (2, X) , 


wobei die r; (a, x) bestimmte Polynome in den 2, Z,, . . ., Z, mit Koeffizienten 
aus K bezeichnen. Zunichst bilden wir wieder den freien Ring §. Aus den 
r; (a, x) erzeugen wir sodann unter Anwendung der obigen Prozesse b) und c) 
— da § ein Einselement hat, fallt a) unter c) — den Bereich i, der aus allen 
Elementen der Form 


Shera hes WEB 
‘=1 
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besteht. R ist also ein (zweiseitiges) Ideal in . Mit diesem bilden wir den 
Restklassenring ’ = #/R. Dann sind die Restklassen 


2 +R, ret+R,...,7%,+R 


zusammen mit den Zahlen aus K ein Erzeugendensystem und die r; ein System 
definierender Relationen des Ringes 3’ in diesen Erzeugenden, wenn iiberdies 
in den r; die x, durch x + ersetzt werden. Die Polynome r; (a, x + R) 
sind namlich wieder Relationen; dies folgt aus der Bemerkung, daB fiir ein 


Potenzprodukt x'1x°s...2t bei der Ersetzung der x, durch x + gilt 
— = 7 ’ 


(ze +R) 2 (ze + R)~) 2... (ee, +R —azirae’s...zet+er’;s eR. 
1 2 I = *] 
Dabei bedeutet r’ eine Summe von Elementen, die alle mindestens einen 
Faktor aus ® enthalten, selbst also ebenso wie auch r’ Elemente von % «tind. 
Somit gilt fiir beliebige Polynome, also auch fir r; 


r,(a,2+R) =r, (a,2)+ 7", r° ER. 


Da r,; (a, x) aber Element von § ist, folgt dasselbe auch fiir die linke Seite. 
Ebenso zeigt man, wenn r (a,x +) irgendeine Relation des Restklassen- 
ringes {' ist, so ist r (a, x) €R, d. h. r (a, x) muB sich in der Form 2 f; 7; 9; 
mit f,, 9, € ¥ darstellen lassen. : 

Da jedem Polynom in den z; ein bestimmtes Element von }’ = }/R ent- 
spricht, kann man jene Polynome als Bezeichnung der Elemente von }’ 
benutzen: 9} heiBe dann der Ring mit den Erzeugenden 2,, 22, ..., 2, — 
und den reellen Zahlen — und den definierenden Relationen 1, ro, .. ., 7 
Wir erhalten somit den 


Satz 1: Ist & ein Ring mit den Bedingungen 1.—4. und den definierenden 


Relationen 5., so ist & zu einem bestimmten Restklassenring des freien Ringes 
isomor ph. 


m-* 


Analog zum freien Ring § kann man auch den kommutativen Polynom- 
ring x konstruieren. Es soll gezeigt werden, daB der Homomorphismus 
% + %x durch das von den ,,Kommutatoren“ (z,, x) = 2; %—% 2; (i,k 


= 1,2,...,m) erzeugte (zweiseitige) Ideal R, vermittelt wird. 

Fiir jedes Potenzprodukt in § von gegebener Dimension d und Ordnung 
(, Wg, - - -» M, 1&Bt sich ein Repriisentant, z. B. das Potenzprodukt der Form 
wo. "2 - ~~ on 
1 2 n 


auswahlen; jedes andere Potenzprodukt gleicher Dimension und Ordnung 
kann durch endlich oftmalige Anwendung von 2; 1, = 2, 2; + (2;, %) in eine 
Summe verwandelt werden, welche aus dem Reprisentanten und einer Anzahl 
von Gliedern besteht, die alle mindestens einen Faktor (x;, x) enthalten, also 
Elemente von R, sind. 

Jedes homogene Polynom einer Dimension d zerlegen wir in homogene 
Bestandteile gleicher Ordnung. Nach obigem Verfahren kann nun jeder 
solche homogene Bestandteil auf die Form gebracht werden: Zugehériger 
Reprasentant, multipliziert mit der Summe aller Koeffizienten des homogenen 
Bestandteiles, und eine Summe von Gliedern, die alle in R, liegen. Fiir all- 
gemeine homogene Polynome gilt dann eine entsprechende additive Zusam- 
mensetzung. Bei der Multiplikation zweier in dieser ,,.Normalform“ befind- 
licher homogener Bestandteile gleicher Ordnung resultiert i. a. nicht sofort 
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wieder die Normalform des Produktes, vielmehr mu8 man durch obiges Ver- 
fahren diese Normalform erst herstellen. Fiir die Multiplikation kann man 
sich von vornherein auf die Reprisentanten beschriinken, da alle iibrigen 
Glieder bereits in Ry liegen. Das durch multiplikative Verbindung erhaltene 
Potenzprodukt la8t sich sodann wieder in die Normalform bringen, wobei der 
Koeffizient nicht geaindert wird. Fiir allgemeine homogene Polynome gilt 
dann Entsprechendes und somit auch fiir Polynome. 

Zeigen wir nun noch, daB alle Ausdriicke der Form (9, y) = py — y 9, 
wobei ¢, y €%, in Rx liegen. Jedes Polynom in ¥ ist eine Summe homogener 
Polynome und somit eine Summe homogener Bestandteile gleicher Ordnung. 
Beim Ubergang zur Normalform entspricht jedem dieser homogenen Bestand- 
teile genau ein Repriisentant. Wie oben kann man sich bei der Multiplikation 
auf die Betrachtung dieser Repriisentanten beschrinken. Seien mit h, die in 
einer festgelegten Reihenfolge vorgegebenen Repriisentanten bezeichnet, so 
haben die Polynome @ und y die Normalform 

” 7 
g=Lah+y', p= Loh, +y'; oy’ ERx. 


N,N’ N,N’ 
Bildet man nun gy= J'a,b,h,h,+y und ypo= J'a,b,h,h, + x”, 


¥, %, 

wobei 7’, x” € Rx, 80 exhonat man nach dem Bewiesenen sofort, daB diese 
beiden Produkte auch in ihrer Normalform die gleichen Koeffizienten der 
Reprisentanten haben. Somit hat (gy, y) den Reprisentanten Null, d. h. es 
liegt ganz in R,z. Wir formulieren schlieBlich den 

Satz 2: Der Restklassenring %/R,x ist isomorph zum kommutativen Ring ¥ ;. 

Die Anzahl der Erzeugenden 2,, 2, . . ., Z, des Ringes sei eine gerade Zahl 
n = 28. Der bequemeren Formulierung wegen treffen wir folgende Bezeich- 
nungsverabredung: Alle z,,, werden mit g; und alle z,; mit p,; bezeichnet. 
Wir definieren nun: Der Ring mit den Bedingungen 1.—4. -- wobei die x, 
durch die q;, p; ersetzt sind — und den definierenden Relationen 


(Gis Ge)> (Pir Pu)» (Pir Me) fir t+ k, (p;,9;)— (Py Me) s (1,4 = 1,2,... 8) 
werde als Heisenberg-Ring }, bezeichnet. 

Ist R, das von den Relationen erzeugte Ideal in §, so ist $y isomorph F/Ry. 
Aus der letzten Relation folgt, daB in $y alle (p,, q;) (¢ = 1, 2, ..., 8) durch 
dasselbe Element k dargestellt werden. AuGerdem ist k aber mit allen Ele- 
menten von %q vertauschbar. Dies fulgt so: Das Element (4, (p;, 9;)) —- 
(dz, (Pps %)) liegt in Ry; wegen der Identitat 


(Gx> (Pis %4)) = (Pir Qe» G)) + (i> (Pi> Me) 
liegt aber das erste Glied schon in Rg, also auch (q,, (%,q))- Somit ist 
k in $g mit allen g; vertauschhar. Denselben Schlu8 kann man auch fir p; 
anwenden ; also ist k mit allen Elementen von §, vertauschbar. 

Man kann k als zu K adjungierte Unbestimmte ansehen. Bildet man z. B. 
das von k — a mit a € K erzeugte Ideal in $y, so vermittelt dieses einen Homo- 
morphismus von #, in einen speziellen Heisenberg-Ring. Einen anderen 
spezieller. Heisenberg-Ring vermittelt das von k* + 1 erzeugte Ideal. Dieser 
Fall kann allerdings auf den ersten zuriickgefiihrt werden, wenn K durch 
Adjunktion der imaginaren Einheit zum Kérper der komplexen Zahlen er- 
weitert wird. 
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Das Beispiel des Heisenberg-Ringes in nur zwei Erzeugenden q, p:, erlaubt 
sehr einfach, eine bemerkenswerte Eigenschaft dieses Ringes zu konstatieren. 
In ihm gilt (p, g) = &. Durch Induktion stellt man sehr leicht fest, daB in Fy 


(p,q) =knp*-', (gq, p) =—kmq*-!. 


Den Faktor n p"~! bzw. m g™~—! wollen wir die ,,Ableitung‘‘ von p* bzw. g™ 
nennen und mit (»")’ bzw. (g*)’ bezeichnen. Die Ableitung By) bzw. O' 
eines Polynoms §;, bzw. Oy wird so gebildet, daB von jedem seiner Glieder 
die Ableitung genommen und diese alle addiert werden. Demnach gilt also 


(Be, = kB @, QP) =—kX'@- 
Benutzt man z. B. die erste dieser Gln. in der Form 


7° Bi = Bo) 7— FB» 
so beweist man durch Induktion die Beziehung 
q” * Bey = Be» * 9" + (— *) i) ¥ ai 
+ (—k)* (3) By qr? +-° (— zp (* ) Be. 


Damit erhilt man, wenn Oy) ein beliebiges Polynom vom Grad n in q ist: 
Dio Bo» = (S 4, q”) Bi» = 


- da, {Bo ‘gq’? +(—k) (1) Pw -gr-t4--++(—k) Bi} 


(p) 
und schlieBlich die iibersichtliche Formel 


—k , , ‘ 
Dio * Bi = Fa) Dw@ + th @ D'@ + 


a ” ” = 
SF 8" wD" ot: P pis Os). 


Man kann also im Dt cap jedes ee in eine Gestalt bringen, in 
der jedes seiner Glieder z. B. nur Potenzprodukte der Form p” g™ enthilt. 


+ -——- 





§ 2. 

Es interessieren nun Ringe von der bisher betrachteten Art, in denen iiber- 
dies eine Klammeroperation erklirt ist, welche die algebraischen Eigenschaften 
der Poisson-Klammern hat. Diese Forderungen werden in einem Axiomen- 
system formuliert, das folgendermaBen lautet: 

I 1. @ ist ein Ring mit Einselement. 

2. & enthalt den Kérper K der reellen Zahlen. 

3. Jedes a ¢ K ist mit jedem gy ¢ @ vertauschbar. 

4. Die Elemente aus K und q,, Te» += +3 Uqs Pr» Po» - - +» P, bilden ein Erzeu- 
gendensystem von @. 

II. In @ existiert sine Operation, ,,Klammerbildung“ genannt, die je zwei 
Elementen ein drittes Element von zuordnet. Sie hat folgende Eigenschaften*) 

*) Das Axiomensystem II 1.—4. ist dem kiirzeren (aber fiir axiomatische Zwecke 
weniger geeigneten) aquivalent: 

[pv] = — [v, 9], [p vi + vel = [e, vi] + [o val [p29] = a [e, ¥) 
(9, ¥.° Ya) = [p, ¥i) Ye + Yi le, Val [os Ge] = 0, [Pi Pe) = 9, (Pi, Ge] = Se 
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1. a) [¢,%)=9, b) [p,m] = 9, ©) [Pis %] = 6:2; d) (9. %)] = — Oi, 
2. a) (i+ Pe KG) = [9%] + [F2%)], [i+ Ge MI = [Mr Bm) + [oe P) 


b) [a 9, g]) =a[9,q%), (a @, P;) =a[9, %) 
c) (%.° PG) = (91%) 2 + [Pri Po Pe) = [Pr %) Pe + 
: + % [Pe %], + 9 [Pe 2] 
3. a) [p, wi + wel = [e, Yr] + [e, Ye] 
b) [y, ay] =a([9,y] 
c)[P,¥i° Yel = (9. vil vat Ys [P, Yel 
4. [y, yp] = 0. 


Dabei sind 9, y, . . . beliebige Elemente aus G und a¢K. Man erkennt leicht, 
daB die Axiome IT 1.—3. den ProzeB [¢, w] festlegen, d. h. fiir vorgegebene 
und yp aus & ist die Klammerbildung [g, y] nach IT 1.—3. als Element von @ 
eindeutig angebbar. Dasselbe gilt beziiglich der Axiome II 1., 2. fiir den 
speziellen ProzeB [¢, g,] bzw. [¢, 7;]- 

Zunichst werde die Widerspruchslosigkeit dieses Axiomensystems gezeigt. 
Wir benutzen dazu den kommutativen Polynomring },. In § 1 wurde gezeigt, 
daB ¥z den Axiomen I 1.—4. geniigt. In $x erklaren wir in gewohnter Weise*) 


eine partielle Differentation i bzw. ao . Sie geniigt den Rechenregeln 





oe 4, om 
aq ‘F ag 
(1) 2(At Pd 29H, 2% 269) _, 29 
agi agg 8g’ ae aq’ 
2(Pi* Ps) os 
= + 
Oa. , 72 ne 


Analoge Regeln gelten auch fiir 2 . Andererseits kann man durch diese Regeln 
den DifferentiationsprozeB in ¥ z auch axiomatisch erkliren. Vergleicht man (1) 


mit den Axiomen II 1., 2., so erkennt man, daB die Prozesse [¢, g,] und ~~ 


bzw. [y, p;] und — oa <? die dunk II 1., 2. geforderten Eigenschaften haben. 


Da aber der ProzeB der Kiammerbildung [9,9;] bzw. [g, p,;] durch diese 
Axiome eindeutig bestimmt ist, folgt, daB in F, 


a9 a9 
(9, q;] = = Op ’ [y, P;) a aes Ou . 

Weiter stellt man fest, daB die Poisson-Klammer 

J {2 yg ay ag ay } 


apr OG oq 2 Py 


val 


alle Axiome II 1.—3. erfiillt. Da der ProzeB [g, y] durch diese Axiome aber 
eindeutig bestimmt ist und der obige Ausdruck auch II 4. erfiilt, gilt in } 


(a9 @y agp 2 } 
[pv] - Ze gq ~ 0G Op’ 
~ 4) Vgl. etwa v. D. WAERDEN: Moderne Algebra I, 2. Aufl. 1937, § 20. 
Mathematische Annalen. 123. zo 
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Damit ist die Widerspruchslosigkeit des Axiomensystems I, II gezeigt. 
Es gilt nun noch nachzuweisen, daB die Axiome unabhangig sind, insbesondere 
da8 das Axiom II 4. nicht aus den iibrigen gefolgert werden kann. 

Nach F. Hausporrr®) fiihren wir im freien (nicht-kommutativen) Ring § 
lineare Operationen u; — bzw. v; = ein, welche in ihrer Anwendung aufein 

+ 
beliebiges Potenzprodukt der 4q,, go, - - -; Gg» Pi» Pa: - - -» P, Garin bestehen, dab 
man je einen Faktor g; bzw..p; durch u; bzw. v,; ersetzt und alle so entstandenen 
Ausdriicke addiert. Sind A, B Potenzprodukte, die von q; frei sind, so ist z. B. 
u; = (Ag? Bq)=Aujg, Ba+Aqu,Bqa+ Aq? Bu,. 
t 
Dabei kann u; als neues, zu § adjungiertes Element aufgefaBt werden, es kann 
aber auch selbst ein Element aus % reprisentieren. 

Die Hausdorff-Operation geniigt folgenden Regeln 

2 a 
“i Bq, te Ont, UY aq, Pe 0, 

i (yy + We) = u : ‘ow 

‘24 aah. fe ‘oq Y ‘dq, 7 

u 2 )=alu : ») 
‘aq “Y'~ aq ¥) 
een ( . )=(u, : 1} + (r; Q 

iq 2 Vad= (Mi Do 1) Vat Vil Zo. Ye)» 


2) 





wobei y,, y,€% und a¢€K. Analoges gilt natiirlich auch fir »v,; . Die 

spezielle Hausdorff-Operation mit u; = 1 ist ein ProzeB im nicht-kommutativen 

Ring %, der als sinngemaéBe Verallgemeinerung der kommutativen Differen- 

tiation aufgefaBt werden kann. Wenn im folgenden also von ,, Differentiation“ 

in § die Rede ist, so ist damit die Hausdorff-Operation u; _ mit u;= 1 
t 

gemeint. Diese Differentiation geniigt ebenfalls den Regeln (1). Es sei an 


dieser Stelle betont, daB der ProzeB u; - nicht verwechselt werden darf mit 
. + 


dem ProzeB: Differentiation Fa und anschlieBende linksseitige Multiplikation 
t 


des Resultates mit u,! 
Wir kénnen nun dieselbe SchluBweise anwenden wie oben. Da die Axiome II 
1., 2. die Klammerbildungen [g,q;] bzw. [g, p;] eindeutig festlegen, die 


Differentiationen pal bzw. — = aber dieselben Axiome erfiillen, folgt in } 
‘ 


a 
(v.al=52. pwl--32 
7% ap’ = 'P Pi agi" 
SchlieBlich bilden wir die Hausdorff-Operation 
“ a a aQ ag 
5 —_— > = = 
(3) 2, {se " mata ~~" in’? oe 
Man erkennt, daB (3) alle Axiome II 1.—3. erfiillt, jedoch keineswegs II 4.; 
man kann leicht Elemente von § angeben — z. B. p = gj p,>—-, fiir die 


®) F. Havsporrr: Die symbolische Exponentialformel in der Gruppentheorie. Ber. 
d. Ges. d. Wissensch. Leipzig, math.-phys. Klasse 58, 19 (1906). 
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fae 2.282, 
A1\e Pe 2m 8g Im 
der Hausdorff-Operation (3) ein System bildet, in welchem alle Axiome I, II 
mit Ausnahme von II 4. erfiillt sind. Daraus folgt die Unabhangigkeit des 
Axioms II 4. Die Stellung der iibrigen Axiome zueinander ist durch die 
Konstruktion der Hausdorff-Operation klar erkennbar. 

Die obigen, Ausfiihrungen zeigen, daB der ProzeB der Klammerbildung 
bereits durch die Axiome IT 1.—3. in @ festgelegt ist. Die Hinzunahme von II 4. 
schrankt also den Ring ein; wir sahen ja eben, daB II 4. im freien Ring ¥ 
nicht gilt. Es ist nun die Frage zu kliren, welche Konsequenzen die Hinzu- 
nahme von IT 4. hat. Zuniachst folgt aus II 2., 3. 


} y + 0 ist. Damit ist gezeigt, daB der freie Ring § mit 


[p+y,~+y]=l¢, ¢) + ly. wv] + [¢. y] + [y. 9). 
und nach ITI 4. gilt somit 
(4) lp, y] = — [y, 9]. 


Da andererseits II 4. aus (4) gefolgert werden kann, ist die Hinzunahme von 
II 4. oder (4) zu dem iibrigen Axiomensystem gleichwertig. 

Bildet man nun mit y= 9°, und y= y,- yw, die Klammerbildung 
[~, py] und berechnet sie unter Anwendung von IT 3.c) und (4) einmal in der 
Reihenfolge: IT 3.c) - (4) + II 3.c) + (4) und zum anderen ‘in der Reihen- 
folge: (4) -» II 3.c) -+ (4) + II 3.c), so erhalt man 


Le, ) = [Pr Yr) Pe Yo + Pr [Par Yil Yo + Yi [Pr Wel P2 + Yr Pi LY Yo 
Le, vy] = [Or Yr) Ye Po + Pr [Pe Vil Va + Yr [Pr Yel G2 + Pr Yr [Go We). 
Daraus folgt die allgemeingiiltige Identitat 
(5) [a> Wr] (Per Ye) = (Yrs Yr) Le Wel, 


wobei wieder (@, Wo) = Pe Wo — W2 Yo. Da iiber y,, Po, yy, yg keinerlei Voraus- 
setzungen gemacht worden sind, kann nun willkiirlich tiber sie verfiigt werden.. 
Setzen wir z. B. g, = Pj, Yi = % > V2 = U> V2 = Y 80 folgt nach II 1. 


(6a) (qj, %) = 0. 
Ebensé findet man mit y, = p; , Yo = PD » 

(6b) (P,P) = 9 

und schlieBlich mit gy, = p; , yo = yy (t + &), 

(6c) (p;,q) = 0 fir i+k. 


Fiihren wir die Abkiirzung k; = (p;. g;) ein, so erhalten wir aus (5) mit q, - p;, 
Vi => P2= Pro Y2=%> nach IT 1. 
(6d) k.=k,, (6,8=1,2,...,8), 
dh. k,=k,=...=k,=k. Lassen wir dagegen q,, y, beliebig und setzen 
wieder @, = P;, Y2 = , » 80 folgt aus (5) 

[Mis Wil = (Pr yr) » 
und ebenso durch Umbenennung der Indizes 1, 2 in (5) 


k [1 Yr) = (Gr Yr) - 


25* 
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Daraus folgt, daB k mit jeder Klammerbildung und damit auch mit jedem 
Ringelement vertauschbar ist, da sich die q,, qo, - . -; J; Py» Pas - - + +» P, Selbst 
als Klammerbildungen schreiben lassen (z. B. g; = } [p;, q}]). Damit folgt 
also endgiiltig 
(7) k [y, y] = (9, y) 
fiir beliebige Elemente y, y von G. Die Relationen (6a, b, c, d,) sind aber fiir 
k + 0 nichts anderes als die definierenden Relationen des Heisenberg-Ringes ¥ 7. 
Damit haben wir den 

Satz 3: Durch das Axiomensystem I, II wird — auBer dem trivialen Fall, 
daB & der kommutative Ring ist — der Heisenberg-Ring eindeutig gekennzeichnet. 
Fiir die Klammerbildung gilt in ihm (7). 


§ 3. 


Die Ausfiihrungen des vorigen Paragraphen lassen erkennen, daB die 
Klammersymbole [y, y] eng mit der Hausdorff-Operation (3) zusammen- 
hingen. Wir betrachteten einmal den freien Ring § und die in ihm erklarte 
Hausdorff-Operation (3) und zum anderen homomorphe Abbilder von § — 
den kommutativen Ring $, und den Heisenberg-Ring  z —, in denen Prozesse 
erklart wurden, welche (bis auf II 4.) denselben Regeln geniigen wie (3) in §: 
In $x die Poisson-Klammern und in ¥, die Beziehung (7). Somit erscheint die 
Frage naheliegend, ob bei den Homomorphismen von § auf §, bzw. §, durch 
die in § erklirte Hausdorff-Operation (3) in den beiden anderen Ringen die 
genannten Prozesse induziert werden. 


Zu diesem Zweck werde zunichst die einfache Differentiation A — der 
+ 


bequemeren Schreibweise wegen verwenden wir wieder die 2,, 22, ..., %, — 
in und ihr Verhalten bei Homomorphismen betrachtet. Die Differentiation 
erfullt die Regeln (1); es ist klar, daB sie andererseits auch durch diese Regeln 
definiert werden kann. 

Homomorphismen von %, bei welchen durch den in § erklirten Differen- 
tiationsprozeB im homomorphen Bild von § Prozesse induziert werden, die 
wieder den Regeln (1) geniigen, mégen als Differentiations-Homomorphismen 
und die zugehérigen Ideale als Differentiations-Ideale bezeichnet werden. Man 
sieht sofort: D ist dann und nur dann ein Differentiations-Ideal, wenn mit 


jedem | €® auch or €ED(i=1,2,..., n) ist. 
+ 
Bemerkenswerte Differentiations-Ideale erhalten wir aus den Konstanz- 
elementen von %. Dabei heiBt y ein Konstanzelement, wenn alle ok = 0 


+ 

(¢= 1, 2,...,m) sind. (Die Elemente des Kérpers K sind triviale Konstanz-: 
elemente.) Die Kommutatoren (z;, x) = 2; x,— % 2; (i,k = 1,2,...,n) 
sind Konstanzelemente. Ist weiter y ein Konstanzelement, so sind auch die 
Ausdriicke (z;, y) (¢ = 1, 2,...,) wieder Konstanzelemente. Da Summe und 
Produkt von Konstanzelementen wieder solché sind, erhalt man den 

Satz 4: Die Konstanzelemente bilden einen (echten) Unterring & in ? 
welcher bei der Klammerung*) mit den Elementen x; (i= 1,2,...,) in sich 
tibergeht. 

*) Unter Klammerung eines Elementes g mit einem anderen y ist der Ausdruck (9, y) = 
= 9 y — y @ verstanden. Dies ist nicht zu verwechseln mit dem in § 2) gebrauchten 
Terminus ,,Klammerbildung*. 
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Ob & sich aus den iterierten Klammerungen (7;, 2), (2;, (2, 2;)), . . . erzeugen 
laBt, ist nicht entschieden. Wir zeigen nun 

Satz 5: Jedes von Elementen aus R erzeugte (zweiseitige) Ideal D ist ein 
Differentiations-Ideal. 

Denn jedes Element von D 1aB8t sich in der Form darstellen Z ¢, y; y;, 
wobei ¥,€ R und @,, y,€%F sind. Nun ist aber 


a ae A 
ax (Pr X2 Yi) = (52) Vit Pit (52). 


und die rechte Seite ist selbst wieder Element von D. Dasselbe gilt natiirlich 
auch fiir jede Summe solcher Ausdriicke. D ist also ein Differentiations-Ideal. 

Das von den Kommutatoren (z;,z,) erzeugte Ideal Ry, welches den 
Homomorphismus § > § x vermittelt, ist nach Satz 5 ein Differentiations-Ideal. 
Bei cieser Abbildung wird also in §, ein ProzeB induziert, der wieder den 
Regeln (1) geniigt. Dieser muB aber mit der gewéhnlichen partiellen Differen- 
tiation kommutativer Polynome identisch sein, da die Regeln (1) die Differen- 
tiation eindeutig festlegen. Wir selien also: Bei dem Homomorphismus § + ¥ x 
geht die Hausdorff-Differentiation in in die gewdhnliche Differentiation 
in ¥ tiber. 

tin anderes bemerkenswertes Beispiel eines Differentiations-Ideals bildet 
das von den definierenden Relationen des Heisenberg-Ringes $, — der Uber- 
sichtlichkeit halber verwenden wir fiir dieses Beispiel die q,, qo, . . ., 9,. P13 Po 
«+ Py — erzeugte Ideal R,; alle Relationen sind wieder Konstanzelemente 
in §. In Fy gilt 


(8) (4%; %) = 0, (P;, ?,) =0, (D;, q;) _ 5; k. 


Weiter erfiillt der ProzeB (¢, g;) bzw. (gp, p;) als algebraische Beziehung sowohl 
in § als auch in %}, die bekannten Regeln 


(Pi + Po Vi) = (Pr %) + (Pa Gi)» (49, 9%) = 4 (9, %), 
(Pr * Po» Ui) = (Pr Ui) Po + Pr (Po %) 


bzw. analoge mit p;. Diese Regeln zusammen mit (8) sind nun den Regeln (1) 
iquivalent, wenn man die Differentiation in %, noch mit dem Faktor k bzw. 
in § mit (p,,qg,) multipliziert. Wegen der Eindeutigkeitseigenschaft von (1) 
folgt damit in ¥y 


9g 4 o9 = n -—— a” == “- 
(9) k Ken (¥, 4%); ay (Pp, P) 
Bei der homomorphen Abbildung § > %, induziert also die — mit (p,, q,) 
multiplizierte — Differentiation in § den ProzeB (gy, q;) bzw. (¢, p;) in Fx. 


Geht man zu einem speziellen Heisenberg-Ring iiber, in dem fk ein Inverses k~} 
besitzt, so induziert die Differentiation in % in diesem Heisenberg-Ring den 
> - » bad 
ProzeB k-! (@, g;) bzw. k-* (—, p;). 

Nunmehr wenden wir uns der eingangs aufgeworfenen Frage nach Homo- 


morphismen fiir die Hausdorff-Operation u; — (mit u;,;€%) zu. Zweck- 


U 
maBigerweise wird man die Hausdorff-Operation durch die Regeln (2) defi- 
nieren. Bei dem Problem, Homomorphismen von § anzugeben, bei welchem 
die Hausdorff-Operation in  Prozesse im homomorphen Bild von § induziert, 
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die wieder die Regeln (2) erfiillen’), handelt es sich um das Aufsuchen von 
Idealen zusammen mit einer Charakterisierung von Funktionenklassen in %, 
denen die u; angehéren miissen. Wir zeigen dazu folgenden 


n a 
Satz 6: Die Hausdor{{-Operation  >° (9, z;) = mit p €% hat die Higen- 
i=1 i 
schaft 
(10) SLi x) 5-| y= (9) 
ANP 7 oa v) 
wobei y € F. Sie fiihrt also jedes Ideal von § in sich iiber. 


Fiir den Beweig geniigt es, y als Potenzprodukt w= 2;2%,2,... Zp 
anzunehmen; dabei brauchen aufeinanderfolgende Indizes nicht verschieden 
zu sein. Dann ist 


ie) 


(te. «55, ¥}= 


a} 


n 
v 


“ 
i=1 
= (Q, Xj) Lp Ly. - - Bey + Xj (QP, Ly) Ty. - - By toes + Ly My Xz, °° * (GY, Ly). 


Die rechte Seite ist aber gleich (y~, y), wovon man sich durch wiederholte An- 
wendung von (9, ¥,* We) = (%, ¥1) Yo + Yi (P, Ye) tberzeugt. Wegen der 
gleichartigen Linearititseigenschaften der beiden Seiten von (10) folgt damit 
die Giiltigkeit fiir beliebiges y € %. 

Mit Satz 6 beweist man nun leicht, daB die fiir die Mechanik wesentliche 
Hausdorff-Operation (3) — sie werde noch mit den fiir die Abbildung belang- 
losen Faktoren (p,, g;) multipliziert — bei dem durch Ry vermittelten Homo- 


morphismus  -- ¥q in § den ProzeB (¢, yw) induziert. Die Gln. (9) besagen, 
daB 


a 
(Py, %) i = (9, 9;) + Po;-1, 


op _ 
Pz (P;; q)) aq: “ (9, Pi) + ®,;, 


Damit geht die — mit (p,, g,) multiplizierte — Hausdorff-Operation (3) tiber in 


ae a.s.tg ? 
(_— (¢, 2) 55 + P 


v=] = a & Y> ©, €Ry (vy = 1, 2,...,n). 
Die Anwendung von 3’ @, 5 auf ein beliebiges y € § ergibt aber ein Element 


von R,, wahrend der erste Teil der Hausdorff-Operation nach Satz 6 jeden 
Homomorphismus gestattet, also auch den von Ry vermittelten. Damit 
erhalten wir 

Satz 7: Bei dem durch das Ideal Ry vermittelten Homomorphismus des 
freien Ringes § auf den Heisenberg-Ring induziert die in § erklarte — mit beliebi- 
gem (p,, q,) multiplizierte — Hausdorff-Operation (3) in %q den ProzeB (9,.y). 

*) Notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist, daB mit jedem /, welches 
Elerient des den Homomorphismus vermittelnden Ideals ist, auch u; & f wieder im Ideal 
liegt. 
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Geht man wieder zu einem speziellen Heisenberg-Ring iiber, in dem & ein 
Inverses k-! besitzt, so entspricht der Hausdorff-Operation (3) in ihm also der 
ProzeB k-* (¢, yp). 

Das zu der homomorphen Abbildung von § auf den kommutativen Ring $x 
gehérige Ideal Rx vermittelt ebenfalls einen Hausdorff-Homomorphismus; 
die wu; kénnen dabei beliebige Elemente aus § sein. Dazu geniigt es festzustellen, 
daB 


a a 
“ia; Pn =) v= (me 50-9) ° (ay aw + 
a a 
. 9 (ty, 2) -(uy ia ¥)+ o:(% 4 (x, x))-y, 


wobei oy, y €%. Die beiden ersten Summanden rechter Hand sind wieder 
Elemente von R,. Der dritte verschwindet, wenn k,/+i oder k=1 =i, 
andernfalls aber (k = 1, 1 + 4), ist er gleich @ (u,, x,) y, und dieser Ausdruck 
liegt ebenfalls in R,, da nach § 1 fiir beliebiges u; ¢ § die Bildung (u;, z,) € Rx 
ist. Da bei dem Homomorphismus die Regeln (2) erhalten bleiben, diese aber 
in ¥, lineare Differentialoperationen definieren, gilt der 
Satz 8: Bei dem Homomorphismus des freien Ringes § auf den kommutativen 
Ring $x induziert eine beliebige in % erklarte ee u; in 
t 
u; ©) in Fx eine lineare Differentialoperation uj — a. , wobei u; = uj (mod Rx) ist. 


Wir haben also gesehen, daB die Hausdorff- Operation (3) bei dem Homo- 
morphismus § + §}, tibergeht in die Differentialoperation der Poisson-Klam- 
mern und bei der Abbildung in einen speziellen Heisenberg-Ring, in dem der 
Reprisentant k von (p,, q,;) (¢ = 1, 2,..., 8) ein Inverses besitzt, in die alge- 
braische Operation k-!(q, wy). SchlieBlich hat die Hausdorff-Operation (10) 
die Eigenschaft, bei jedem Homomorphismus von § (also auch bei § > ¥q) in 
den ProzeB (gy, y) iiberzugehen, wohingegen sie bei } +> }, auf Null abgebildet 
wird. 

Die behandelten Polynomringe lassen sich nachtraglich jeweils — wie aus 
den Beispielen des kommutativen und des Heisenberg-Ringes bekannt ist — 
zu Potenzreihenringen erweitern. Die betrachteten Prozesse gestatten es dann, 
den Begriff eines linearen partiellen Differentialgleichungssystems erster 
Ordnung mit seinen Lésungen in nicht-kommutative Potenzreihenringe zu 
iibertragen. Damit scheinen sie mannigfacher Anwendung fahig. 


(mit 


(Eingegangen am 30. Januar 1951). 
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Uber die konforme Abbildung gewisser Bereiche von 
unendlich hohem Zusammenhang auf Vollkreisbereiche. I. 


Von 
Hersert MescukKowskI in Berlin. 


1. Ubersicht. 


Es ist bekannt, daB man Bereiche von endlichem Zusammenhang auf Voll- 
kreisbereiche abbilden kann. Fiir Bereiche von unendlich hohem Zusammen- 
hang behandeln die Dissertationen von FiscHEer') und Grorer*) Spezialfille, 
und zwar die Arbeit von FiscHER symmetrische Bereiche, die Arbeit von 
Georc! Bereiche, deren Randkomponenten sich gegen einen Punkt hiaufen 
und weiteren sehr speziellen Randbedingungen geniigen. 

Die vorliegende Arbeit erledigt im ersten Teil den Fall, daB sich die Rander 
gegen endlich viele Punkte hiufen. Dabei miissen gewisse Randbedingungen 
erfiillt sein. 

Im zweiten Teil betrachten wir Bereiche mit endlich vielen Hiufungs- 
rindern, die nicht punktférmig sind. Wenn gewisse Abstandsbedingungen 
erfillt sind, ist eine Abbildung auf einen Vollkreisbereich méglich. Vollkreis- 
bereich heiBt ein Bereich, bei dem jedes Randkontinuum Kreis oder Punkt ist. 
Ein Randkontinuum heiBt isoliert, wenn sein Abstand von der Menge der 
iibrigen Randkontinua positiv ist. Die iibrigen Randkontinua heiBen Hiu- 
fungsrander. 

Il. Hilfssitze. 

Hiljssatz I: 

W = f(z) mége den Kreisring 1 < |z| <r abbilden auf ein zweifach zusam- 
menhangendes Gebiet @ mit dem inneren Inhalt J. / sei die untere Grenze der 
Langen aller geschlossenen Kurven in G, die die innere Begrenzung um- 
schlieBen. — Dann gilt: 

2 


l 
(1) J2 5, er. 


Beweis: 
z, = logz bildet den lings der positiven reellen Achse aufgeschnittenen 
Kreisring auf ein Rechteck R der z,-Ebene mit den Seiten log r und 2 z ab. 
w = f (e*) = @ (z,) leistet dann die Abbildung des Rechtecks R auf den 
lings des Bildes von [1,r] aufgeschnittenen Bereich G. Der Flacheninhalt 
dieses Gebietes wird: 
logr 2x 


=ff[\e'Paédn=/f {f\g'Panjdé. 
R 0 0 


Nach der Schwarzschen Ungleichung wird dann: 


Qn 4 ox 2x 
fldnf\o'Pdn2(f\y'\ dn). 
0 0 0 


1) Fiscner, A.: Uber die konforme Abbildung symmetrischer unendlich-vielfach zu- 
sammenhangender schlichter Bereiche. — Diss. Jena 1915. 

*) Ggorat, K.: Uber die konforme Abbildung gewisser nichtsymmetrischer unendlich- 
vielfach zusammenhangender schlichter Bereiche auf Kreisbereiche. — Diss. Jena 1915. 
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Der rechts in Klammern stehende Ausdruck ist aber die Bogenliinge des 
Bildes einer Parallelen zur imaginaren Achse in der z,-Ebene. Nach Voraus- 
setzung ist diese Linge >/. Also: 


2x 12 
S\¢'|?dn2=s-. 
Daraus folgt: F 


logr 2x 


: re 
J=fi{f\9 *dn}dEzz— logr. 
0 0 ‘ 


Das Gleichheitszeichen kann in (1) nur in dem fiir uns uninteressanten Fall 
y’|=c stehen. Dieser Satz ist eine Modifikation des Hilfssatzes I von 
RENGEL®). 

Hilfssatz IT: 

w = f (z) mége den Kreisring 1 < |z| S r abbilden auf ein zweifach zusam- 
menhingendes Gebiet G mit der Minimalbreite.d und der ,,Mittellinge“ A. 
Dann gilt: nd 


srt. tae 
Dabei ist die ,,Mittellinge“ definiert als die untere Grenze der Langen aller 
die innere Begrenzung von G umschlingenden Kurven in G, die von jedem der 


beiden Rander einen Abstand > ~ haben. 


2 


r—l 


Beweis : 

Es bezeichne g (w) die Umkehrfunktion von f(z). R sei der Radius eines 
Kreises, der ganz in G Platz hat. Sein Bild in der z-Ebene liegt also im Kreis- 
ring. Nach dem Verzerrungssatz muB im Bildgebiet des Kreises ein Kreis 


de he ‘f ee Oe , ait 
vom Radius ri _ untergebracht werden kénnen. Dabei ist +. die Ablei- 


tung im Mittelpunkt des Kreises mit R 
Es muB algo sein: 
r—l1 . dz R 
2 =\dw| 4’ 
folglich 
P dz 2(r—1) 
(3) dw = R y 


L, sei jetzt eine Kurve in G, die von beiden Randern von G einen Abstand 


= : hat. Dann gilt die Abschatzung (3) fiir = 


_ fiir alle Punkte w der Kurve, 


d - 
wenn R durch 3 ersetzt wird. Also: 


dz 4(r—1) 

dw |= d 
L* sei das Bild von LZ, in der z-Ebene. A, sei die Lange von L, 4* die Lange 
von L*. Dann gilt: 


M 


p "i dz 41, (r—1) 
. — 1 
A* = | = dss q , 

A* muB aber gréBer als 2 7 sein, sofern L, den inneren Rand umschlieBt. 

Daraus folgt: 


r-l2e37- 


*) Renoet, E.: Uber einige Schlitzprobleme der konformen Abbildung. ,,Schriften 
des Mathematischen Seminars Bd. I, 4 Berlin‘ 1932. 
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Da diese Ungleichung gilt fiir alle Kurven LZ, in G, die den geforderten 
Abstand von den beiden Randern haben und den inneren Rand umschlieBen, 
gilt sie auch fiir A. 

Hilfssatz IIT: 

By) sei ein zweifach zusammenhangender Bereich mit dem inneren Inhalt 
J) und 1) als unterer Grenze fiir die Lange der Kurven in Bi), die die innere 
Begrenzung umschlingen. — Bi) sei ein zweiter zweifach zusammenhangender 
Bereich mit der Minimalbreite dj, und der ,,Mittellinge“ Aj). Wenn eine 
umkehrbar eindeutige schlichte Abbildung zwischen beiden Bereichen méglich 
ist, so gilt: 


Ky a d(2) 
(4) Jay 2 5— lo ela + 1). 
Zum Beweis braucht man nur By) auf einen Kreisring abzubilden und die 
beiden Hilfssaétze I und II anzuwenden. 


Ill. Ein Abbildungssatz. 


B sei ein Bereich der z-Ebene, der von abzihlbar vielen Randkomponenten 
begrenzt wird. Die Hiufungsriinder seien n einzelne Punkte. Wenn die den n punkt- 
formigen eK me zugeordneten Sperrstreifensysteme S S,, (v=1...n, 
p=li,.. .) einen positiven Modul haben, so ist eine Abbildung von B auf 
einen nur von Krei isen begrenzten Bereich méglich, die sich gegen n Punkte hdufen. 

Das dem Hinfungsrandpunkt H, zugeordnete Sperrstreifensystem ist 
eine Folge von untereinander punktfremden zweifach zusammenhangenden 
Bereichen, die nur innere Punkte von $ enthalten und fiir « > 4 ganz innerhalb 
eines beliebig kleinen Kreises um den Haufungspunkt H, liegen. Innerhalb 


des von der inneren Begrenzung von ©,, begrenzten Gebiets soll kein Hiu- 
fungspunkt mit einer Nummer + » liegen. 

, d 

Modul: k= lim ~* 

— Avy 


Dabei ist d,, die Minimalbreite, J, die ,,Mittellinge“ des Bereichs mit 
der Nemmer x. 


Beweis: 
1. Das Iterationsverfahren. 


co sei innerer Punkt von 8. Das kann durch eine lineare Transformation 


stets erreicht werden. — Dann gibt es einen Kreis mit dem Radius R um den 
Nullpunkt, der alle Randkomponenten von 8 enthalt. 
Zn = 2» (z) sei die Funktion, die den von den n Randkomponenten (1, . . . ) 


begrenzten Bereich auf einen Kreisbereich abbildet, so daB z, (z) im Unend- 
lichen die Entwicklung 


(5) Z_ == z + {{o}} 
hat. Dabei werden nur die isolierten Riander (in beliebiger Reihenfolge) 
erfaBt. Durch (5) ist nach Kors die Funktion z, (z) eindeutig festgelegt. 
Es ist zu zeigen, daB die Folge z, (z) oder jedenfalls eine Teilfolge Z,,, (2) 
gegen eine Grenzfunktion konvergiert, die die geforderte Abbildung leistet. 
Wegen der Normierung (5) kann das Bild des Kreises K mit dem Radius R 
in der z,-Ebene nicht beliebig nahe an oo heranreichen. Es gilt vielmehr nach 
dem Verzerrungssatz von BIEBERBACH: 


zn(z)i\s4R fir |z|=R, 











Die konforme Abbiléung von Bereichen auf Vollkreisbereiche I. 395 


Z, — z ist dann eine auBerhalb von K regulare beschrinkte Funktion. Auf K 
gilt: 
2, (z)— 2, 5R. 


Deshalb kann aus der Folge z, (z)—z eine gleichmaBig konvergente Teil- 
folge z, (z)—z herausgegriffen werden. Also konvergiert auch 2, (2) 
gegen eine ‘Grenzfunktion ¢ (z). Das gilt zunichst auBerhalb von K. Nach 
dem Vitalischen Doppelreihensatz folgt aber daraus die Konvergenz in jedem 
inneren Teilgebiet von 8. Als Grenzfunktion von schlicht abbildenden Funk- 
tionen ist ¢ (z) wieder schlicht. 

Der Einfachheit wegen soll im folgenden immer die konvergierende Teil- 
folge mit z, (z) bézeichnet werden. 

Jede Randkomponente 6, wird durch alle Funktionen <z, (z) mit n> » 
immer wieder auf einen Kreis abgebildet. Daraus folgt, daB auch die Grenz- 
funktion ¢ (z) diese Randkomponente auf einen Kreis abbildet. Das kann so 
begriindet werden: 


K sei eine kreisférmige Randkomponente in der z,-Ebene. Die Funk- 


tionen 2,4, (z,) sind dann auf Kk auch noch regulér. Diese Funktionen 
sind namlich auch noch in dem durch Spiegelung des Bildbereiches in der z,,- 


Ebene an dem Kreis Kk entstehenden Bereich erklirt, so daB die Punkte 


des Kreises K\” als innere Punkte des durch Hinzunahme des Spiegelbereichs 
vergroBerten Gebietes gelten kénnen, in dem nach dem Spiegelungsprinzip 
die Folge ebenfalls gleichmaBig konvergiert. 


Sind a, b, c, d irgend 4 Punkte auf K®, so ist das Doppelverhiiltnis (abc d) 
reell, J (abc d) = 0. «,, B,, y,, 6, seien die Bilder von a, b, c, d in der z+,- 
Ebene. Dann gilt: 

J («, B, ¥, §,) = 9. 


lim J (a, 8, y, 6.) =J (a By 6) =0. 

20 
Dabei sind «, 8, y, 6 die Bilder von a, b,c,d in der ¢-Ebene. Also liegen auch 
die Bildpunkte «, 8, y, 6 in der ¢-Ebene auf einem Kreis K™). 
2. Die Hiufungsrénder. 

Es ist nun zu zeigen, daB die Kreise der ¢-Ebene sich gegen n Punkte haufen. 
Wiirden als Randkomponenten, gegen die sich fremde Rander haufen, auch 
nicht punktférmige Gebilde auftreten, so miiBten die Bilder gewisser unendlich 
vieler Sperrstreifen jedenfalls diesen Rand umschlingen, denn zwischen den 
einzelnen Bildstreifen kann es immer nur endlich viele Bilder von Rand- 
komponenten geben. 

Sei / der Durchmesser des Haufungsrandes, so gilt fiir den Flacheninhalt 
der Bilder gewisser unendlich vieler G, ,: 


‘ 
(6) Ja .- log (1 + 3). 


Dies folgt aus (4) unter Beriicksichtigung der Randbedingung fiir die Sperr- 
streifen. 

J,,, ware gréBer als eine von « unabhangige Zahl. Da die Bilder der Sperr- 
streifen in-der ¢-Ebene ein endliches Gebiet bedecken, miiBte 2 J,,, endlich 
sein. Das ist ein Widersprvch mit (6). 


Daraus folgt: 
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Aus der Normierung (5) kann man wie im Fall der Bereiche von endlichem 
Zusammenhang auf die Unitét der Abbildungsfunktion schlieBen. Da aber 
fiir den Fall der unten zu behandelnden allgemeinen Abbildung die Unitits- 
frage fiir eine spiitere Untersuchung zuriickgestellt werden soll, sei auch hier 
auf diese Frage nicht weiter eingegangen. Er ergibt sich aus der unbegrenzten 
Spiegelungsfahigkeit von Kreisbereichen. Der Nachweis ist bereits in der 
Arbeit von Groret gefiihrt 


IV. Ein Abbildungssatz fiir Bereiche mit nicht punktférmigen Haufungsrandern. 

Die Rénderbedingung: 

Die isolierten Rander B, des abzubildenden Bereiches B mit endlich vielen 
Hiufungsrandern H,, sollen folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Alle Rander (einschlieBlich der Haufungsrinder) sollen analytische 
Kurven sein. (Diese Voraussetzung werden wir spater lockern.) 

2. B, habe die Linge /, und den Abstand r, von der Menge der Haufungs- 
rander und den Abstand 6, von der Menge der von B, verschiedenen Rand- 
komponenten. Um jeden Punkt von B, la8t sich dann ein Kreis vom Radius 6, 
zeichnen, der keine Punkte fremder Rander enthalt. Dann soll es zwei 
Konstanten k, und k, (> 0) geben, so daB 
(7) 6,.> 4,1, 

(8) 6, > ker, 
gilt fiir alle v. 

Aus der Randerbedingung folgt: 

Jeder endliche Punkt von § kann mit jedem Haufungsrand durch eine 
stiickweise analytische Kurve von endlicher Lange verbunden werden, die aus 
inneren Punkten von % besteht. 

Beweis: 

d sei die Lange einer Strecke, die P mit dem Hiaufungsrand verbindet. 
Die Strecke kann abzahlbar oft Rander von der Lange /, treffen. Die zwischen 
diesen Randern liegenden Teile der Strecke von der Lange d mégen die 
Langen «, haben. Dann gilt: 
d=2e,226,>kh21 


»” 


Also: 
d 
(9) et< i, 
Jetzt werde jede der von der Strecke getroffenen Randkomponenten von 
einer Kurve B} umgeben, die von B, den konstanten Abstand d, hat. Dabei ist: 
_ (o Il 

(10) d, = Min | 7? 4): 
Bei konvexen Kurven B, ist die Kurve B} der auBerhalb von B, liegende 
Teil der Enveloppe der Kreise vom Radius d,, die man um die Punkte von B, 
zeichnen kann. — Im Falle von nicht konvexen Kurven B, kénnen bei der 
Enveloppe Uberschneidungen auftreten, so daB die Ebene durch die sich 
iiberschneidende Kurve in mehrere Gebiete g, zerlegt wird. Eins der Gebiete g, 
wird den unendlich fernen Punkt im Innern enthalten. Als B* wird dann der 
Rand dieses Gebietes g, gewahlt*). 

*) Man kann die hier und spater bei der ,,Streifenbildung“ (8.400) auftretenden Schwie- 
rigkeiten iibrigens dadurch vermeiden, da8 man zum Ausgangsbereich einen Kreisschlitz- 
bereich wahlt. Bekanntlich hat Grorzscu (Ber. Ges. Wiss. Leipzig, Math.-phys. KI. 81, 


S. 51 ff) gezeigt, daB man Bereiche von unendlich hohem Zusammenhang auf Kreisschlitz- 
bereiche abbilden kann. 
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Dann gilt fair die Lange der Kurve B?: 
(11) Fsl,+22d,. 
Fiir konvexe Kurven B, steht in (11) das Gleichheitszeichen. Das kann man 
aus der Tatsache ableiten, daB B, und B} eine gemeinsame Evolute haben. 
Bei nicht konvexen Kurven kann wegen der fortzulassenden Uberschneidungen 
das Zeichen < stehen. 

Die P und den Haufungsrand verbindende stiickweise analytische Kurve C 
kann nun aus Intervallen der Strecke von der Linge d und aus Teilbégen der 
Kurven B} zusammengesetzt werden. Sie ist sicher kiirzer als die Summe 


von d und den Liangen dieser Bogen. 
Also: 


LC) <d+ SU <d+ SU,+22d) <d+ F1,(1+3). 
Wegen (9) folgt daraus: \ 
" te 
(12) ' L(C)<d(1+ ;) 
Hilfssatz : 


Die Randerbedingungen (7) und (8) sind invariant gegeniiber konformer 
Abbildung des von den Hiaufungsrindern H, begrenzten abgeschlossenen 


Bereichs 8. Das heiSt, daB auch im Bildbericht Konstanten k, und k, von 
entsprechender Eigenschaft bestehen. Sie brauchen nicht gleich k, und k, 


zu sein. 
Beweis : 
Sind 4,, , und r, die entsprechenden Bezeichnungen fiir die Bilder, so gilt: 

1 wip 
4 Min | /’| - 6, 


- 
L~ &-Maxl/| 7 4 Maxi 


ky _ Min f’| =k,. 

Min /’| und Max |/’| sind Minimum und Maximum von /f’| in dem durch 
die Hiaufungsrinder H, begrenzten Bereich B. Da die H, und ihre Bilder 
analytische Kurven sind und im Unendlichen jf’ (z)| = 1 gilt, ist k, + 0, + o. 
Fir (8) gilt das entsprechende. 

Der Abbildungssatz: 


Es gibt eine Funktion € = € (z), die den Bereich 8 mit den geforderten Rand- 
bedingungen auf einen Kreisbereich von unendlich hohem Zusammenhang ab- 
bildet. 

V. Beweis des Abbildungssatzes. 

1. Das Iterationsverfahren : 


Das Iterationsverfahren ist das gleiche wie im oben behandelten Fall, nur 
mit dem Unterschied, daB hier zunichst die Hiufungsriinder auf Kreise 
abgebildet werden sollen. z, = z, (z) mége den nur von den Haufungsrandern 
begrenzten Bereich § auf einen Kreisbereich abbilden. z, (z) bilde dann die m 
Hiufungsrander und eine weitere Randkomponente B, auf Kreise ab. 2» + 1 (z) 
bildet dann den von den m Hiaufungsrindern und » weiteren Randkompo- 
nenten B, begrenzten Bereich auf einen Kreisbereich von (m + n)-fachem 
Zusammenhang ab. Alle Abbildungsfunktionen werden im Unendlichen 
nach (5) normiert. Dann ergibt sich die Konvergenz ebenso wie in dem bereits 
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erledigten Fall. Es lat sich auch hier ebenso zeigen, daB die Randkompo- 
nenten B, durch die Grenzfunktion ¢ (z) auf Kreise abgebildet werden. Beson- 
dere Schwierigkeit macht nur der Nachweis, daB auch die Haufungsrander 
des Bildbereiches in endlicher Zahl auftreten und aus Kreisen (oder Punkten) 
bestehen. 


2. Der Grenzkreis: 


In der z,-Ebene sind die Bilder der Haufungsriander bereits Kreise, und 
bei allen Abbildungen z,, (z,}) werden diese Kreise wieder auf Kreise abgebildet. 
Wahlen wir auf dem Bild K‘”’ eines Haufungsrandes in der 2,-Ebene 3 Punkte 
a,, 8, %- Die Bilder dieser Punkte in der z,-Ebene seien a,, 8,, y,- Es lat 
sich dann eine Teilfolge z,,, (%) aus den z, (z) auswihlen, fiir die die Punkte 


a,» Boar Yrn Bogen drei Punkte «, 8, y konvergieren. — Der Einfachheit wegen 
soll im folgenden die konvergente Teilfolge z, mit z, bezeichnet werden. 


K,, sei der durch die Punkte «, 8 und y gelegte Kreis, K‘”’ die Bilder von x, 
die durch die Funktionen z,, (z,) geliefert werden. Wegen der Konvergenz 


) 
Oe oe a 
tc, > a, Py > ano? 2 


werden die Kreise K’”) fiir geniigend groBes n von dem ,,Grenzkreis“ K, 
einen beliebig kleinen Maximalabstand haben. Unter dem Maximalabstand 
ist dabei das Maximum des Abstandes zu verstehen, den ein einzelner Punkt 
des einen Kreises vom andern Kreis haben kann. 

Da nur endlich viele Haufungsrinder auftreten, kann die konvergierende 
Teilfolge z, so ausgewaihlt werden, daB fiir jeden der m Haufungsrander ein 
solcher Grenzkreis K,, existiert. Der Kreis kann iibrigens nicht in eine Gerade 
entarten, weil wegen der Normierung im Unendlichen die Bilder der Rander 
ganz innerhalb eines endlichen Kreises liegen miissen. 

Die Vermutung liegt nahe, daB dieser Grenzkreis K, das Bild von x” 
in der z,-Ebene ist. Das soll im folgenden bewiesen werden. 

Zunachst ist zu zeigen, daB kein Punkt von K, innerer Punkt des Bild- 
bereiches $,, sein kann, auf den $8 durch ¢ (z) abgebildet wird. — Wire 
¢* = € (z*) ein solcher innerer Punkt von %.., so gabe es in der z-Ebene um 
den Punkt z* einen Kreis vom Radius og, der nur innere Punkte von 8 enthilt. 
Nach dem Verzerrungssatz miiBte das Bild dieses Kreises in der (-Ebene einen 


Kreis vom Radius 9* = £ ¢’ (z*), und dem Mittelpunkt ¢* enthalten. Wahlt 
man n geniigend groB, so wird 
(13) ¢ (2*) — 25 (2*)| < S, |e (2*)| > 2/0" *) 


sein. Die Bilder des Kreises um z* in der z,-Ebene miiBten alsé Kreise vom 


Radius ; o* enthalten. Wegen (13) miiBte es also um ¢* einen Kreis mindestens 
»* . ° . 
vom Radius A geben, in dem keine Randpunkte von %,, liegen®). Dem wider- 


spricht die Tatsache, daB die Kreise K“” vom Kreis K,, fiir geniigend groBes n 
einen beliebig kleinen Abstand haben. Die Punkte von K,, sind also sicher 
nicht innere Punkte von ®,.. Es bleibt zu zeigen, daB der Haufungsrand 
tatsichlich mit dem Grenzkreis zusammenfallt. 


5) ¥, ist das Bild von % in der zn-Ebene. 
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3. Der Héufungsrand: 


Wir untersuchen die Abbildung eines der m Hiaufungsrinder und lassen 
dabei im folgenden den Index yu fort. — In der z,-Ebene ist der Hiufungsrand 
auf einen Kreis K, abgebildet. 


Der entsprechende Rand in der ¢-Ebene heiBe R*. R* ist also das Konti- 
nuum von Randpunkten von %.,, das 8. vom Innern des Grenzkreises K 
trennt. Es bkibt zu zeigen, da8 R* mit der Peripherie von K zusammenfillt. — 
R* mége von K einen 
Maximalabstand D> 0 z,-fbene t-fbene 
haben. Der Maximalab- 
stand ist das Maximum 
des Abstandes, den ein 
einzelner Punkt der 
Punktmenge R* vom 
Kreis K haben kann 
(Fig. 1). 

Es ist zu beachten, 
daB nach dem oben be- 
wiesenen Hilfssatz ‘ie 
im Gebiet 8 geltenden 
Randbedingungen auch 
im Gebiet 8, gelten, mit 
entsprechenden anderen 
Konstanten. Wir wollen 
im folgenden mit k, und 
k, die Werte dieser Kon- 
stanten aus (7) und (8) 
fiir das Gebiet $8, be- 
zeichnen. Ebenso sollen 
sich 6,,1,, r, auf $8, be- En 
ziehen. Fig. 1. 

Um den Kreis K, 
wird eine geschlossene Kurve gelegt, die ganz aus inneren Punkten hesteht 
und von K, einen Maximalabstand d hat, der beliebig klein gewahlt werden 
kann. Diese Kurve wird folgendermaBen konstruiert: 

0, sei der Radius von K,, &, die Bilder von B, in der z,-Ebene. Dann wird 
um den Mittelpunkt M, von K, ein Kreis vom Radius 0, + d gezeichnet (a . “). 


Dieser Kreis kann nur endlich viele Rander treffen. Diese Randkomponenten &,: 
werden von Kurven 2% umgeben, die von 2,, den konstanten Abstand 


A, = Min ({, T) 


o 


f, 





Zn-Lbene 


@ 
a 


4° 4 


haben. 


Die entsprechenden Kurven 2% werden auch fiir soleche Randkomponenten 
angelegt, die von dem Kreis mit dem Radius 9, + d zwar nicht getroffen 
werden, die aber doch so nahe liegen, daB ihr Abstand von diesem Kreis 
kleiner als A, ist. Dann wird eine stiickweise analytische Kurve S, zusammen- 
gesetzt aus den innerhalb des Kreises K (0, + d) gelegenen Teilen der Kurven 
¢% und den dazwischen liegenden Intervallen der Peripherie des Kreises 
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K (0, + d). (Fig. 1 und 2.) Diese Kurve ©, hat dann von allen Randern einen 
Abstand > 4). 

Das Bild dieser Kurve G, in der £-Ebene ist eine Kurve ©.., die den Hiu- 
fungsrand R* umschlingt. Es mu8 ein Teilstiick $5, dieser Kurve geben, fiir 


— 3 . 
das der Abstand vom Grenzkreis K => r D ist. 


Dem Kurvenstiick €%, entspricht ein Teil Sj der Kurve GS, in der z,- 


Ebene. Die Endpunkte dieses Kurvenstiickes seien A und B. A und B und 
damit der Winkel AM B hiangen von d ab, aber nicht von n. Wenn n geniigend 
groB gewahit wird, so wird 


: , D 
1. K, von K eine Maximalentfernung M (K, K) < io haben, 
2. |C—2,| < “4 sein fiir alle Punkte von Gf. 


S* sei das Bild von Gf in der z,-Ebene. S} wird dann vom Kreis K,, 
eine Maximaldistanz D,, haben, fiir die folgende Abschatzung gilt: 


: 4% 1 D 
TS sn (14) D, > D(z - 79 -10)> = 
Yi Bin © In der z,-Ebene wird jetzt ein Bereich Bj, 


A \QIAES 0 & durch folgende Begrenzung festgelegt : 
~S » In das durch Gf, den Kreis K, und die Schen- 
“" kel des Winkels AMB begrenzte Gebiet werden 
M, die Bilder Z, der (endlich vielen) Randkempo- 
Fig. 2 nenten B, von $ eingetragen, die durch die 
Funktion z,, (z,) auf Kreise der z,,-Ebene abge- 
bildet werden. Diese Kurven Z, werden durch Kurven ZL} umgeben, die 
von L, den konstanten Abstand #, haben. Dabei ist 
(15) 6, = Min (& 7) l, = L(L,). 
’ 4 , 4 , ’ 
Einzelne der L} mégen die Radien MA oder MB schneiden. Dann wird aus 
den auferhalb des Winkelraumes AMB liegenden Teilen der L¥ und dén 
zwischen den L? verbleibenden Intervallen eine ,,Radialkurve‘‘ zusammen- 
gesetzt, die A bzw. B mit dem Kreis K, verbindet. Der Bereich Sf, soll dann 
begrenzt sein von G,, K, und den beiden ,,Radialkurven’’ R, und Ry, als 
auBerer Umrandung und den (endlich vielen) in diesem Bereich liegenden 
Kurven L,. Die Lange dieser ,,Radialkurven“ ist nach (12) endlich. 

Es ist zu beachten, daB der in der z,-Ebene gelegene Bereich $f, von der 
Nummer n der Abbildungsfunktion z, abhiingt. Dagegen ist der Randteil Cf 
unabhangig von n festgelegt. 

In der z,-Ebene entspricht dem Bereich Sf, ein Bildbereich 8%. Der 
Grundgedanke des Abbildungsbeweises ist nun folgender: In Sf, ist der 
Maximalabstand zwischen Sf und K, gleich der Strecke d, die wir beliebig 
klein wihlen kénnen. Im Bildbereich 8% ist der Abstand zwischen Sf und K,, 


* 
? 


Gh 


: D , 
gréBer oder gleich -;-. Deshalb miissen so groBe Verzerrungen auftreten, daB 


der Flacheninhalt von $f beliebig groB werden kann. Das soll nun ausgefiihrt 
werden. 


4. Abschitzung des Flacheninhalts: 


Zur Abschitzung des Flaicheninhalts wird der Bereich Bf, in geeignete 
Radialstreifen zerlegt. Das geschieht so: 
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MR, seien Strecken, die M mit Pankten R, von Gj verbinden®). R, soll 
dabei der erste Treffpunkt eines Radius mit Sf sein, der bei Durchlaufung 
des Radius von M aus angetroffen wird. Dabei ist es gleichgiiltig, ob R, auf 
dem Kreis K (9, + d) selbst oder auf einer der ,,Umgehungskurven“ liegt 
(Fig. 3). Die Schnittpunkte mit K, heiSen R,. Aus diesen Strecken und geeig- 
neten ,,Umgehungskurven“ fiir die geschnittenen Rander werden nun stiick- 
wejse analytische Kurven konstruiert, die innerhalb von Sf, von K, zu Sf 
fiihren und nur aus inneren bzw. Randpunkten bestehen. Dabei bleibt der die 
iiuBere Kurve 2? beriihrende Radius (in der Nahe von 2) unverandert. 
MR, und MR, seien solche Radien, M R, sei die Winkelhalbierende von R, MR,, 
< R,MR,=¢. Da aus (7)1,+0 


folgt, werden die Winkel  be- +f 
liebig klein, wenn d entspre- ‘ — 
chend klein gewahlt wird. Te 


R, 


Betrachten wir zunichst 
konvexe Randkomponenten &.. 
MR, mége die Kurve & in U 
und V schneiden. Dann bilden 
R,U, V R, und die beiden Teile 
der Kurve & die Rander der 
zu bildenden Streifen. Ein 
zwischen MR, und MR, verlau- 
fender Radius MR, wird zum 
Schnitt gebracht mit der 
Kurve 2”, die £) im Abstand er 
umschlingt. Dabei ist #% durch 
die Vorschrift festgelegt : 





Ty 


6” Fig. 3. 
(16) =¥ ’ 


6, Q 
Dabei ist y = { R, MR,. C und D seien die Schnittpunkte von MR, mit der 
Kurve 2%. Dann wird die Strecke CD durch den entsprechenden Bogen der 
Kurve 2 ersetzt. Ebenso ist mit jedem zwischen MR, und MR, verlaufenden 
Radius MR, zu verfahren. Den Sektoren R, MR, werden dabei Streifen zuge- 
ordnet, die ganz aus inneren Punkten von Sf, bestehen. Fiir die Breite A # 
dieser Streifen gilt: 
an 4 _ dy 
d, ? 
Dabei ist A py = < R, MR,. 

Bei nicht konvexen Kurven &, ist die Kurve 2* (bzw. 2%) entsprechend der 
Vorschrift auf S. 396 anzulegen. Die Radien kénnen die ihnen zugeordnete 
Kurve 2° mehr als zweimal treffen. Hier wird die Radialstrecke zwischen dem 
ersten und dem letzten Schnittpunkt mit der Kurve 2 durch das Kurvenstiick 
ersetzt. Auf diese Weise kann es geschehen, daB innere Punkte von $f, die 
auf einer auBerhalb von QF liegenden Radialstrecke liegen, bei der Streifen- 
bildung nicht erfaBt werden (E in Fig. 3). Das entsprechende gilt, wenn ein 
Radius (MR,) die Kurve Sf mehrfach trifft. (Der Punkt F liegt in keinem 


8) Siehe Fig. 3. 


Mathematische Annalen. 123. 26 
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der ,,Streifen‘‘.) SchlieBlich kann (auch bei nicht konvexen Kurven) der Fall 
eintreten, daB die auBerhalb des Winkelraumes A M B liegenden Teile von Sf, 
(vgl. Fig. 2) nicht durch Streifen erfaBt werden (weil diese nach der Vorschrift 
innerhalb des Winkels verlaufen kénnen). 

Wir brauchen aber diesen Fallen deshalb keine besondere Aufmerksamkeit 
zu schenken, weil wir das Bildgebiet von $f, in der z,,-Ebene nicht berechnen, 
sondern nur nach unten abschatzen wollen. Wir werden ceshalb den Bereich 

{2 betrachten, der aus Bf, dadurch entsteht, daB die bei der Streifenbildung 
nicht erfaBten Gebiete fortgelassen werden. 


Das Verhiltnis + soll nun nach unten abgeschatzt werden. Nach (17) gilt: 
46, 
—. e 
Nun ist 
MP,-gp=rqy<2P,P,< 217 (i? = L(%)). 
Dabei ist P, der Punkt, in dem MR, die Kurve 2} beriihrt, R, der FuBpunkt 
des Lotes von P, auf MR,. (Fig. 3.) Also: 


-38 35 
? r a. 
Nun ist: F<1,+2278,, vgl. (11). 
Daraus folgt fiir 0, = > : 
b, = ky +01 _k 01 


Denn in diesem Fall ist ja auch (15) 6, <1 


aa) eee ae a Tf 
Im Falle 3, 4 wird: - > B44’ 
Also wird schlieBlich : 
(18) Ad>Ay-m. 
es . ky 0; 01 
Dabei ist m Min (5 4a’Bu4 ) ; 
.8 + 4 3 +42 


Es ist zu beachten, daB m nicht von y abhingt. 
Fiir die Lange der ,,Radialkurve“ C, gilt nach (12): 
; 3 
4 C < . 
L(C,) <d(1+ z) 
Der Flacheninhalt des Bildgebietes BF ist gegeben durch das Integral: 
Jn Sf Zn (z,) 2d g. 
Bin 
Dabei gilt: 
ffe=ff 
Bin Sin 
Wir zerlegen den Bereich Sf% nunmehr durch ,,Radialkurven“ in ,,Radial- 
streifen“ mit dem Zentriwinkel 4 y,. Dann wird jeder Radialstreifen ersetzt 
durch den ganz in seinem Innern verlaufenden ,,Parallelstreifen“ von der 


Breite A #,. Dabei ist 4 @, der kleinste Wert fiir 4 #, der in dem Radial- 
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> wird erreicht, daB ein 


solcher Parallelstreifen durch den ganzen (sich nach K, hin verjiingenden) 


streifen auftritt. Durch Hinzufiigen des Faktors 


Radialstreifen gelegt werden kann (a — & ) - 
Dann wird: 
J, > lim 724, | |\zn (z,) \*do. 


4 Yu +O 





Cy 


Dabei ist o die Bogenlange auf C,. 

Nach der Scowarzschen Ungleichur¢ ist: 

f Vdo-f 2 (q%)%doz=(f \zn (q)| do). 
cy c., Cc, 

Nun ist: 
pine D 
Z Zn (2,) do=L (C, (w)) - 2° 

¥ 


Dabei ist C,, (wy) das Bild von C, in der z,-Ebene. 
Also wird: 





D* D 
f \zn (%)|?d o> > ——> 
Ero eett2 FRO cake) 
1 
Wegen (18) und 2, y, = « folgt daraus: 
(19) I> ee. 
8a(1 bus ) 
ky 


Die rechte Seite der Ungleichung enthalt auBer d und « nur konstante, von n 
und d unabhingige GréBen. d kann beliebig klein gewahlt werden. « hiangt 
aber von d ab. Wenn « = a (d) gréBer als eine feste von 0 verschiedene Zahl 
bleibt bei beliebig kleinem d, so wiirde sich aus (19) ein Widerspruch ergeben. 
Denn der Flacheninhalt des gesamten Gebietes 8} muB ja wegen der Nor- 
mierung (5) im Unendlichen innerhalb eines festen Kreises K (5 R) bleiben. 
Aus (19) ergibt sich ebenfalls ein Widerspruch, wenn « (d) zwar beliebig klein 


wird mit d, das Verhiltnis =©) aber iiber alle Grenzen, wichst. Der SchluB 
versagt, wenn i) beschrankt bleibt: 
(20) £0 <i. 


Es wird nun gezeigt, daB (20) mit den Randbedingungen (7) und (8) nicht 
vertriglich und deshalb unméglich ist. 


5. Das Verhiiltnis sy 


Erst fiir diesen letzten Teil des Beweises wird die Randbedingung (8) 
benutzt. — Zuniichst soll gezeigt werden, daB aus (7) und (8) auch folgt, daB 


6, 
Ty 26° 
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ist. — Dabei ist r¥ der Maximalabstand des Randes 2, vom Kreis K,. Wegen 
re <r,+l, wird: 


by 
é, é, it, fae ky 
* a ‘eg 1 
Ty r+ b+ ” 1+ , 
ly 6, 
Dabei ist r, > 6, benutzt. Wegen (7) wird: 
6, k, _ ky k, . 
re m Dk 1 ky + 1 ky. 


ky 
Der Bogen Gf war so gewahit, daB er von allen Riandern einen Abstand 


’ é @ o “4 _ , po S 
A, = Min| a4 hat. Wir kénnen deshalb um Gf eine Kurve Gf* legen, die 


ne A , “ 
von Sf den konstanten Abstand -* hat und nur innere Punkte von 8, enthilt 


und umschlieBt. Durch Sf* und G} wird in der z,-Ebene ein zweifach zusam- 
menhingendes Gebiet 2, begrenzt, das durch ¢ (z,) auf ein entsprechendes 
Gebiet 2, der £-Ebene abgebildet wird, das S3, zur inneren Begrenzung hat. 
Auf diese Gebiete soll der Hilfssatz III angewandt werden. Dazu sind noch 
einige Abschitzungen notig. 
Fiir die Lange sf von Gf gilt: 
si<a (0, + d) + al< 20, % + be: 

Denn die Lange ist sicher kleiner als der Bogen « (0, + d) und die Summe der 


Langen der Kurven 2%, die als ,, Umgehungskurven“ auftreten. 
Nun ist doch: 


Deshalb wird wegen (20): 

l ’ . 

8} « 20, kd + (5 +—)- 2 dy. 

7 a 
Wir schatzen jetzt die X 6, ab durch die Lange der von ,, Umgehungskurven“ 
freien Stiicke e, auf dem Bogen AB: Denkt man sich die Kurven 2} von einer 

by’ d \ 

i} 2) 
hat, so werden die von den Kurven 2} und 2}* gebildeten Ringe aus dem Bogen 


zweiten Kurve 2?* umgeben, die von 2, den konstanten Abstand Min ( 


‘ . o- 7 by’ . . — - . 
Stiicke herausschneiden, deren Lange = 1 ist. Die Gesamtlange aller ,,freien 
. ‘ . ~ Oy’ 
Intervalle“ auf AB ist also sicher > 2 r- Daraus folgt: 
2a0,>2en>2 ~ 
<l- a 4 
Also wird: 
l x . 
(22) si<d (2 0, ks + Eto) PG ks) k,-d. 
\ ‘1 aad 


Fiir die Linge s?* der Kurven ©f* folgt daraus: 


4 
(23) st” <&,-d. 


si <ef +224 <d(k, + >) k,-d 
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Diese Abschitzung gilt a fortiori fiir die-,,Mittelkurve“ des Gebiets 2). 
Die Minimalbreite t von 2, ist z Min (x 4): Also ist wegen (21): 


t> Min (tr? 5): 
Da r= > cd fst, folgt: 
. l 
t > Min (763 3) °4. 


Ist s, die ,,Mittellange von Z,, so gilt: 





K, 1 
a min (ig a) k 
& ke yt 
(24) t>k,-&. 


Fiir den Inhalt des Bildgebietes in der ¢-Ebene gilt deshalb nach Hilfssatz III: 


J (Ze) > _ log (2 ky + 1). 


2 


Die Lange / der kiirzesten G2, umschlingenden Kurve ist aber > 2- ; 
Deshalb wird: 

2 
(25) J (Ee) > apn log (a ky + 1) = hy. 


k, ist eine von d unabhiangige Konstante. Man kann nun in der z,-Ebene um M 


einen Kreis vom Radius 9, + d, zeichnen und wieder ein Gebiet 2 {” konstruie- 
ren, das zu 2, punktfremd ist. Dazu geniigt es, daB fiir d, der halbe Abstand 
(2,, K,) gewahlt wird. Fiir das Bild E@ in der ¢-Ebene gilt dann auch die 
Abschétzung (25). So kénnte man fortfahren und eine Folge von punkt- 
fremden Bereichen 2(“) in der z,-Ebene konstruieren, deren Bilder in der 
¢-Ebene einen Flicheninhalt haben, der gréBer als k, ist. Da alle Rand- 
komponenten in der ¢-Ebene innerhalb eines festen Kreises mit dem Radius 
5 R liegen miissen, ist das ein Widerspruch. Die Annahme (20) war also falsch. — 
Damit ist gezeigt, daB es keinen von 0 verschiedenen Maximalabstand eines 
Hiufungsrandes vom Grenzkreis geben kann, und die Abbildung auf einen 
Kreis ist auch fiir den Hiufungsrand gesichert. 


Anmerkung: 

Es war vorausgesetzt, da8 simtliche Randkomponenten des abzubildenden 
Bereiches 8 analytische Kurven sind. Mit geringer Modifikation des Beweis- 
ganges kann erreicht werden, daB man mit der Voraussetzung der Rektifizier- 
barkeit fiir die isolierten Randkomponenten B, auskommt.. Man braucht nur 
die rektifizierbaren Kurven zu umgeben mit ganz in $8 verlaufenden analyti- 


schen Kurven B,, deren Punkte von den zugeordneten Punkten von B, einen 
Maximalabstand < ° haben. Dann kann mit Hilfe dieser Kurven der Be- 
weis wie oben gefiihrt werden. 


. (Bingegangen am 13. September 1950.) 
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Bemerkung zu der Note von G. Herglotz 
»Kine Formel der formalen Operatorenrechnung“. 
[Math. Ann., Bd. 122, S. 14/5 (1950).] 


Von 
Lupwie Scuwarz in Darmstadt. 


Herr HerGiotz beweist folgenden Satz: Sind X, Y,Z Elemente eines 
(nichtkommutativen) Ringes mit Einselement Z, zu dem alle mit ihnen 
gebildeten Potenzreihen gehéren, so gilt: Ist 


(1) YX-XY=2Z 


vertauschbar mit X und Y, so ist 


(2) exp [tX ¥] =) + X* ¥*Z-* [exp (tZ) — 1), 

v=0 = 
insbesondere also fiir 
(3) YX—XY=E (Vertauschungsregel der Quantentheorie) 
in diesem Sinn 
(4) exp[tX ¥] = Y 4 (¢— 1X" 

vy=0°* 

und daher 
(5) exp [(X Y)= EZ fiir t= 2n7zi. 


Wir wollen im folgenden erstens das Hauptergebnis (1), (2) auf den 
Spezialfall (3), (4) zuriickfiihren; zweitens fiir diesen den HercGiorzschen 
Beweis neu darstellen und ihn dabei aufteilen in allgemeine Uberlegungen, 
von denen auch wir Gebrauch zu machen haben, und einen kurzen Endteil, 
der der Vollstaindigkeit halber zugefiigt ist; schlieBlich wollen wir drittens 
eine neue Methode angeben, die nicht nur das HerGLorzsche Ergebnis sehr 
natiirlich wiederfinden laBt, sondern sofort fiir eine beliebige ganze Funktion 
an Stelle der Exponentialfunktion gangbar ist. 

Das Hauptergebnis Formel (2) enthalt die Inverse Z—! von Z nur scheinbar, 
so daf Herr HerGLotz im Grunde die Invertierbarkeit von Z nicht vorauszu- 
setzen braucht, jedoch kann der durch X, Y,Z, die komplexen Zahlen & und 
die Unbestimmte ¢ des Zentrums erzeugte Teilring & [t, X, Y,Z] durch die 
Inverse Z~! widerspruchsfrei erweitert werden, wenn man als Relationen nur 
das unbedingt Erforderliche, nimlich (1) und die Vertauschungsregeln von Z 
mit X, Y zugrundelegt. Deshalb wollen wir ohne weitere Diskussion Z~' als 
existent betrachten. Dann geniigt es aber, (4) unter Voraussetzung von (3) 
zu beweisen, denn wenn man in ihnen ersetzt: X durch X Z~* und ¢ durch ¢Z, 
(mit einem gegeniiber X und Y vertauschbaren, invertierbaren Z), so folgen 
offenbar (1) und (2). Wegen der homomorphen, sogar isomorphen Zuordnung 
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X-+2, Y+D;= =, E + 1 des Teilrings & [t, X, Y] zum Differential- 


operatorenring § [t, x, D,] tiber dem Ring der rationalen Funktionen in ¢ als 
Zentrum, wollen wir in diesem letzteren arbeiten, natiirlich nach Adjunktion 
der formalen Potenzreihen. AuBerdem setzen wir zur Abkiirzung xz D, = 0, 
und lassen’ bei D und @ im allgemeinen den Index x weg. Ubrigens ist 


6,—2D,=—* é 


—dz 
x 
In z als neuer Variabeln. Man beachte jedoch, daB dieser Operator ,,rational“ 
und nicht ,,transzendent“ ist und daB er u. U. auf einen Bereich angewandt 
wird, der die Transzendente In z nicht enthalt. Die Anwendung eines Opera- 
tors M auf ein Element f ergibt ein Element, das mit Moff bezeichnet sei. 
Der Satz von HERGLOTz iautet jetzt: 
Definiert man exp (¢@) durch die formale Potenzreihe 


tr | Tt Di, nichts weiter als der Differentiator zu 


(6) : exp (t 9) = y M t” 6”, 


so erhait man durch formale Umordnung 


(ef — 1)” x’ D’. 


v! 


(7) exp (t0)=) ~ 
y=0 


Die Hereiorzsche Methode besteht im Grunde in folgendem: 
1. Wohlbekannt sind die Relationen 


8) hain ee ee fir »>0. 
Daraus folgt durch sukzessive Auflésung 
(9) 6 = 36, 2’ D’ fir p20 
mit c,,, = l. 
Es werde fiir y < 0, > mu gesetzt 
(10) ¢,, = 0. 
) 


2. Fir die c,, erhailt man eine Rekursionsformel, indem man (9) mit 6 
multipliziert : 


e ua atl 
Oetl= Se 2(D2o) D= Ye,2tiDeti+ Sve. 2 D'= 
. ve =, | ve + ve 
atl 
== S [¢o—-1,4+ vC, 4) a” D’ 
0 


und andererseits bedenkt, daB nach (9) mit ~ + 1 statt uw 


uti 
Ont ="Se, 412°" 


v=0 


gilt. Vergleich liefert die gewiinschte Rekursionsformel 


(11) Coptli=C-14.+°¢,, fir w20. 
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3. Sie wird selbst nicht explizit gelést, sondern in eine Relation fiir die erzeu- 
gende Funktion 


(12) fu (8) = & en 8", w2=0, 
v=0 


umgesetzt. In der Tat, multipliziert man (11) mit s” und addiert von » = 0 
bis co, so wird 


fu+1(8) = 8f, (8) + 8 f(s) = (8 + 6,)°f, (8) fir we20. 
Daraus folgt sogar eine explizite Darstellung der erzeugenden Funktion 
(13) hf, (8) = (8 + 6,61, 
da nach (9), (10), (12) f, (s) = 1 ist. 
Wegen 8+6,=8-(1+ D)=8-e-*Deé=e—*6,e=e'*Deé 
mit o = Ins wird dann schlieBlich 
(14) f,, (8) = e—* Df oe’. 


4. Die gewonnenen Ergebnisse iiber die erzeugende Funktion sind véllig aus- 
reichend, die explizite Kenntnis des Konstantensystems c,, zu ersetzen. 
Bei der Umordnunig von (6) in (7) mit Hilfe von (9): 


‘ ~~ oe ~ ~ i> Paw 
(15) exp (t0)= >’ —-whe= + co... 2° D* = ( 6..— ) ‘aD, 
p= O HB: p.v=ao ¥ B: 


= =) 


—" : l 7 , . : : 
tritt die Summe 5’ c,, 7 * auf. Um sie mit der erzeugenden Funktion in 
. ! 


Verbindung zu bringen, bildet Herr HERGLoTz 


Zz af i» f,(s), das wegen (14) = e~* ¥* ai 
der TayLorschen Formel = e~* exp (e***) = exp (e* + — e*) = exp (s (ef —1)). 


Daraus folgt durch beidseitige Potenzreihenentwicklung nach s fiir jedes v >0 


t* Df exp (e’); dies ist aber nach 


: l l 
j 5 = — o l : 
- re hu! Com v! fe 1)’, 


was in (15) eingesetzt, die Behauptung (7) ergibt. 

Nunmehr wenden wir uns zu der angekiindigten zweiten Methode, die 
sofort in voller Allgemeinheit dargestellt werde. Wir beweisen folgenden Satz: 
1. Fassung. Es sei 


oO 


(17) f®= Lav 
v=0 

eine ganze Funktion. Dann laBt sich 

(18) f (t0) = > a,t 6” 
r=0 


nach (9) so umordnen, daB 


(19) f(t0) = i.) > 2D" 
v=0 
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ist. Dabei ist die Gesamtheit der j, (¢), die wir in der erzeugenden Funktion 
+ 
(20) g(8)= 2 5, -8" 


zusammenfassen, in folgender Weise durch { eindeutig bestimmt: 


° oo 


(21) g (t,8) =e-* & A } (vt) - 8”. 


_~ ! 
ae 01 


2. Fassung. Setzt man f (¢@) statt durch (19) in der gleichwertigert Form (22) an: 


(22) f (00) =F +k, (t) - (— 1)" a De, 
p= HS 
so wird 
B /u 
(23) =X (*)(-wes eo. 


Der Hercworzsche Fall ergibt sich aus der ersten Fassung durch die Speziali- 
sierung f (t) = exp (t), also a,= - . Es wird nach (21) 


g (t,8) =e-* S = e*'- s* = exp(s(e'—1))= L (ef — 1)" 8”, 


— yy! 


mit (20) demnach j, (t) = > (ef — 1)", d. h. nach (19) die Gleichung (7). 
Beweis der 1. Fassung. Wir wenden f (¢@) an auf x“ und beachten, daB 


(24) Oro at = wr a 
p! — . 
(25) Drom =| a—m 7 He! 
0 fir »>u 
ist. Man erhalt also: 
f(tO@)ca*= Sat y’- x =f (pt) x | 
D o=® ‘ und durch Vergleich 
a ¥ , & -ta S ; (t) + 
A Oe Gam Sem 2 | 
] A, ] 
26 =) 
(26) al f (ut) -," (t) TET ik 


d. h. die Folge =f (» t) entsteht durch Faltung aus den Folgen j, (¢) und - 


ot ? 
also wird mit neutraler Unbestimmten s 

= 2 +s > i 
Se LiWMer=L ft’, 
v=(@9 ** v=0 y=@Q** 


d. h. nach (20), wie behauptet, 
(21) g (t,8) =e-*- = f (vt) +s’. 
v=@Q °° 








410 Lupwic Scuwakz: Zu einer Formel der Operatorenrechnung. 


Beweis der 2. Fassung. Wir setzen in (21) fiir simtliche Funktionen wieder 
Potenzreihen in s ein, 


Liddr= J (-lyrs#-L Shlvde; 
v=0 vy=0 vy: eae 75 
dann wird 
ys 
O=2 Teo ——_Ew 


oder 


‘ sant 2 ‘s a v u! . y # — » , 
b= (— WH, O= 2 WG fh OO= 2 (PM) (-wteo, 


womit die Aussage (22), (23) bewiesen ist. 


Bemerkung. Die erzeugende Funktion g (t,s) nach (21) macht es not- 
wendig, f(t) als ganze Funktion vorauszusetzen, damit ihre Koeffizienten 
fiir ein t + 0 iiberhaupt definiert sind. Damit ist aber noch keineswegs be- 
hauptet, daB die formale Reihenentwicklung auf der rechten Seite von (21) 
auch konvergiert. Es lassen sich im Gegenteil leicht geniigend stark anwach- 
sende ganze Funktionen f (t) angeben, so daB diese Reihe fiir jedes ¢ (+ 0) 
divergiert. 

Anmerkunyg bei der Korrextur: 23.8.51. Ich wurde freundlicherweise von Herrn Rellich 
auf die Arbeit McCoy, Proc. Edinburgh math. Soc. (2) 3, 118—127 (1932), hingewiesen. 
Leider habe ich mir bisher diese Arbeit noch nicht beschaffen kénnen. 


( Bingegangen am 5. Dezember 1950.) 
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Uber die endliche Laplace-Transformation. 


Von 
’ Gustav Doerscn in Freiburg i. Br. 


Bei der Lésung gewisser Randwertprobleme erhebt sich die Frage, ob 
einer Randerregung von endlicher Dauer, z. B. einem akustischen oder elek- 
trischen Signal, auch im Innern des Gebiets ein Effekt von zeitlich begrenzter 
Dauer entspricht oder ob ein ,,Nachhali‘‘ zustande kommt. Wird das Rand- 
wertproblem vermittels Laplace-Transformation (im folgenden kurz 2-Trans- 
formation genannt) 


f(s) = fe" F () dtm 2 {F} 


behandelt, wobei zunachst die Bildfunktion { (s) der Lésung F (t) des Problems 
hergestellt wird, so laBt sich die obige Frage auch ohne explizite Kenntnis der 
Originalfunktion F (t) erledigen, wenn man Kriterien fiir die Bildfunktion f (s) 
kennt, die dariiber entscheiden, ob die Originalfunktion von einer Stelle h an 
verschwindet, mit anderen Worten, ob eine 2-Transformierte in Wahrheit eine 
,endliche 2-Transformierte 


h 
(1) f(s) = fe-**F (t)dt 
0 


ist. Wir geben in Satz 1 zunichst notwendige und hinreichende Bedingungen 
hierfiir an und leiten dann aus bekannten Siatzen hinreichende Bedingungen 
(Satz 2) dafiir ab, daB eine beliebige (nicht schon als 2-Transformierte be- 
xkannte) Funktion eine endliche 2-Transformierte ist. 

Satz 1. Notwendig wnd hinreichend dafiir, daB die Originalfunktion F (t) 
einer (irgendwo als konvergent vorausgesetzten) &-Transformierten f (8) = 
f (x + iy) fiir t> h verschwindet, sind folgende Bedingungen: 

I. f (8) ist eine ganze Funktion. 
Il. |f (s)| s M firx=>0. 

IIT. |f (s)! < M e~** firz< 0. 

Bemerkung: Aus II und III folgt, daB f (s) vom Exponentialtypus ist, 
d. h. |f (s)| s A e*!*!. 

Beweis: a) Notwendigkeit. Hat / (s) die Form (1), so ist f (s) eine ganze 
Funktion’), und es gilt: 


h 
. {\F()|\dt=M fiir x > 0?) 
f(s)\< fe-#|F | dts {° 

4 e*z (\F (t)\dt<sMe-** firzs0. 

0 
1) Siehe G..Dortscu: Handbuch der Laplace-Transformation. Band I, Basel 1950 
(im folgenden als HB zitiert), S. 145; Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation. 

Berlin 1937°(im folgenden als LT zitiert), S. 43. 


*) Es ist sogar { (8) + 0, wenn s in z > 0 zweidimensional gegen oo strebt (HB, 8. 171 
bis 172; LT, S. 197), aber wir brauchen fiir Satz 1 nicht mehr als |/ (s)| < M. 
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b) Hinlanglichkeit. Ist f(s) = 2 {7} fiir s = x, = 0 (einfach) konvergent, 
so ist bekanntlich*) fiir ¢ > 0 und 2, > z,: 
t 2,+io 
(2) | F(x) dt =lim a [ ee I) a 
? na Tee 8 
0 2,—iw 
Wir betrachten einen geschlossenen, im positiven Sinn durchlaufenen Inte- 
grationsweg ©, bestehend aus den Strecken z,—i w...2,+1@,%,+1...44@ 
und dem Halbkreis § um 0 mit dem Radius w links von der imaginaren Achse. 
Da e* { (s) in und auf € bei jedem w > 0 analytisch ist, so ergibt sich: 
l ’ ts f(s) = 
(3) saz] ¢ , ds =f (0). 
Auf der oberen horizontalen Strecke ist nach IT: 


ia z, 
r ~— M ¢*~1 
(4) | ate Lis) dsi< | et dzx= : + 0 
a 3 @ @ t 
2,+iow 0 


fiir w+ co bei jedem festen t> 0. Dasselbe gilt fiir das Integral langs der 
unteren horizontalen Strecke. Auf dem Halbkreis § ist s = w e*®, > <?@< 


ds 
8 


o 7 


=id#@, also nach III: 
3 


x 
a 


iwc? Mf p—hocs? J9 — M | e~ t—Aosing dy 


a, tO 


ets fe) dsi< 


é e * 
b x 6 
2 
2 
-2M [ e-@-mesne d g (o = ~ rs q). 
0 


Im Intervall OS gs ; verliuft die sin-Kurve oberhalb der Sehne, so daB 


4 , 
sin p 2 — ¢ ist, womit fiir t—h> 0 folgt: 


- cil Me eto 
(5)| fe Sao] som fe“ ”**"ag=2m->* +0 fiir w + 0. 
a 2 
b 0 ag ie 
Aus (4) und (5) ergibt sich, daB beim Sihesiniene @ > co in { nur das 
Integral tiber die Vertikale iibrigbleibt, d. h. 
2+ 
lim a [#1 de — lim =a ef 1) as far t>h. 
22% 8 22%, 8 


@—> co - @—> co . 
Z,—ito 


Nach (2) und (3) bedeutet dies: 
t 
{ F (t)dt =f (0) = const. fiir ¢> h, also 
0 


F (t) = 0 fast iiberall int > A. 
>) HB, 8S. 218; LT, S. 107. 
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A oo 
Ubrigens ist f (0) = { F (t)dt = [ F (t) dt, wie es sein muB, da ein 2-Integral 
a é 


mit endlichem Integrationsweg iiberall, also in s = 0 konvergiert. 


Bemerkungen: 1. Durch Feststellung der unteren Grenze der h, fiir die IIT 
gilt, erhalt man das kleinste Intervall, rechts von dem F (t) fast iiberall ver- 
schwindet, also die exakte obere Grenze des 2-Integrals. 


2. Da eine endliche 2-Transformation in der ganzen Ebene absolut konver- 
giert, laBt sich die Originalfunktion F (t) an jeder Stelle, in deren Umgebung 
sie von beschrinkter Variation ist, durch das komplexe Umkehrintegral so 
darstellen‘): 


z+iw 
FEF OT FE: ) = lim z; f e* f(s)ds 
z-—ta@ 
wo = jede reelle Zahl, z. B. 0, bedeuten kann. (Fiir ¢ = 0 ist F (t— 0) = 0.) 
3. Der obige Beweis liefert den allgemeineren Satz: Ist eine Funktion f (s) 
analytisch in einer Halbebene x < X (X > 0) und erfiillt sie dort die Bedin- 
gung III, so ist 


zt+iw 


lim sai f ef 1 ads=F(0) fir t>h und Cc rc X. 
z—to 

Nicht jede Funktion, die die Bedingungen I—III erfillt, ist eine endliche 
2-Transformierte. So geniigt z. B. e~* allen drei Bedingungen, stellt aber 
iiberhaupt keine 2-Transformierte dar®). Natiirlich kann man weitere Bedin- 
gungen hinzufiigen, die mit den vorigen zusammen dafiir garantieren, daB f (s) 
eine 2-Transformierte ist. Da aber die 2-Transformierten keine durch innere 
funktionentheoretische Eigenschaften charakterisierbare Klasse bilden, wird 
es sich nur um Bedingungen handeln kénnen, die zwar hinreichend, aber nicht 
notwendig sind. Das am besten abgerundete Ergebnis in dieser Richtung 
lautet®): ,,Die analytischen Funktionen, fiir die 


@—> 00 


+o 
S\f(et+iytdy<K firz>0 


ist, sind &-Transformierte, und ihre Originalfunktionen bilden genau die 
Klasse L* (0, co)“. Da im vorliegenden Fall weitere Bedingungen wie I—III 


+ 00 
oder analoge hinzukommen, geniigt schon die Forderung, daB /[ |f (i y)|* dy 
+c — 
oder auch f[ |f (iy)| dy existiert, wobei sich die Bedingungen IT und III noch 


— 
abschwiichen lassen. Ein Satz dieses Typs ergibt sich durch einfache Sub- 
stitutionen-aus Ergebnissen von PLANCHEREL und P6.ya’) iiber die Fourier- 
Transformation, so da8-wir uns damit begniigen kénnen, ihn ohne Beweis zu 
forraulierén. 
4) BB, 8. 212; LT, 8. 105. 

5) HB, 8. = 163; LT, 8. 143. 
*) HB, S. 42 
7) M. 13. et G. Pétya: Fonctions entiéres et intégrales de Fourier multiples. 
er oe math. helvet. 9, 224—248 (1936/37) [S. 227—-234]. Diese Ergebnisse stellen 
nm eines Satzes von R. Patey und N. Wiener [Fourier transforms in the 
oun domain. Amer. Math. Soc. Coll. Publ. 19, 12 (1934)] tiber Funktionen dar, deren 
Fourier-Transformierte auBerhalb eines endlichen Intervalls verschwindet. 
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Satz 2. Die Funktion f (s) habe folgende Eigenschaften: 
I’. f(s) ist eine ganze Funktion vom Exponentialtypus, d. h. 
Tim r—" log |f (re’*)| < a. FPiir die reellen Halbachsen gilt speziell: 


T—-+o 
Il’. lim 2-1 log |f (x)| = h’ <0, 
z—& 
Ill’. lim x—1 log | f (— x)| = A). 
IV’a. f |f(iy)|\dy <o@ oder IV’b. f |f(iy)®#dy <~. 
Dann ist die Funktion (komplexes Umkehrintegral mit x = 0) 
F (t) - [ ev} (iy) dy im Falle IV'a, 
F (t) = Lim. 5 [ ef (iy)dy im Palle IV’b 


gleich 0 fast iiberall in t << — h' (— h’ =>0)®) und in t > h, und f (8) lat sich als 
endliche 2-Transformierte darstellen : 
A h 
f(s) = fe-“ F()dt=fe-*" F(t)dt. 
0 — h’ 
Im Falle IV' a ist die Funktion F (t) beschrankt und stetig, im Falle IV’b gehért 
sie zur Klasse L? (0, 0). 


*) Aus den Beweisen l.c.’) geht hervor, da8 von selbst h > — hi’ ist, und daB die 
Bedingung III’ zusammen mit I’ und IV’ die Bedingung III von Satz 1 involviert. 

*) Die GréBe h’, die dariiber entscheidet, in welchem gréBten, rechts an t = 0 anstoBen- 
den Intervall F (t) fast iiberall verschwindet, ist identisch mit der ,,Beschranktheits- 
ordnung“ von / (s) (HB, S. 483), die sich, wenn, wie im vorliegenden Fall, die Existenz 
einer Beschranktheitshalbebene fiir / (s) gesichert ist, durch die linke Seite von II’ dar- 
stellen 148t (HB, S. 186). 


( Bingegangen am 17. Marz 1951.) 
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Beitrage zur Stérungstheorie der Spektralzerlegung’). 
Von 
Eruarp Heinz in Gottingen. 


Gegenstand der Stérungstheorie ist die Untersuchung des Spektrums eines 
selbstadjungierten Operators in Abhangigkeit von einem Parameter. In ver- 
schiedenen Gebieten der mathematischen Physik ist zur numerischen Behand- 
lung von Eigenwertproblemen Stérungsrechnung verwendet worden. Diese 
formalen Ansaétze wurden spiiter von F. RELLICH einer strengen mathemati- 
schen Begriindung unterzogen. Dabei stellte sich heraus, daB diejenigen Opera- 
toren A (e), die in einem festen Definitionsbereich selbstadjungiert sind und 
regular von einem reellen Stérungsparameter abhingen, neben den beschrank- 
ten Operatoren ausgezeichnete Eigenschaften besitzen. Aus diesem Grunde 
werden auch in dieser Arbeit ausschlieBlich solche Operatoren betrachtet. 


Da das Spektrum von A (e) durch die Spektralschar EZ, (e) vollstandig 
charakterisiert ist, so liegt es nahe, diese in ihrer Abhangigkeit von ¢ zu unter- 
suchen. Im allgemeinen braucht EF, (¢) nicht reguliér von ¢ abzuhangen, 
selbst wenn A, in eine Leerstelle des »pektrums von A (0) fallt. Das erkennt 
man etwa an dem Beispiel 


A(ehu=—u", u(0)=0, u(l)—ew (1)=0. 


Hier treten fiir e<0 nur positive Eigenwerte auf, also ist EH, (e) = 0 fiir 
e<0. Fir 0 <e< 1 gibt es jedoch einen Eigenwert yu (ec) < 0. E, (e) kann 
also in diesem Falle nicht regulir-analytisch von ¢ abhangen, obwohl es sich 
um ein regulires Stérungsproblem handelt (vgl. Retiicn [6]). An diesem 
Beispiel erkennt man, daB hinsichtlich der Definitionsbereiche der Operatoren 
A (e) gewisse Einschrinkungen gemacht werden miissen und jedenfalls Regu- 
laritat von A (ce) allein nicht ausreicht. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB die Regularitaét von E£,, (e) 


jedenfalls dann gesichert ist, wenn A, in eine Leerstelle des Spektrums von 
A (0) fallt und A (e) in einem festen Definitionsbereich selbstadjungiert und 
regular ist. Ein Spezialfall dieses Satzes ist von B. v. Sz. Nacy [12] bewiesen 
worden. Er zeigte, daB EZ,, (ec) — Z,,(e) einen in einer Umgebung von e = 0 
regularen Operator darstellt, falls A, und jy, beide Leerstellen des Spektrums 
von A (0) sind. Als Grundlage fiir den Beweis dient ihm die Gleichung 


E,, (e) — E,, (e) = — (2 mi)—* $ (A (e) — 2)-* dz, 
c 


wobei C eine das Intervall 4, << 4 < A, umschlieBende Kurve in der komplexen 
z-Ebene bedeutet. Wenn sich das Spektrum von A (0) bei A= — o und 
4 = + co hiauft, so ist eine Darstellung von £,, (e) in Form eines Integrals 
iiber einen endlichen Weg in der komplexen Ebene nicht mehr méglich. 


1) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultaét der 
Universitat Géttingen als Dissertation angenommen. 
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Vielmehr wird in der vorliegenden Arbeit die ne 


dy +4 

E,,(e)f=4+/-—(2 ai* ji (A (e)—2)-" fide 
verwendet. Entwickelt man den tumenden in eine Reihe nach e und inte- 
griert nach z, so ergibt sich die gesuchte Reihenentwicklung von £,, (e). 
In entsprechender Weise wird der Operator A (e)* fiir positiv-definites A (0) 
und — 1 <@ < 1 behandelt. 

Die Hauptschwierigkeit des Beweises liegt in der Abschitzung der Ent- 
wicklungskoeffizienten. Da die hierfiir erforderlichen Ungleichungen auch 
unabhingig von der Stérungstheorie von Interesse sind, so werden diese in 
§ 1 gesondert behandelt. Eine Ungleichung sei herausgegriffen. Aus 


Q2z\\s||\Bzr|) und |Q*¥2z\\<||\Az 


(B, A selbstadjungiert und positiv in Definitionsbereichen D,.bzw.D,, die 
ihrerseits enthalten sind im Definitionsbereich von Q bzw. seiner Adjungierten 
Q*) folgt die Abschatzung 


(Qx, y)! < || BY x|| ||A'—*y|| (1+ |2y-—1|), Os vs 1 
fiir x aus Dy, und y aus D,. Gleichzeitig wird auch die Gleichung AS + SB=Q 


behandelt und bewiesen, daB unter geeigneten Voraussetzungen eine eindeutige 
Lésung S existiert, die sich in der Form 


S = fe-4'Qe-Bldt 
0 


darstellen 1a6t. Dieser Gegenstand steht in gewissem Zusammenhang mit 
Satzen von I. Scnur [9] iiber beschrinkte Bilinearformen. — Daneben erweist 
sich auch der Begriff der monotonen Operatorfunktion als vorteilhaft. Funk- 
tionen, welche sich hinsichtlich endlicher Hermitescher Matrizen monoton 
verhalten, sind zuerst von K. Léwner [3] untersucht worden. Durch An- 
wendung eines von G. HereGiorz [2] stammenden Satzes wird hier gezeigt, 
daB die Léwnerschen Resultate auch fiir die selbstadjungierten Operatoren 
im unendlich-dimensionalen HitBertschen Raume giiltig bleiben. Mit diesen 
Hilfsmitteln wird dann in § 2 die Regularitét von Z,, (ec) und A (e)¢ nach- 
yewiesen. 

In § 3 wird ‘schlieBlich die stetige, nicht-analytische Abhingigkeit der 
Spektralschar behandelt. Dabei werden an Stelle von Operatoren, die stetig 
von einem Parameter abhangen, allgemeiner Folgen A,, Ag, ... gesetzt, die 
gegen A konvergieren. Zunichst wird der Fall der gewéhnlichen Konvergenz 
untersucht, d. h. A, f+ Af, n + oo fiir f aus D. Von D wird dabei verlangt, 
daB es in den Definitionsbereichen von A, und A enthalten ist und daB A 
in D wesentlich selbstadjungiert ist. Unter dieser Annahme wird bewiesen, 


daB die Spektralschar von A, gegen die von A konvergiert, also iin 1 ED f= E,,f, 


falls A, kein Punkteigenwert von A ist. Dieser Satz riihrt von “RELLICH [4] 
her und wurde von ihm durch Zuriickfiihrung auf beschrinkte Operatoren 
bewiesen. In der vorliegenden Arbeit wird ein neuer Beweis gegeben, der den 
Umweg iiber die Reziproke vermeidet und direkt von der Spektraldarstellung 
der Operatoren A, und A ausgeht. AnschlieBend wird die gleichmaBige 
Konvergenz der A, gegen A untersucht. Diese wird wie bei ReLiicu [4] 
definiert, also 

(A, — A) f'| Se, (\f\| + || Af|) fir f aus D und lim e, = 0. 


n-—> co 
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Wenn{E,”} und{£,}die zu. A, bzw. A gehérigen Spektralscharen bedeuten und A, 
in eine Leerstelle des Spektrums von A fallt, so wird gezeigt, daB E{” gleich- 
maBig gegen Z,, konvergiert, d. h. 
lim |EY —£,,\|\=0 gilt. 

Dieser Satz ist ausgesprochen bei Re.iicu [4], jedoch umfaBt der dort 
und in [11], 8. 473 gegebene Beweis nur den Spezialfall beschrinkter Opera- 
toren A, und A (vgl. hierzu die Bemerkung bei Retiicu [7], §8). Uber die 
Behauptung lim || ZZ” - Z,,||=0 hinaus wird in der vorliegenden Arbeit sogar 


gezeigt, daB || ZY — E,,|| von derselben GréBenordnung ist wie ¢,. 


§ 1. Ungleichungen fiir Operatoren. 


Der zugrunde gelegte HitBertsche Raum werde mit § bezeichnet. 
x, Y,z,u,v,... bedeuten Elemente und A, B, R, S,... lineare Operatoren 
in . Das innere Produkt zweier Elemente zx und y werde mit (2, y) be- 


zeichnet. Ferner werde, wie iiblich, |! z|| = (z, z)* gesetzt, und || A/|! sei die 


obere Grenze des Ausdrucks as fiir z+ 0, falls A beschrinkt ist. Ist A 


in D, selbstadjungiert und Vi AdE, die Spektraldarstellung, so werde der 
Operator o 


+c 
J \a\ ad, 
mit |A| bezeichnet. Gilt (uw, Au) > a (u, wu) fiir alle u aus D, mit einer festen 
reellen Zahl a, so schreiben wir A >a. Den-Untersuchungen dieses Para- 
graphen schicken wir einige Hilfssaitze voraus. 
Hilfssatz 1. 
Es sei A in D, selbstadjungiert und A >a> 0. {E,} sei die zu A gehdrige 
linksstetige Spektralschar. Setzt man dann 


A’ = f # dE,, 
a 


so gelten fiir —1<o< 1 die Darstellungen 
2cos} 20 


4 


Ae~ | xt (A? + 22)-1dx und At~1= "78 [2 (4 + 2)-*dz. 
0 7 a 
Beweis 
Aus der Gleichung 
folgt . 
z. 


fz (A? + 2%)-1dx | j “es 


A+ 2 





co 2,/A 
- * @dt 
dE, + [4-3] | erate 
Z or * 4 A/a 


wenn 0 < 2, < 2, < © vorausgesetzt wird. Wir erhalten also 


z; oo 


ala 

- 2cos$zo [ a [ 2cos¢xo f[ t#dt\., _, 
Zenit 253 24 42)—1 on ~~ a 
Ae -~ ae x*)-idz (1 = Ji+e he-1dE, 


a a aja 
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Wegen 
ao 
i ae 
J 1+ ae 2cos} ae 
0 
folgt dann 


Zs 
lim || Ae-1! - ae [xe (A? + 2*)-!dz\| =0, 
z,-0 % - 

be) % 
was mit dem ersten Teil der Béhauptung identisch ist. Analog folgt der zweite 
Teil der Behauptung aus den Gleichungen 


co @,/Aa 
_; _ sinae@ ; —— oe _ sin ze dt —— 
Ae as fx (A +2) dz = { (1 nae f anak, 
a w/a 


a 
und 
co 


dt a0 


(1+? ~~ sinzo° 
0 


Bei der Ableitung von Ungleichungen fiir Operatoren werden Ausdriicke der 
Form 


ty 
g (Q) = fAt) Q Bit) dt 


eine wichtige Rolle spielen. Diese stehen mit Saitzen in Zusammenhang, die 
I. Scuur*) aufgestellt hat, um die Beschrinktheit gewisser Bilinearformen 
nachzuweisen. Wir beweisen zunichst den 


Hilfssatz 2. 


Es seien A in D, und B in Dz zwei selbstadjungierte Operatoren, und es gelte 


A2a>0 und B2>b>0. Q sei ein beschriinkter Operator und o eine Zahl 
aus dem Intervall — 1 < 9 <1. 


Setzt man dann 


p(Q) = MEAS f \tle(A + it 1 Q (B+ itt dl 
und ‘. 
+ co 
f tle (A + it)-1 Q(B ~ it) dt, 
so stellen p (Q) und w (Q) zwei beschriinkte Operatoren dar, und es gelten die 
Gleichungen 


y (Q) . cos} 2 e 


a 


p (A-? Q— Q B-%) = At-1 Q B-1— A-" Q Be 


y (A-1Q + Q B-}) = Ae-1Q B-1 + A-1 Q Be, 
Beweis. 
Die Konvergenz der Integrale folgt unmittelbar aus 


O(|t\e-2), \t|} +c 


Itle (A + it) Q(B+ it? "| oasin : oid 


~~ 4) I. Scuur: [9], insbes. Satz 6. 
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Um die Funktionalgleichungen zu beweisen, beachten wir die fiir alle Punkte 
Z,, 2, der Resolventenmenge von A giiltige Identitat 

(A — 2,)~* — (A — )~* = (2, — 4) (A — %)-7 (A —2)-'. 
Es ist dann 
(A +it)-1(Az1Q— QB-}) (B+ it)-!=(it)-1 (4-1 — (A+ it)—») Q(B+it-) 
— (A + it)—! Q (it)-1(B-! — (B + it)-) 
= it-1[(A + it)! QB-! — A“! Q(B+ it)-4]. 


Also wird 
(A +it)—1(A-!? Q— Q B—) (B+ it)—1+ (A — #)—1 (A-!1 Q@— QB-!) (B-it)-! 
= 2(A?+ #)-!1 Q B-! —2A-1 Q(B? + #)-!. 

Ersetzt man in der letzten Identitat B durch — B und multipliziert sie 

mit — 1, so entsteht 

(A +it)—! (A? Q4+ Q B-) (B— it)" + (A — it) (A! 94+ Q B-) (B+ it) 
= 2(A?+ #)-1Q B-14+ 2A-! Q(B? + #)-!. 

Multiplikation dieser beiden Identitiaten mit == 


er a und Integration 
nach ¢ liefert unter Anwendung von Hilfssatz 1 die Gleichungen 


gy (A-? Q ae Q B-1)= Ae-1 Q B-! a= At Q Be-1 


und yp (4-1 Q+ Q Bo) = Ae-1 Q B-1 4. A-1Q Be-!" 
Hilfssatz 3. 
Wenn A, B und Q die in Hilfssatz 2 angegebene Bedeutung haben, dann ist 
A-*Q B-a-» 4 A-“-» Q B-» A-1Q+QB-}. 
A-* Q B-Q-"%— A-9-9 Q B-*|| Ss |2¥-—1|||A-1Q—Q B“}|| 


fir Osv=l. 


WA 


Beweis. 
Fiir jedes feste Paar xz, y aus § und — 1 <9 <1 gilt 
+e 
(y (Q) x, y)| = ME*2 f |e (Q(B it-* x, (A — itty) at 


Q S040 f igl (B — it)—1 2|| ||(A —it)-1 y!|| dt 


ie) 


fe ((B + #)-1 2, x) at|* | fe a? + #)-1y, y) del! 

0 0 

= ||Q\| -||BHe— 4 xi || Ade= 4 y)|. 

Ersetzt man darin Q durch A~! Q + Q B-!, ferner x durch Bt *u und y 


durch A*~#* v, so erhalt man unter Beriicksichtigung von Hilfssatz 2 die 
Ungleichung 


<\i@ 2cos$ 20 
: m 
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(Ae-1 Q B-1 BY Hy + 4-1Q Be-1 Bt yy ght?) 
A-1Q+QB-?) |u|! |\o fir alle u aus D4 —}e 


und alle v aus D,4 —fe- 


Offenbar liegen A®?~'g und A~?A in D,) —}e, wenn g und h zwei beliebige 
Elemente in § sind. Hieraus folgt 


(A *tt? g ptt 4 ym $—te Qg Bt*t) y ») 
A-1Q+QB-}| |\u|| |/o 


Beachtet man, daB D4 —}e und D .4—4¢ dicht in § liegen und setzt » = } — $0, 
so r.3ultiert die Ungleichung 


A-*Q B-“-» 4 A-“@-"Q B-* < A-!Q+QB-! 


fir 0<»< 1. Da sie fiir y = 0 und v = 1 trivial ist, so folgt der erste Teil 
der Behauptung. 

Um die zweite Ungleichung herzuleiten, beachten wir, daB nach dem 
Caucuyschen Integralsatz fiir — 1< o< | gilt 


fe(A+t-'Q(B+t-'dt pet tet te(A+it)h-1Q(B+it-'dt 
0 


-— ie tt te (A —it)-1Q(B—it)>- dt. 
Daraus folgt ° 


[ tle (A + it)-1 Q(B + it)- at 


— 2 


cos} 2 0 
m 


yp (Q) 


sin 70 1, = 1 st 
2 fea )-1Q(B+t)-ldt. 
6 
Man erhilt so fiir z, y aus § die Ungleichung 
(p (Q)2z,y)\ < = aan 4) Lf te ((B+ t)-* 2, 2) ae}! | fe +t)—2 y, y) dt a 
0 0 


Diese geht unter Beriicksichtigung von Hilfssatz 1 iiber in 
(p (Q) x, y)| <|e| - |Q\) | BE # xl att y 
Ganz analog wie oben folgt hieraus 


A-* Q B-“-.) — A-Q-9 Q B-*|| s |2¥—1/) || A-1'Q—QB—!\|, w.z. b.w. 


Mit diesen Hilfsmitteln gelingt es, das innere Produkt (Qz, y) in geeigneter 
Weise. abzuschatzen. Zunichst haben wir 
Satz 1. ' 
Es seien A in D, und B in Dz selbstadjungiert und A> 0, B= 0. Q sei 
in Do .2 Dz linearer Operator mit Dye 2 D,. Auperdem gelte 
Qf s || Bf fiir alle f aus Dy 
und 


Qi <\|Af\| fir alle f aus Dy. 
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Dann besteht die Ungleichung 
(Qf, g)| = (1+ |2"—1)) || Br f|| || 4’- "9 
fiir f aus Dy und g aus D,, falls OS v= | ist. 
Beweis. 


I. Wir setzen zunichst A>c>0O und B>c>O voraus. Dann sind 
A-1 und B-* Hermitesch und beschrankt. Fiir f aus Dy und g aus § wird 


(A-! Qf, 9) = (Qf, Am 1g) = (f, Q* A" Q), 


(A~* Qf, 9)| S lf \ig| - 
Setzt man g = A~! Qf, so entsteht || A~' Qf) < |\f 


also 


Wenn n eine positive Zahl bedeutet und f AdF, = B die Spektraldarstellung 


von B ist, so ist der Operator Q, QF, beschrinkt, und es gilt Q,) Sn. 
Offenbar wird 
—(||Q, B-4|| <1 und A-!Q,||s 1. 
Nach Hilfssatz 3 folgt 
A-°@,. B-C-9 + 4-9-0 B'''s 2 
|A-* Q, B~-U-" — A-GU-9 Q, B-*| 5 2|2r—1 


A-Q@-" Q, B-*||s 14+ \|27—1 


also 


Fiir x, y aus § wird 
(Q, B-* z, A~G-” y)| s (1 + |2»—1)) ||x|| \ly 
Setzt man z= B’f und y= A!~*g,so entsteht 
(Qn f,9)| S (1+ |2v—1)) || Bf ||A*—"g 
Nun gilt fiir jedes f aus Dz die Ungleichung 
Qf— Qf =||OU—F,) fi s || BU—F,)f| =| U—F,) Bf 
Daraus folgt lim Q, f= Qf und 


ri—~> x 


(Qf, 9)| = lim |(Q, f, 9)| < (1+ |2y—1)) |Brf) |Alm*g 


n—> oc 
fiir f aus Dz und g aus D,. 
II. Wir befreien uns von der Annahme A>c>VU und B>c>O0 und 
setzen nur noch A-> 0 und B=>0O voraus. Fiirc> 0 gilt 
Qf s| (B+ c)fi) und ||} Q*¥g) =) (A +e)g 
wenn f in Dp und g in D, liegt. Nach dem oben Bewiesenen wird also 
(Qf, g)| Ss (14+ |2v—1))||(B+ ec) f) (A + c)!-"g 

Offenbar gilt 

lim (B + c)*f=- BYf und lim(A + c)!-*g=A!~"g 

30) >) 


fiir alle f aus Dy und g aus D,. Daraus folgt die Behauptung, 
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Wenn Q Hermitesch ist und A = B gesetzt wird,so kann man Satz | ver- 
schirfen und einfacher beweisen, was spiter (S. 426) geschehen wird. Vorher 
geben wir eine Erweiterung von Satzen, die K. LOwner [3] iiber monotone 
Matrixfunktionen aufgestellt hat. Zu diesem Zwecke mu8 zunichst der 
Beziehung A < B fiir unbeschrankte Operatoren ein genauer Sinn beigelegt 
werden. Dies fiihrt zu der 


Definition*) 
Es seien A inD, und B in Dy selbstadjungiert und A > 0, B= 0. A* und B* 


seien die positiven Quadratwurzeln von A und B. Wenn dann Dpt in Dt ent- 
halten ist und 


Atel <\\BP x gilt fiir alle x aus Dpt, so schreiben wir 


AsB. 
Hiljssatz 4*). 


Es seien A und B selbstadjungiert und A>c>0,Bac>0. Dann sind 
die beiden Aussagen 
AsB und B's 47! 
dquivalent. 
Beweis. 


Aus A< B folgt 
(A¥ x, y)| =| (x, A* y)| < |) 2\| || BP y 


fiir x aus D,$ und y ausD,4t. Setzt man nun z= A ~+ « und y= Bt », so 
wird 

iB u, v) (u, B? v)i< A * ull l'vll 
Fiir v = B~* « erhalt man schlieBlich 

Bt ul|\< at w|i, also B-!<s A-}, 

Ist umgekehrt B-'! < A—!, so folgt wieder 

(xz, B~* y) (B?z,y)\< A ty y 
Mit z= A? u und y= B* » wird 

(at u,v)\s|\u Bt v|| fiir wu aus D,t und v aus Dz}. 


L, (u) = (v, Atu) ist also ein fiir alle u aus D ,} erklirtes lineares, beschrinktes 
Funktional. Da D4 in § dicht liegt. so laBt sich L, (u) auf ganz § mit derselben 
Schranke || B? || fortsetzen. Also gibt es ein Element v* aus § derart, da8 
L, (u) = (v*, u) wird fiir alle u aus §. Insbesondere wird 

(At u, v) = (u, v*) fiir u aus D,}. 
v liegt also in D,4, und es gilt 

(u At v)| s \\u Bt y 
*) Rexuics [8]. 


*) Rewxicu [8], Seite 363. Zur Bequemlichkeit des Lesers fiihren wir den einfachen 
Beweis noch einmal an. 
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Da D,4 in § dicht liegt, so gilt die letzte Ungleichung sogar fiir alle wu aus 9. 
Setzt man u = A’ v, so erhalt man schlieBlich 


\\ At v||< \\B* v|| fir alle v aus Dpt CD,yt, 
also A< B, w. z. b. w. 


Durch den letzten Hilfssatz wird die Frage nahegelegt, welche in 0 < A < 00 
stetigen Funktionen f (A) die Eigenschaft besitzen, daB aus 0 < A < B die 
Beziehung 0< f(A) <f(B) folgt. Wenn A und B endliche Hermitesche 
Matrizen beliebig hoher Ordnung sind, so hat Lowner [3] bewiesen, daB f (A) 
ins Komplexe zu einer Funktion { (z) fortgesetzt werden kann, die iiberall mit 
Ausnahme der negativ-reellen Achse regulir-analytisch ist und in der oberen 
Halbebene einen nicht-negativen Imaginirteil besitzt. Wir werden jetzt 
zeigen, daB durch diese Bedingung die Monotonie sogar hinsichtlich positiver 
selbstadjungierter Operatoren gesichert ist. Zunichst wird eine geeignete 
Integraldarstellung bendtigt. 

Hilfssatz 5. 

Es sei f(z) in der lings der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen Ebene 
regulir-analytisch und Im f(z) > 0 fiir Imz> 0. Auperdem sei f (z) reell fiir 
positiv-reelle z. Dann gibt es eine in 0S t < ~ monoton nicht-abnehmende 
Funktion a (t) mit o (00) < co und zwei reelle Zahlen a, B mit « = 0 derart, daB 


te= [TE dao(t)+az+ 


gilt fiir alle z aus dem Regularititsbereich von f (z). 





Beweis. 
Nach einem funktionentheoretischen Satz‘) gilt fiir 1m z > 0 die Darstellung 
+ 
t 1 
te= { F* do(t)+az+f. 


Dabei sind « und # zwei reelle Zahlen mit « = 0, und 9 (t) ist eine beschrankte, 
monoton nicht-abnehmende Funktion. Weiter lat sich zeigen, daB fiir alle 
Stetigkeitsstellen t = a, t = b von 9 (t) die Gleichung 


8 b 
af (@+1)do(t)=lim f Im[f(x+iy)|dz 
’ G>0)" 
gilt. Daraus folgt, daB o (t) fir t>>0 konstant ist. Setzt man also 
o (t) = —e (— 2) fir ¢>0 und a (0) = — 0 (0+ 0), 
so wird 


f tz—1 
f(2)= | rez 47 +azt ZB 
0 

zunichst fiir mz >0, dann aber wegen f (2) = / (z) fiir alle z aus dem Regu- 
laritaétsgebiet von f (z). 

Hilfssatz 6. 

Die Funktion f (z) erfiille die Voraussetzungen von Hilfssatz 5. AuBerdem sei 
f(A) = 0 jirasi <. A sei ein in Dy selbstadjungierter Operator mit A >a 


+) Herotorz [2], vgl. auch Stonx [10], Seite 573. 
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> 0, und es werde f (A) = f f (A) dE, gesetzt, wobei {E,} die zu A gehérige links- 
a 
stetige Spektralschar bedeutet. 
Dann gibt es eine in 0<t < co monoton nicht-abnehmende Funktion c (t) 
mit a (co) < co und zwei reelle Zahlen a, B mit « => 0 derart, daB 


f(A) ||? = fie (u, u) — (# + 1)(u, (A + t)-1 u)] da (t) 
0 
+o Au 2+ B (u, u) 


fiir alle u aus D4t wird. 


Beweis. 
Nach Hilfssatz 5 gilt fiir 2 > 0 die Darstellung 
oo 
‘ "tA—1 er 
f (A) | ra 29 ) taaAt+ B. 
0 
. = , . 4 ta—1 . vy , 
Fiir die Funktion G (t, A) ea bestehen die Ungleichungen 


axsi<o 


G (t, A) A+a! und G(t,d)|) <t+a-! in 
O<t <o. 


Hieraus folgt 


t, oo 
| G(t,A)da(t) + f G(t, A) doa (t) fiir t, + © gleichmaBig in a= ASA, und 
0 0 


4, 
[ G (t, A) do (t)| < (A + a!) (a (©) —o (0)). 
0 


Aus der letzten Ungleichung ergibt sich f (A) = O (A), A+. D,4 ist also in 
D,:4)+ enthalten. 


Wenn {£,} die zu A gehérige linksstetige Spektralschar bedeutet, so folgt 


t, a0 co ¢, 
Jif Gt ad u, EB, u)) do (t) = f [f @(t, A) da ()) d (u, EB, u). 
0 «4 a 0 


oo 
Da u in Dy} liegt, also { Ad(u, B,u) < ist, so folgt durch Grenziiber- 
a 


gang (t, > o) 


f [f G(t,a)d(u, B,u)) dao(t)=f [f(t A)do(t)) d(u, BE, u). 
0 «a a 0 
Wir erhalten also 
f (t(u, u) — (@ + 1)(u, (44+ ww) de()+a At uj? + B (u, u) 
0 


oo oo* 


J [/ re ; d (u, E, u)| do) ' a | Ad (u, E, u) + Bf dw, E, u) 


“t¢a—1 4 . ee : 
J zi da(t)+aA+t p| a (u, B, u) | f (A) d (u, E, u) 
6 
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Satz 2. 

Es sei f(z) in der lings der negativ-reellen Achse aufgeschnitienen z-Ebene 
regulér-analytisch und Imf(z)=>0 fir Imz>0. Aupferdem sei f (A) stetig 
und f(A) =>0 fiir 0< 4 < . Dann folgt aus 

O<A<B die Beziehung 0< f(A) <f(B). 

Beweis. « 

I. Aus OST ASB folgt c+ tsa A+ec+taB+ce+tfirce>0,t20. 
Wenn wu ein Element aus D,+ bedeutet, so wird nach Hilfssatz 6 


\|f (B+ c)* u||? = fie (u, wu) — (# + 1) (u,(B+ec+t)—!u)] da (t) 
0 


+o (B+ ej u 24 B(u,u). 
Wegen A < B liegt u auch in D,4. Also wird 


f(A +o} wll? = f [e (w, w)— (+1) (u, (A +e+1)-1u)] do) 
0 
+a (A +e)? u||? + B (u, u). 
Hieraus ergibt sich unter Anwendung von Hilfssatz 4 di¢ Ungleichung 

\|f (B+ c)* ul@—|/f (4 +0)? ull? 

= f {(u, (A+ e+"! u)—(u, (B+ e+ )-1u)] (2+ 1)do@) 

0 
+ «[\\(B+e)* uli? |\(4 + 0)? ull] 20. 


Aus ||f(A + c)* u|?= f f(A+c)d(u, Z,u) folgt, wenn man bedenkt, daB 
0 
f (A) fir 0S A < @&© stetig ist und f (A) = O (A), A + &, gilt, 


"Jim || f (A +c)! u|2 = {(A)? u |? 
>) 
und entsprechend 
lim || f (B + c)* u\|? = |\f (B)* w|(2 
e>0 


fiir alle uw aus Dz} C D+. Wir erhalten also 
{(A)tu < *(B)Pu fiir u aus Dp. 


II. Jetzt sei u beliebig aus D,;p_)+. Da * (By? in D,t wesentlich selbst- 
adjungiert ist, so gibt es eine Folge {u,,} aus D_} mit u, + u und f(B)u,>/f(B)u, 
a + oo, Aus der Ungleichung 


f(A)? (Un — U»)|| S| j (By? (Uy, — Um) fir m,n=—1,2,... 


folgt daher lim j (A)! (Uy — Up») | =O. Da j (A)? abgeschlossen ist, so ist w 
m,n—> co 
} 


auch in Dy,4)$ enthalten, und es wird lim f (A)* u, = 


} 
n= /{(A)* u. Lassen wir 


n—> co 


daher in der Ungleichung 
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nm gegen co streben, so folgt schlieBlich die Behauptung. Als Anwendung 
erhalt man 

Satz 2. 

Es sei A in D, undB in Dz, selbstadjungiert und A>0, BS0. Ferner sei Dz 
in D, enthalten, und es gelte || Ax||<|| Bx|| fiir alle x aus D,*). Dann ist fiir 
O<ts1 auch Dy in Dy enthalten, und es ist 


Atx||\<s||B'2\| firOstsl undalle x aus Dz. 

Beweis. 

Aus den iiber A und B gemachten Voraussetzungen folgt A? < B*. Sei nun 
f (A) = a" (0S 4 < co) und f(z) die Funktion, die durch analytische Fort- 
setzung von f(A) in die lings der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen 
z-Ebene entsteht, so sind die Bedingungen von Satz 2 fiir 0<7< 1 erfiillt, 
und es wird 0< A* < B*. Dies ist aber wegen A=>0, B=0 mit der Behaup- 
tung Aquivalent. 
Mit Hilfe dieses Resultates kénnen wir nun Satz 1 sogar ohne den Faktor 
1+ |2y-- 1) leicht beweisen, wenn darin Q als Hermitesch vorausgesetzt wird. 
Es gilt 

Satz 4. 

Es sei A in D, selbstadjungiert und A => 0. AuBerdem sei Q in D , Hermitesch 
und ||\Q2||</||Az|| fir x aus D,. Dann gilt die Ungleichung 


\(Q 2x, y)|<S|\A™ x||||A1—* y|| fiir x, yausD, undOstsl. 
Beweis. 


Es sei { AdE, die Spektraldarstellung von A. Ist n eine positive ganze 


Zahl, so ist Q, = E, Q LE, Hermitesch und beschrankt. Fiir x aus D, hat man 
Qn) Z|| = ||, z|| S|| 2, Az||s||A zl. 
Also gilt nach Satz 3 die Ungleichung 
Q, | z\|<||A* a|| fir OST S1 und z aus Dy. 
Weiter wird 
(Qn; y)| S ||| Qn\* =|] ||| Qnl?—* y|| S| A* 2) || A*—* gy] 
und lim (Q, x, y)=(Q-z, y) fiir z, y aus D,, woraus sich die Behauptung ergibt. 


n—> co 


Zum SchluB dieses Paragraphen soll gezeigt werden, wie man durch den Ansatz 
t 


S =f A(t) Q Bit) dt die Gleichung AS + SB = Q in einfacher Weise auf- 


t 


lésen kann. Dies wird allerdings im folgenden nicht benutzt werden. Zu- 
nachst beweisen wir den 


Hilfssatz 7. 
Es sei A ein beschrinkter Operator und 4 (A + A*)s a. Setzt man dann 


~ 
eaA=1+) hi A‘, 
k=ul”™* 
so gilt eAl| < ef. 


*) Wenn B™ ' beschrankt ist, so folgt bereits aus Dy C D4 eine Ungleichung der Form 


Ax|| < k||Bz\|, da dann der Operator T = A B~* in ganz © erklart ist und seine 
Adjungierte 7* dicht definiert ist, vgl. Retuicn [5]. 
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Bewets. 
Mit } (A + A*) = 4, und 3. (A—A*)= A, wird a= 4,+i Ay und A, Ay 


sind Hermitesch. Dann gilt fiir ganzes positives nyund jedes f aus § die 
Ungleichung 
1 
(A, +iA,) | ||2 l i \2 
" f+taftt afte 


f _ 
SUN+ 2G AN+ ONS (1452+ S)60, 


wobei m eine feste positive, von f unabhiangige Zahl bedeutet. Fir hinreichend 


groBes n erhalten wir also 
1 
A,+iA 
en Ol < (142) (14+). 
an n/} \ n® 


Folglich wird 
1 . 
i ra n? 


Lassen wir n gegen oo streben, so folgt 
eA|| — || e4i tial! < 


Es gilt nun 
Satz 5. 
Es seien A, B und Q beschriinkte Operatoren. AupBerdem set 
4(A+A*)2>a, 4(B+ Bt)=>b und a+b>0. 
Dann hat die Gleichung AS + SB = Q genau einen beschriinkten Operator S 
als Lésung, und es gilt || S\|< (a + b)—1|| Q||. Die Lésung Uipt sich in der Form 
S= fe-4'Qe-Fdt darstellen. 
0 


Beweis. 
fir O<t< oo. 


Nach Hilfssatz 7 ist 
le-4¢Q e— Bt <1/Q| 
Also ist y (Q) = { e~4* Q e~ 8 dt sinnvoll und stellt einen beschrankten Opera- 
0 


e—(a+byt 


tor dar mit || y (Q)||< (a + 6)—*||Q||. Weiter wird 


4(AQ +QB) = 4 7 (Q) + x (Q) B= f [Aen 4! Qe- Bt 4 e441 Q Be“ Bide 


x 
0 


co 


=i [ é {— e— 4t Qe— Bt) dt - [- Pee ee =Q. 


6 
Der Operator S= x (Q) ist also eine Lésung von AS + SB = Q. Umgekehrt 
folgt aus der Gleichung AS + SB = Q, wenn wir auf beide Seiten die Funk- 


tion y anwenden, 
4 (Q) = x (AS + SB)=A (8) + ~(S8) B=S. 
x7 (Q) ein- 


Daraus ergibt sich, daB die Gleichung AS + SB=Q durch S 


deutig aufgelést wird. 
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Als Spezialfali ergibt sich mit B= 0, Q=1 eine Verallgemeinerung eines 
Satzes von TorEp.itz’), namlich 

Satz 6. 

Es sei A beschrinkt und 4 (A + A*) > a> 0. Dann hat A eine in ganz 


erklarte Reziproke, es ist || A~*||< a~1, und es gilt die Darstellung A~! = { e~4' dt. 


é 
Satz 6 wird falsch, wenn man die Ungleichung } (A + A*) => a> 0 durch die 


schwichere }|A + A*|> a0 ersetzt. Dies erkennt man etwa an dem 
— +1 —1)\ 

Beispiel A ( : ‘ 
spie 41-1 } 


§ 2 Regulire, selbstadjungierte Operatoren mit festem Definitionsbereich. 


Wir betrachten jetzt Operatoren A (e), die in einem festen Definitions- 
bereich & selbstadjungiert sind und reguliér von einem reellen Parameter ¢ 
abhingen, also A (e)u= Agu+eA,u+--- fir wu aus Y. Es wird sich 
herausstellen, daB gewissen Funktionen solcher Operatoren, die in der Spek- 
traltheorie eine Rolle spielen, wie z. B. £,, (e),| A (e)| und A (2)? (— 1 <e <1), 
ebenfalls diese Eigenschaft zukommt. Der Grund hierfiir liegt darin, daB die 
Koeffizienten A,, A,...., den in Hilfssatz 1 angegebenen Ungleichungen unter- 
worfen sind. Da die Reziproke von A (e) — z fiir komplexe z leicht in eine 
Neumannsche Reihe nach Potenzen von ¢ entwickelt werden kann, so liegt 
es nahe, die oben erwihnten Funktionen von A (e) durch Integration 
von (A (e) — z)~! nach z zu gewinnen. Das hat den Vorteil, daB die Entwick- 
lungskoeffizienten der gesuchten Operatoren in geschlossener Form durch 
Integrale dargestellt werden kénnen, was bei direktem Potenzreihenansatz 


z. B. im Falle des Operators A (e)! nicht ohne weiteres méglich ist. Bei der 
“Durchfiihrung der Rechnung stellt sich heraus, daB die Abschatzungen fiir 
‘|| A, ull,» = 1,2,... in der durch Hilfssatz 1 gelieferten Form nicht direkt 

verwendbar sind. Vielmehr wird Satz 4 aus § 1 herangezogen. Dies geschieht 

in Hilfssatz 2, wo fiir die Entwicklungskoeffizienten von (A(e) + it) ' geeignete 

Abschiatzungen hinsichtlich des reellen Parameters t gewonnen werden. Das 

Hauptergebnis dieses Paragraphen findet sich zusammengefafit in Satz 1, 

aus dem durch Spezialisierungen die Regularitat der Operatoren A (e)¢ (Satz 2), 

bzw. E,, (e) (Satz 3) und|A (e)| (Satz 4) gefolgert wird. 


Hilfssatz 1. 


Es sei A (e) eine einparametrige Schar in U selbstadjungierter Operatoren, 
und A (e) u sei fiir jedes feste u aus U ein reguliires Element in einer Umgebung 
von e = 0. Dann gibt es in% Hermitesche Operatoren A,, Ag, . . . und feste positive 
Konstanten a, k, derart, daB 


A, u||sak’(||A,u)| +||u))) fiir alle u aus U gilt 
und A(e)u= Agu+ eA,u+--- wird). 


") Hetimcer-Torrtitz [1], Seite 1430. Zusatz bei der Korrektur am 26. 7. 1951. 
In der Arbeit von J.v. Neumann, Eine Spektraltheorie fiir allgemeine Operatoren eines 
unitéren Raumes, Math. Nachr. 4, 258—281 (1950/51), findet sich Satz 6 auf Seite 275. 
*) Revwicn [6], Seite 476. 
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Hilfssatz 2. 
Es sei A, in D4, selbstadjungiert, und das Spektrum sei in einer Umgebung 


von A = 0 leer. Ferner sei A,, Ag, ... eine Folge in D,, Hermitescher Operatoren 
mit || A, {|| a k*|| Ag f||, n = 1, 2,... 
Dann ist A (e)= Ag+ eA,+--: fiir je|\<k-1(1+a)—! in Dy, selbst- 


adjungiert. (A (e) + it)-1 ist fiir reelle t beschrinkt, wal es gilt die Entwicklung 
(A (e) + it)! = (Ag+ it)-} + ¥ AF, (t) ©”. 

Darin sind R, (t) beschrinkte Operatoren, die stetig v oon t abhiingen, und es besteht 
die Ungleichung 
(R, (t) z, y)| <a k (1 + a)? || | Ag|* (Ay + ét)—? 2]] ||| Ag|*~* (Ap + #8)? 
fiir —co <t<o, OS a1 und alle Elemente x, y aus 9. 

Beweis. 

Nach Voraussetzung existiert (A, + it)—! fir —o <t< und ist be- 


schrankt. Aus 
|| A, z|| Ss a k*|| Ay x|| = a k*|| | Ay| x | 
folgt nach § 1, Satz 4 die Ungleichung 
(A, 2, y)| 3 a & ||| Ag|* || ||| Aol -* y firOsasl. 


Setzt man x =|A,|—* u,.-y =|A,{-“'—® v, wobei u, v Elemente aus®,, sind, 
so liegen auch x und y in D,,, und es folgt 


{| (|Agf-G2-* A, | Agl-*u; v)| Sa k*|\ w)| |||), 


also 
|| |A,-G-® A, |Ag-* ullsa "|| uj 
und 
|A.|-(—a) ie - en ak ie 
|| Ao (A (e)— Ay)! Ay * u||s 3 ak ef |\ul| = 7 II 
| , } 


fiiruaus®D,,. Die Operatoren| Aj —“—* A, Ag{-* und| Ay|-GU—*)(A(e)— Ag) | Ag (“* 
lassen sich also durch AbschlieBen auf gy § fortsetzen. Ferner gilt 
| A, (Ag + tt)-! f || Sa k"|| Ay (Ag + tt)-! fil Sa lf] 
und : 
(A (e) — Ay) (Ag + it)-1 fils ¥ ak ler iif] = eee ny 
\ iA ! l1—kie 
fiir f aus §. Aus der Identitat 
A (e) + it = [1 + (A (e) — Ag) (Ag + it)—") (Ag + tb) 
folgt daher fiir |e|< k~'(1+ a)! die Existenz und Beschranktheit von 
(A (e) + it)—! sowie die Gleichung 
(A (e) + it)—! = (A, + it)—! [1 + (A (€) — Ag) (Ay + tt)- 4) —!. 


Da (A (ce) + it)—!f fir alle f aus § ein Element in Dy, darstellt, so ist A (e) 
in D4, selbstadjungiert. Weiter hat man 


(A (e) + it)-1 = (A, + it)-1 4 x 1)” (Ag + it)—! [(A (e) — Ag) (Ag + #t)—")” 


v=l1 
oo 


(Ag + it)—2 + ¥”(—1)"|Aglt—* (Ag+ it)! [| Ag/--*) (A (e) — Ag) | Aol *> 


v=1 
Ag# (Ag +it)~ | Aglt— *]"— 1 [| Agi 4-2) (A (e) — Ay)! Aol *] | Ap (4p + it)-? 
= (Ay + it)—1+|Ag}t—* (Ag + it)! S (t, @; ©)| Ag (Ag + it)? 
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mit 

S (t,a;e)= 3 (—1)" [| Ag“ ~- © (A (e) —Ag)| Aol *| Ag? (Ag+ #)—! 4,f-*}*-'x 
x [|Ag-4-9(A (2) — Ag) | Agi *). 


Die’ Reihe konvergiert fiir |«|< k~' (1+ a)~—' und stellt einen beschrinkten 
Operator dar. Entwickelt man jedes Glied nach ¢, so wird die durch Umord- 
nung entstehende Potenzreihe durch den Ausdruck 


; > \> | @dke \ ake a 
. v a nie — } a ) = ake 2 . a 
alaek e*] 2 (irk l1—(i+a)ke or ere é 


majorisiert. Hieraus folgt 


S (t, a; e)= D S, (t, «) e” mit || 8, (¢t, a) || oak (1+ a)-3, v= 1,2,.... 
vy=1 


Setzt man 
|Agi—* (Ag + it)? S, (t, a)! Age (A, + #)—-* = R, (), 
so ist R, (t) beschrankt, und es gilt 


(A (e) + it)-! = (Ag+ tt)- 1+ JR Oe’ 
v=1 
sowie die Abschatzung 


(R, (t) z, y)|\ Sak (1 + a)r—! || | Alt (Ag + it) 2 2] || |AgP-* (A, + tH-? y|| 


fiir alle Elemente x, y aus § und —«o <t<o, 0<a<l. Fir n21 hat 
man die Relation 


n—1 
Ry (0) — e-"{(A (2) + it)? — (Ag + it)-1— FR (0 e7} ||+ 0, 2 +0 
r=1 
gleichmaBig in — co < t < oo (fiir n = | ist die Summe durch Null zu ersetzen). 
Daraus, sowie aus der Tatsache, daB (A (e) + it)—' und (A, + it)! stetig 
von ¢ abhingen, erschlieBt man schrittweise die Stetigkeit der Operatoren 
R,, (t), also lim || R, (t) — R, (t,)||= 0 fiir alle reellen Werte ¢,. Damit ist 


tt, 
Hilfssatz 2 vollstandig bewiesen. 

Im folgenden werden wir die Reihenentwicklung von (A (e)+it)~—! dazu 
benutzen, um die Regularitét der eingangs erwahnten Funktionen von 
A (e) zu beweisen. Zu diesem Zweck wird eine geeignete Integraldarstellung 
benédtigt. Das ist das Ziel des folgenden Hilfssatzes. 

Hilfssatz 3. 

Es sei A in Dy selbstadjungiert, und dao Spektrum sei in einer Umgebung 
von 4 = 0 leer. {E,} bedeute die zu A gehérige linksstetige Spektralschar, und 
es werde 


A\je= | \|A\¢ dE, gesetzt. Dann gilt fiir jedes feste Element f aus D)4\e und 


L<o< 1 die Gleichung 
+1 
lim /|t\¢ (A+ it)-! fdt. 


l+aw —l 


(1— 2 E,) A ef - cos} 270 
Reweis. 
Aus 


P , ’ a 
(A + it)-1+ (A —it)-! = J pap th 
laled>0 
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folgt fir 0 < t, < t, < co die Gleichung 
, 1 ede] 2 
[eta+int+ 4—a-ypat= | / oe: *-\apdE, f. 
t; aoa tial 
Also wird 
‘ t 


(1— 2 H,)| Alef — #470 [Ua +in-t+ (4—in-4 fat P 


3 
4 


. t,/\A| 
=f (tense Pes )am eat, 


Ai2d 


1 


Daraus erhaélt man wegen 


7 s°ds a y 
| Tee Fonpae | [AP BAN < 
Azad 
die Gleichung 
ts 
lim || (1 — 2 B,)| Alef — #478 [ (Ait + (4 + i) 4] fdt |=0, 
t,—0 7 , 
ts—> co t, 
was mit der Behauptung identisch ist. 


Wir sind jetzt in der Lage, das Hauptziel dieses Paragraphen zu beweisen, 
naimlich den 


Satz ]. 


Es seien die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 erfiillt. Dann ist der Operator 
B (e) = (1 —2 Ey (e))|A (e)¢ fiir |e|< k-1(1+a)-! und —1L<e<l in 
Dao selbstadjungiert. Es gibt eine Folge in Dio) erklarter Hermitescher Ope- 
ratoren B,, B,,... mit || B, f\|sak"(1+a)"—"|| B(O)f|| (f aus Dp) derart, daB 
Bi(e)f= B(O)f+eB,f+--- fir alle f aus Daw gilt. 


Beweis. 


Da die Operatoren | A (e)| fiir |e|< k~1 (1 + a)~! den gleichen Definitions- 
bereich besitzen und die Ungleichungen ||| A (e)|f||< ¢ (e)|||A (0)|f|| und 
|A (0)| f|| << ¢ (e)|||A (e)|f|| fir alle f aus D) 4); = D) 4) erfiillt sind, so ist 
nach § 1, Satz 3 auch D) 4 ())e = Dj 4,0), coder Dgq)= Dao fiir| e|<k- (1 + a)—'. 
Bleibt noch die Regularitét von B(e) zu beweisen. Nach Hilfssatz 2 und 3 
gilt fiir jedes g aus und f aus Dgio) die Gleichung 


+l 
(g, B (e) f) = 22242 tim [ \t(. (A (e+ it)-1 fldt 
sd l+ cw 
—1 


+1 


, COs} 70 ». : val 2 
(g, B (0) f) +—* ~ lim | {Xe (g, R, (t) f)} dt. 


—l 


Es sei 0< t, << ig< cc. Dann hat man nach Hilfssatz 2, wenn darin « = }0 + 4 
gesetzt wird, 
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f \tle\(g, R, (®) f\|dt sak (1 + a)r-! x 
4S i0ah 
x ff ite Ages # (4,4 in—2 piiyt| Agt #14, + 8)—2 gi ae 
4a at 
ak (L+ayr-1-[ f |te||| gf ** (4, + it) pip adel! 
Lainask 
x[ f |tlel\|AgP#* (4, + a)? gl? aeyt 
4a 0546 
+o 
’ 4+ q)y—1. | ; sii 
a k*(1 + a) | J ite{ / pie thf dt 
siti<t —o 
+ co : 
{ f 21-e4¢ 
‘| J def / VF d(E, 9, 9)} atl}. 
“helts4h —o 
Ferner wird, da 4 = 0 nicht zum Spektrum von A (0) gehért, 


rr 





+ &,/\A| 


fe Paes ewnnlas fare fen 


Ls ts — co Aizd>o0 “fia 


ig ed 
s flares (a5sefe Git. n= eaelll4et fe 
0 


fi 1+ 3 cos} 270 
Aad 


Durch eine ahnliche ipl ergibt sich 


’ x al l2 
/ i{ [3 BLP a (Hi 9, ph ats cos} xo 9! ; 
i<ii<t — co 
Daraus folgt 
nei 
| tle \(g, R, (t) f)i\dt sak (1+ a)’-'- 


— 0 


4 
cos} 70 


| | Aol? fil \\gli- 


Setzt man daher 


To 


B, (9, f) = “47 [ \tle-g, R, fat 


so ist B, (g, f) eine fiir alle g aus § und f aus Dg, erklarte bilineare Form, 
und es gilt 


(g, B (e) f) = &, BOO) A+ E e” B, (g, f) fiar|e\< k-1 (1+ a)-*. 
v=1 


Wegen (9, B (e) f) = (B (e) 9, f) = (7, B (e) g) ist B, g, f) = B, (fg) fir 9g, f 
aus D po). 
Daraus, sowie aus der Ungleichung 


B, (g, f)\ < ak (1 + a)’—*\\g)| || BO) f| 


foigt®) die Existenz eines in Dz,9) Hermiteschen Operators B, mit B, (g, f) = 
= (g, B, f) und || B, f||< a & (1 + a)" || BO) f}). 


*) Stonz [10], Seite 63. 
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Es ergibt sich schlieBlich 
Bie)f=B(O)f+ De Bf fir |e|< k-*(1+a)—* und f aus Dgw@. 
v=1 


Durch Spezialisierungen ergeben sich unmittelbar folgende Siatze. 

Satz 2. 

Es sei Ay in Da, selbstadjungiert und Ag=d> 0. Ferner sei A,, Ag,... 
eine Folge in D4, Hermitescher Operatoren mit 

||A, z||\S a || A, 2|| fiir alle x ausDz,. 
Dann ist der Operator A (e)= Ag+ eA,+°-- fiir |e} < k-1 (14a)! in 
Da, selbstadjungiert und es gilt A (e) > d(e) > 0. Setzt man A (e)¢ = [ Ad E, (e), 
0 
wo {E, (e)} die zu A (e) gehdrige linksstetige Spektralschar bedeutet, so gilt fiir 
—1 <e<l, le|<k-!(1+a)—! und f aus Dye die Entwicklung 
A (eve f=Agf+eC f+ eC,f+---. 
Dabei sind C,, (n = 1, 2,...) in D4 Hermitesche Operatoren mit 
|C,, z||\S ak" (1 + a)*—* || Ae aI fiir x aus D 4. 

Beweis. 

Nach Hilfssatz 2 ist A (e) in D4, selbstadjungiert fiir |e) < k~1 (1+ a)—}. 
Aus || A,, || < a k"|| Ay z|| folgt nach § 1, Satz 4, wenn man darin y = x und 
t = $ setzt, 

\(A, 2, z)|Sa kn |i A,? z\\? = ak" (A, 2, x) 
fiir z aus D,4,. Es ergibt sich 

(A (e) 2, z) > (Ag 2, x) — 3 |(A, 2, z)| le/* >(1— J ak" |e\") (A, 2, 2) 

n=1 n=1 
1—(l+a)kl\e (l—(l+a)k\e|)d _ 
l—kle, (407 *)2-  l—kle ( 
fiir |e| << k-1(1+ a)-" und alle x aus D4, = D4,,), also 

A(e)= Capt ecebe >0. 
Hieraus folgt Z,(e)= 0 und 4 (e)| = A (e), also 
B(e)=(1_ - 2 Ey (e)) |A (e)|¢ = A (e)? 

fiir |e|< k-1(1+a)-1. Anwendung von Satz 1 liefert schlieBlich die Be- 
hauptung. 

Satz 3. 

Es sei Ay in Dy, selbstadjungiert, und das Spektrum von A, sei im Intervall 


Ag: -€<A<A,4+d leer. A, Ag, ... sei eine Folge in D4, Hermitescher Opera- 
toren mit 


2s, 2) 


An x|| <a k* (|| Ay |] + |||), 
und es gelte A (e)u= A,u+eA,u+--: fiir u aus Da,. 
Dann ist A (e) fiir \e|< k-1(1+a)—! in Da, selbstadjungiert. Setzt man 
a=1+d-1!(1+|A,\), wnd bedeutet {H, (e)} die zu A (e) gehdrige linksstetige 
Spektralschar, so gilt fiir |e|< k-1(1+a«a)—! die Entwicklung 

E,, (e) = Ey, + € EW + ¢ EY +°* 
mit | EY \|\<staalaat lf-ik, a2=l,2,.... 
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Beweis. 
I.'°) Offenbar ist A (ec) inD4, Hermitesch fiir |2| << k—!. Wenn ¢ eine von 0 
verschiedene reelle Zahl bedeutet, so ist 


(A (e)—Ao)( Ag + tt)? z||S Dake | ef [|| (Ag + it)! || +|| Ag (Ag+ it)—! 2] ] 


v=l 
— akie 1 
Syme ( + 1)|\z}}. 
Fiir | ¢| << k-1(1 + a)~! und‘ geniigend groBes |t| ist daher 
S (t) = (Ag + it)—! [1 + (A (e) — Ag) (Ag + tt)- 3)? 
(Ay + it)—* !1 + Y (— 1)" [(A (€) — Ag) (Ay + itt)- y} 


ein in ganz © erklarter, beschrinkter Operator mit dem Wertebereich 
BWsw = Da,, und es gilt die Gleichung 


(A (ce) + tt) Sf =f fiir jedes f aus 9. 
Daraus folgt aber, daB A (e) in D4, selbstadjungiert ist. 


Il. Man setze Dy = Ay— A, und D (e) = A (e) — Ag. Dann wird || D, x||>d\|z 
und D(e)= D,+ ¢D,+--- mit 


D,, x\\ S a k” (|| Ag || + || 2I]) 
ak" (\| Dg x\| + (1 +{Ag}) |x|) Sak" (14+ d-!(14+{A,))||D, 2 
(x = 1, 2,...) 
fiir x aus D,,. Anwendung von Satz | auf den Operator D (e) liefert fiir 9 = 0 
die Behauptung. 
Hieraus folgt unmittelbar 
Satz 4. 
Es sei A(e) in einem festen Definitionsbereich U selbstadjungiert, und A (e) u 
sei fiir jedes u aus U ein regulires Element in einer Umgebung von « = 0. 
AufBerdem sei 4 = 0 eine Leerstelle des Spektrums von A (0). 
Dann ist auch | A (e)| u fiir u aus U in einer Umgebung von ¢ = 0 ein regulires 
Element. 
Beweis. 
Hilfssatz 1 und Satz 3 liefern die Regularitét von HZ, (2). Da A (e) wu fiir 
jedes feste u aus & ein regulares Element in einer Umgebung von « = 0 ist, 
so folgt aus der Gleichung 


A (e)|u = (1 — 2 E, (e)) A (e) u 


die Regularitaét von | A (e)| uw in einer Umgebung von ¢ = 0. 


§ 3. Stetige Abhingigkeit der Spektralschar von einem Parameter. 


Es soll jetzt noch untersucht werden, wie die Spektralschar sich verhilt, 
wenn nur stetige Abhangigkeit von e vorausgesetzt wird. Dabei treten an 
Stelle von A (e) Folgen von Operatoren. Fiir den Fall der gewéhnlichen 
Konvergenz haben wir den 


'*) Der Schritt 1 des Beweises findet sich bei B. v. Sz. Nagy [12], 8. 353. 
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Satz 1"). 

Es sei A in& selbstadjungiert, und A, sei kein Punkteigenwert von A. Ferner 
sei A™ eine Folge in U™ selbstadjungierter Operatoren und D eine in, A, 
YU, ... enthaltene Linearmannigfaltigkeit. Ist dann A in D wesentlich selbst- 
adjungiert und gilt 


lim AM f = A f fiir alle f aus D, 
so wird lim - | = E,,f fiir f aus §, wenn { EY”} und {E,} die zu A™ bzw. A 


n+x 
gehérigen linksstetigen Spektralscharen bedeuten. 
Beweis. 
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann /, = 0 vorausgesetzt werden. 
Wegen der Selbstadjungiertheit von A™ und A gilt 


Am = fide? ” und A fAdE,. 
Es sei nun m eine positive ganze Zahl und a< A<b ein den Punkt A= 0 
nicht enthaltendes Intervall. f sei ein Element aus §. Wir setzen 
“ae 
= Min (\a|,|b|), 6 = Max(ja|,|b\), A,=a+ 8 “Y 
ferner 


(E,—E,)f=g und (E,—E,_,)f=9, (v=1,2,...m). 


Da A in D wesentlich selbstadjungiert ist, so kénnen wir zu jedem g, ein g, ausD 
so bestimmen, da8 die Ungleichungen 


ar in @ ee 
|Ag, —Ag,||< = und ||g,—g,||< mo 
erfiillt sind. Dann hat man 
Ag,= f AdE,g+(Ag,—Ayg,)=4,9,+ f (A—A) dE, g, + (Ag, — Ag,) 
Ay —1 ase 


. A, 9» ¥ A, (g, i 9») + {A 9» Lied A g,) +f (A ~ A,) )d#, J, - 


4y—1 
Also wird 
+ 00 él f 
' (n) _ “usr —i ’ im) ont 1+8 B-« 
(A™ — A) gi 2|SO AP d (g,, Bi” 92)) mi = vil 


Fiir a > 0 folgt hieraus 
( , of 4 \9 E™ g/)\t - _1+8 B—«a 
\(A™ — A) g, ||> ed — AP d (g,, Ei 9)| a 


B® g, || — 1+28 $8-« 


A, A, || m? m ig, || ° 
Entsprechend erhalt man fiir a < 0 die Ungleichung 


1+228 B-—«a 


_ ‘ii>12 III = _ 
(A™ — A) g;|| >} A,| ||(1l — B%) g, || — ma Ds 
Beide Ungleichungen kénnen zu 
P - 1+22 3—a, 
|| (A™ — A) 94 || >| A,| |! (2 — £,) 9, || - —— — ——llorll 


“) Rewuice [4]. Wir geben fiir diesen Satz einen neuen Beweis. 
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zusammengefaBt werden und liefern 


on 1+2 _ 
(B® — B,) 9,|| << {|| (4% — A) gol] +2428 4 8—# hg i). 


Hieraus folgt 
(EM—E,)g\is 2 |\(2Y — £,) 9,|| 
v= 1 


W 


hg oy oy , 1428 , B—a,y 
5 (n | . bet | 
a>, - —ee* amie Vm Hit 


Wenn wir m so bestimmen, daB 


Scheee. S—ens 
a m \m lgll} Se 
ausfallt, und ddrauf N so wihlen, daB 
m 
+ J \\(A™ — A) gill <¢ wird far » > N, 
v=1 


so folgt 
(E™ — E,)g\|\S2¢, also lim || (2% — E,)g\|=0. 


n—> co 
Wenn f ein beliebiges Element in § bedeutet, so setzen wir 
he = (* _ "pte 1 ~ aa 
k Ye 
Da A= 0 nicht Punkteigenwert von A ist, so gilt lim f, = f und 
ko 


(EM — E,) f,| <\\ (BS — By) fe\| + 2\|f — fell. 
Wegen lim ||(Zo” — E,) f,|| = 0 folgt schlieBlich 


n-—> oO 


lim |j(Zo” — E,) f\|= 9, w. z. b. w. 


n—> co 
Wenn A™ gleichmaBig gegen A konvergiert, also 
|(A™ — A) fi) S En (\|f|i + \|4 f\\) und lim ¢, = 0 
n—-c 


gilt, so l4Bt sich in einem wichtigen Falle die gleichmaBige Konvergenz der 
ES? gegen E,, beweisen. Es gilt namlich 
Saiz 2. 
Es seien A und B in D Hermitesch, und A sei in D wesentlich selbstadjungiert. 
Auferdem gelte die Ungleichung 
(B—A)2\||\s k(\|z||+||Az||) fir zausD. 


Dann lassen sich A und B fiir k <1 zu zwei in YU 2 D selbstadjungierten Opera- 
toren fortsetzen. Die zu B und A gehdérigen linksstetigen Spektralscharen seien 
{F,} bzw. {E£,}. Ist das Spektrum von A im Intervall 4, —d<A< 4, + d leer, 


so hat man 
7 —1 | 
F,, —B,,\\ < 2G +e 1+ |) 
2Vi -k(1 +d~*(1 + [A,))) 
sobald k(1+d-1!(1+'!A,))<.1  ist**). 


> 








12) Dieser Satz enthalt offenbar den Satz 7 aus Retuicu [4]. 
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Beweis. 

I. Nach Voraussetzung liBt sich A zu einem in & selbstadjungierten 
Operator durch AbschlieBen fortsetzen. Ist z ein Element aus YW, so gibt 
es eine Folge {z,} aus D mit 

lim |!z, — z||=0 und lim||/Az,—Az||=0. 


e no n—-+ 2% 


Also wird 
l| B (2, — Zm)|| < blz, — || + (1+ &) || Az,—Axz,_,||> 0, n,m+oo. 


B \aBt sich also durch AbschlieBen zu einem in & Hermiteschen Operator fort- 
setzen. Die Tatsache, daB B in U selbstadjungiert ist fir k < 1, wird genau so 
bewiesen wie in § 2, Satz 3. 


Il. Es seien {F,} und {Z,} die zu B bzw. A gehérigen Spektralscharen. 
Setzt man 


A'=A~A,= f AdE,und B= B—A,= f AdF;, 
sogilt EH, = Zo und F,,= Fo. 
Aus |(B— A) || << k (||A x|| + |} ||) 


folgt ' 
|| (B’ — A’) x|| sk (|| A’ || + (1 + |p) |] ||) 


<k(1+d-1(1+|A,))|| 4’ 2|| = K||4’2| 


wenn man K = k(1 + d~1(1+|A,))) setzt. 
Daraus ergibt sich 


B’ x|| => || A’ x|| —||(A’ — B’) z|| >} (1— K) || A’), 
also A’z\| < (1 — X)~* || B’ x|| und || B’z|| = (1 — K) d | z! 





, 


fiir alle z aus Y, sobald K < 1 wird. Hieraus folgt, daB die Operatoren 
(A’ + it)-} und (B’ + it)-? 
fiir — co < t< oo beschrinkt sind. 
Aus ||(B’ — A’) || < K ||| A’| 2|| folgt nach § 1, Satz 4, wenn darin t=} 
gesetzt wird, 
((B’— A’) 2, y)| SK \A’lte | \\| a7] y|| fiir z, y aus Y. 


Weiter ergibt sich aus ||| A’| y|| << (1— K)~'||| B’| y|| unter Anwendung von § 1, 
Satz 3 mit t= } die Ungleichung 

4’ yl <a —Ky ty 
Wir erhalten also 


((B’— A’) x, y)| << K(1— Ky *\\\4’f* x) |\|Beft y 


fiir z, y aus YU. Hilfssatz 3, § 2 mit o = 0 liefert 


+1 
(Fo-— Eo) f = (2 x)-* lim f [(A’ + it)—1— (B+ it)" fede 


l+o—l 


+1 
= (2 2)-1 lim [ (B’+ it)-1 (B’— A’) (A' + it) fdt. 


lL+a —!I 
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Daraus folgt fiir f,g aus § die Ungleichung 
((Fo — Eo) f, 9)| = (2 2)-? f \((B’— A’) (A’ + at)! f, (B’— it)-" 9) dt 


< (2.2)? K (1— Ky * f || a" (4' + i fi B’|* (B’— it)-19\| dt 


—@ 


" 


(2 x)-1K (1— Ky *f fia’ yt (4’ + ae) 2 at f|)| Bet (Bw — in —19\)2a0* 


Fir 0< t,< «© und 0 < d, < d erhialt man 








+h Hh 
[\\|A°[? (4’ + ie)? fil? dt - | | pe a (Bf, fidt 
=t —t, jafed, 
q t, fal F 
J | | +s (Aff), 
jaied, —t,/jAl 


‘also f Wa’ (44 it)—-1 f\?dt< x (f, f). 


Ebenso wird 
f Bt (B -it)-' g\?dt< x(g,Q). 
Es ergibt sich also 


((Fo — Eo)f.9)| = $K (1— Ky? f\| \\9 
Hieraus folgt 


F,,—F,,|| < k(1+d~—* (1+ ||) ) 
2V(l—k(i+d—' (1 +/A9))) 
sobald k(1 + d-1(1+/A,|)) <1 ist. 
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